NUMERYCZNE ROZWIAZYWANIE ROWNAN
ROZNICZKOWYCH ZWYCZAINYCH

Analiza wielu zagadnien naukowych i technicznych, bazujgca na
zasadach zachowania, prowadzi do réownan w ktdérych funkcja
jednej zmiennej niezaleznej wystepuje pod znakiem pochodnej
ZWYyczajnej.

Rownanie takie nazywane jest rownaniem rozniczkowym
ZwWyczajnym.



Problem:

« Dane jest rownanie rozniczkowe zwyczajne, a celem postepowania
jest znalezienie funkcji ktora je spetnia. Wyznaczenie poszukiwanej funkcji
polega na scatkowaniu réwnania rozniczkowego.

* Niestety bardzo czesto niemozliwe jest znalezienie rozwigzania doktadnego.
W takiej sytuacji musimy zadowoliC sie rozwigzaniem przyblizonym
(numerycznym).

« W inzynierii wodnej wystepujg liczne przypadki przeptywu wody opisane
rownaniami rozniczkowymi zwyczajnymi.



Przyktady rownan réozniczkowych zwyczajnych

1) Nieustalony wyptyw ze zbiornika

Zadanie:

Poczatkowe napetnienie zbiornika /@ $dh

wynosi £, OkresliC potozenie \CCC O T Iy
zwierciadta wody po czasie 7.

e ROWnanie opisujgce zmiane potozenia v h(t)
zwierciadta wody w zbiorniku:
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A (h) - powierzchnia zbiornika zmienia Rys. Schemat zbiornika

sie z jego napetnieniem



2) Przejscie fali przez zbiornik retencyjny

Q (0&

Qt)
. at)

Rys. Schemat zbiornika retencyjnego



Rownanie retencji:

gdzie: A - rzedna zwierciadta wody w zbiorniku,
F— pole powierzchni zbiornika na poziomie zw. wody,
Q (t) — doptyw do zbiornika,
g (t) — odptyw ze zbiornika.

Rozwigzanie rownania:
Funkcja A (¢) spetniajgca warunek A (£=0) = A,



3) Rownanie przeptywu ustalonego niejednostajnego

v l poZiom odniesienia v

X Xx=0

Rys. Krzywa spietrzenia wywotana budowlg pietrzacg



Rownanie opisuje przeptyw ustalony niejednostajny:
d(p, @@ |=-5
dx 20 - A
a - Q n2 'Q2
h 2 4/3 2
dx 29-A CRY3.A

gdzie: h (x) - rzedna zwierciadta wody powyzej poziomu poréwnawczego,
Z (x) — wzniesienie dna powyzej poziomu pordwnawczego,
H(x) — gtebokosc,
s —spadek dna (s = — dZ/dx),
g — przyspieszenie grawitacyjne, n2.Q?
S - spadek linii energii wg wzoru Manninga: S = Rl A2
Q - natezenie przeptywu,
R — promien hydrauliczny,
n — wspotczynnik szorstkosci wg Manninga:

lub




poziom odniesienia v

X X=0

Znajgc potozenie zwierciadta wody w przekroju zapory /1 (x=0)=A,
mozna obliczy¢ A (x) na odcinku kanatu powyzej zapory
rozwigzujac wyprowadzone rownanie rozniczkowe.



4) Ukiad rownan przeptywu nieustalonego w sztolni i w
komorze wyrownawczej

komora
Ze
v __________________ _+.-
S Z
zbiornik of 1
F
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H SZtOIhia —
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Z
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Rys. Schemat uktadu zbiornik — sztolnia - komora wyréwnawcza



Ukfad rownan przeptywu nieustalonego (komora—sztolnia)

dv g(_z_nZ-L-sz

dt L R4/3
dz 1
= F .V -0lt

Znajac V(£ =0) i z(¢=0) oraz przyjmujgc dowolng funkcje Q (¢)
uktad catkujemy dla ¢ > O.



Uktady rownan rozniczkowych zwyczajnych wystepujace w
trakcie rozwigzywania rownan rozniczkowych czastkowych

1) Rozwigzanie liniowego rownania dyfuzji metoda linii

Rownanie dyfuzji ciepta ze statym wspotczynnikiem:

2
T _ 0T
ot OX

gdzie: 7 - funkcja spetniajgca rownanie
D — wspotczynnik dyfuzji
X — potozenie
[ — czas



Obszar rozwigzania: 0 <x< L, t=0

ﬁ TX,t)="7
To(t)

L) [Z

warunek brzegowy
warunek brzegowy

X

<« I »

warunek poczatkowy

- warunek poczatkowy: 7(x, ¢t =0) =T,(x)dla 0 <x < L
- warunki brzegowe: 7(x =0, t) =7,(t)dla t =0
T(x =L, t) =T,(t)dla t =0



Dyskretyzacja obszaru rozwigzania

1

k+ 19
k o ¥
At
<\ *
<« /AX—>
o
=0-¢ O . O ® Q >
j=1 j-1 j j+1 j=NX
Xx=0 X=1L

—e—=e— wartosci znane z warunku
poczgtkowego

—o—0— wartosci znane z warunku
brzegowego

Ciggty obszar zastepujemy obszarem
dyskretnym, ztozonym z punktow
przeciecia sie linii poziomych,
poprowadzonych rownolegle do osi x
z odstepem At oraz linii pionowych,
poprowadzonych rownolegle do osi ¢
z odstepem Ax

Rozwigzania poszukujemy w weztach
powstatej siatki prostokatnej



Aproksymacja roznicowa pochodnej II rzedu wzgledem xw
przekroju J:

o°T T,-2T, +T,,

OX* | AX?

Po podstawieniu do réwnania rozniczkowego otrzymujemy:

dT, T, -2T, +T,,

J

dt AX?

Rownania takie zapisujemy dla kazdego przekroju wewnetrznego
tj.dla j= 2,3, ..., V-1 co prowadzi do uktadu o wymiarze
(NV-2)x(N-2) rownan rozniczkowych zwyczajnych wzgledem czasu



Wynikowy uktad rownan rézniczkowych zwyczajnych

dT
e S ° T Tl
dt
T dT, /dt
gdzie: Ts dT, /dt
T- wekto_r wez%oyvych wartosci T, e—
funkcji T zaleznych od czasu dT ‘
T= Tj - = dTJ— [ dt
S — macierz wspotczynnikow T.. dt T
(trojdiagonalna, stata) i
-
N2 dT,_, /dt
Tha dT,_, /dt
TN
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2) Rozwigzanie rownania rozniczkowego czastkowego MES

Réwnanie rozniczkowe czgstkowe
Qh)=0

|
I Dyskretyzacja w czasie uktadu rownan rozniczkowych
: zwyczajnych metodg réznic skohczonych

|
I Wprowadzenie do uktadu réwnan zadanych warunkéw
: brzegowych

Poszukiwany wektor h(t+ At)

I




Informacje ogolne o rozwigzywaniu rownan
rozniczkowych zwyczajnych

Przyjmijmy, ze dane jest rownanie

Rozwigzanie rownania polega na znalezieniu funkcji y (x), ktora w
przedziale (a, b) spetni je. Jednak od funkcji y (x) wymaga sie, aby
spetniata ona pewne dodatkowe warunki.

W zagadnieniach technicznych przedmiotem poszukiwania jest
zawsze jedna funkcja spetniajgca rownanie rozniczkowe.



Tymczasem wiadomo, ze ogolne rozwigzanie rownania rozniczkowego
ma postac:

y(x):j f.dx+C

Istnieje wiec nieskonczenie wiele rozwigzan roznigcych sie
statg C

Chcac otrzymac jedno konkretne rozwigzanie, na funkcje y
naktada sie, oprocz warunku spetnienia  rownania
rozniczkowego, dodatkowe warunki.

Istniejg dwa sposoby formutowania problemu rozwigzania
roznigce sie dodatkowymi warunkami naktadanymi na y (x).



Zagadnienie poczatkowe
Dane jest rownanie rozniczkowe zwyczajne:
y'=f(x )

Nalezy znalez¢ funkcje y (x), ktora w przedziale (g, b) spetni powyzsze
rownanie, a na poczatku przedziatu przyjmie zadang wartosc

y(a) =y,

Zatem sposrdd nieskonczonej liczby rozwigzan rownania, ktorymi sag
krzywe roznigce sie statg catkowania G wybieramy tylko te, ktora
przechodzi przez punkt poczatkowy o wspotrzednych (g, y.).

Tak sformutowane zadanie nazywa sie zagadnieniem poczgtkowym
dla rownania rozniczkowego zwyczajnego.




Zagadnienie poczatkowe formutuje sie takze dla rownan rézniczkowych
zwyczajnych wyzszych rzedow. Na przyktad dla réwnania drugiego rzedu

y'=rxyy')

brzmi ono nastepujgco:

nalezy znalez¢ funkcje y (x), ktora w przedziale (a, b) spetni powyzsze
rownanie, a na poczatku przedziatu zarowno funkcja, jak i jej pierwsza
pochodna, przyjmie zadane wartosci

y(a@=y,oraz y'(a)=y’,

Ogolnie:

w zagadnieniu poczatkowym dla rownania rézniczkowego zwyczajnego
n -tego rzedu nalezy zadac n warunkow, tzn. na funkcje i jej pochodne
do n— 1 rzedu wigcznie.



Zagadnienie brzegowe

Drugi sposob formutowania problemu rozwigzania rownan rozniczkowych
zwyczajnych dotyczy rownan wyzszych rzedow lub uktadow rownan.

Na przyktad dla rownania II rzedu brzmi on nastepujgco:

nalezy znalez¢ funkcje y (x), ktora w przedziale (a, b) spetni wymienione
rownanie rozniczkowe, a na jego koncach przyjmie zadane wartosci:

y(a =y, oraz y(b) =y,

Zatem rozwigzanie y (x) musi przejsc przez punkty o wspotrzednych
(& y,) oraz (b, yp).

Tak sformutowane zagadnienie nosi nazwe zagadnienia brzegowego
dla rownania rozniczkowego zwyczajnego.




« Znalezienie funkcji spetniajgcej rownanie oraz narzucone
warunki na obu brzegach przedziatu (g, ) moze byc niemozliwe.

« W inzynierii wodnej rownania rozniczkowe zwyczajne wystepujg w
opisie wielu przypadkow przeptywu wody, przy czym formutowane
sg dla nich zaréwno zagadnienia poczatkowe, jak i brzegowe.

« Problem poczatkowy dla ukfadu rownan rozniczkowych zwyczajnych
wystepuje w trakcie rozwigzywania rozniczkowych rownan
czgstkowych typu hiperbolicznego i parabolicznego metoda
elementow skonczonych.



Numeryczne rozwigzywanie zagadnien poczatkowych
dla rownan rozniczkowych zwyczajnych

W zagadnieniu poczatkowym dla rownania rozniczkowego zwyczajnego

o d
Y =—y=f(x,y)
dx

chodzi o obliczenie dla x w pewnym przedziale x, < x < b takiego
rozwigzania y (x), ktore przyjmie w punkcie x = x; zadang wartosc
poczatkowg ;.

Stosowane w tym celu metody numeryczne umozliwiajg obliczenie
przyblizenia y;, V5, ..., ¥, ... Wartosci rozwigzania doktadnego y (x,),
y (%), ..., ¥ (x) w wybranych punktach x;, x, ..., X, przedziatu (x,, b).



Niech bedzie dane rownanie rozniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego:

o d
Y =—y=f(x,y)
dx

W obszarze szukamy takiego rozwigzania y (x ) rdwnania, ktore przejdzie
przez dany punkt poczatkowy o wspoétrzednych x = x;, y = ¥,

W tym wypadku bedziemy poszukiwac rozwigzania przyblizonego, tzn.
przyblizen y; wartosci y (x) rozwigzania Scistego w punktach x; (j = 1,2...)

YA V(X

[ [ | [ | | | | >
X0 X1 X9 )ﬁ_z )ﬁ-l )ﬁ X

Rys. Funkcja y(x) i jej przyblizenie



ROznica

Aij X

J+1_XJ'

nosi nazwe dtugosci kroku catkowania i oznacza sie jg zwykle
symbolem A.

Krok catkowania moze byc staty lub zmienny.

Stosowane metody rozwigzywania réwnan rozniczkowych dzieli sie na
dwie zasadnicze grupy:

1) metody jednokrokowe,
2) metody wielokrokowe.



Metoda jednokrokowa nazywa sie takg metode, w ktorej przyblizona
wartosc funkgji y;,; oblicza sie tylko na podstawie wartosci y z
poprzedniego kroku, czyli y;

Metodq wielokrokowaq jest metoda, w ktorej do obliczenia y;,,
konieczna jest znajomosc¢ co najmniej dwoch wczesniejszych wartosci,

Yl Y1 Vit s Vios oo
Metody rozwigzywania rownan rozniczkowych zwyczajnych mogg byc :
e jawne — jesli wyrazenie na y;,; jest w postaci
Vier = GO Vir Yiwr Via reeihs
e niejawne - jesli dajg zaleznosc typu
G()(I yj+1l yjl yj—ll yj—z I) = OI

czyli w postaci rownania nieliniowego wzgledem y;, ;.



W tym przypadku metody niejawnej wyznaczenie wartosci y,, ;
wymaga rozwigzania nieliniowego rownania algebraicznego.

Zwykle stosowana jest metoda iteracji prostej przy czym pierwsze
przyblizenie oblicza sie stosujgc metode jawna. Takie podejscie
nazywane jest metoda , predyktor- korektor”.

Istnieje wiele metod rozwigzywania rownan rozniczkowych zwyczajnych.
Ze wzgledu na specyficzny sposob reprezentacji geometrii rzek tylko
niektore z nich sg przydatne w hydraulice kanatow otwartych.



PODSTAWOWE METODY NUMERYCZNE
ROZWIAZYWANIA ROWNAN ROZNICZKOWYCH
ZWYCZAINYCH

1) Aproksymacja pochodnej ilorazem réznicowym

* Do konstrukcji niektorych elementarnych metod catkowania
zarowno w przypadku zagadnien poczatkowych jak i brzegowych
mozna wykorzystac iloraz réznicowy aproksymujacy pochodng

« Odpowiednie formuty wyprowadza sie wprost z szeregu Taylora
zastosowanego do rozwiniecia funkcji wokét rozpatrywanego
punktu x



Dla funkcji jednej zmiennej y(x) szereg Taylora mozna zapisac
nastepujgco:

00 AXm d my
= mbdx™|

J

y(xj+1) = y(Xj)+

« Szereg ma nieskonczong liczbe wyrazow m

» Przyjecie skonczonej liczby wyrazéw powoduje wprowadzenie tzw.
btedu obciecia

» W konsekwencji zamiast doktadnej wartosci funkgji y (x;,;)
otrzymujemy jej przyblizong wartos¢

« Bfad przyblizenia zalezy od liczby uwzglednionych cztondw szeregu



- Uwzgledniajac tylko 3 pierwsze cztony, oszacowanie wartosci y(x;,;)
otrzymujemy dzieki nastepujgcej formule:

dy +szdzy\

+O(AX®
dx|; 2 dx?|; (4%

Yia=Y;+AX

gdzie: y;, y;1 — wartosci funkcji y(x) w weztach joraz j+1,
Ax — odlegtos¢ pomiedzy weztami j oraz j +1

« Czton O (Ax3) wskazuje, ze btad obciecia jest rzedu Ax3

« To oznacza, ze btad zmienia sie proporcjonalnie do wartosci kroku
catkowania podniesionej do 3 potegi

Zmniejszenie kroku o potowe spowoduje 8-krotng redukcje btedu y;,



Bezposrednio z powyzszego rownania otrzymujemy oszacowanie
pochodnej I-go rzedu:

_YiaYs Axd?y|
AX 2 dx’ \,

dy
dx j

Iloraz roznicowy o postaci

dy
dx j

zyj'+1_yj
AX

aproksymuje pochodna funkcji y (x) w wezle jz dokladnoscia
pierwszego rzedu, tj. O(Ax).

Formuta ta to tzw. iloraz roznicowy przedni.



Szereg Taylora mozna zastosowac do aproksymacji funkcji w wezle
7-1. Ma on postac:

szdzy\
j 2 dXZ‘j

dy
dx

yj—l yJ +O(AX3)

Rownanie to prowadzi do formuty:

ﬂ zyj_yj—l
dX|; AX

Jest to tzw. iloraz réznicowy wsteczny.

Podobnie jak iloraz réznicowy przedni, aproksymuje on pochodng z
dokiadnoscia O(4x).



Odejmujac od siebie rownania dla y;; oraz y;; mamy:

dy| Ax*d®y
=Y. ,=2AX + +- -

dx

Z rownania tego otrzymujemy tzw. iloraz roznicowy centralny:

oy
OX

~ yj+1_yj—1
j 2AX

W przeciwienstwie do formut poprzednich powyzszy wzor zapewnia
aproksymacje II-go rzedu. Biad obciecia jest O(4Ax 2).



2) Podstawowe metody catkowania rownan rézniczkowych
zwyczajnych

Przedstawione powyzej formuty aproksymujgce pochodng I-go rzedu

mozna wykorzysta¢ do wyprowadzenia niektorych podstawowych
metod numerycznego catkowania rownan rozniczkowych zwyczajnych

W tym celu dokonajmy aproksymacji rozwigzywanego rownania

dy
-2 = f(X,
dx (X.y)

w wezle jwykorzystujgc wczesniej wyprowadzone formuty



* Dla ilorazu roznicowego przedniego:

yj+l_ yj
AX

— f(Xj’yj)

otrzymuje sie jawng metode Eulera:

Yin =Y ""Ax'f(xj’yj)

e Dla ilorazu roznicowego wstecznego:

yj_ yj—l
AX

— f(xj’yj)

otrzymuje sie niejawng metode Eulera:

Y; = yj-1‘|'AX']c (Xj’ yj)



Uogoiniona formuta

Zatozenie:
aproksymujemy pochodng w punkcie P potozonym w przedziale (x;, x; )
gdzie @ jest parametrem wagowym

y A
I
I I
| I
| I
| I
I
: OAX (1- 0)AX |
DR
P >
Xiq X, Xn Xi 41 X




Pozycje punktu P, ktory moze przemieszczac sie wewnatrz przedziatu
Xi s Xijs1)s okresla wagowy parametr @ definiowany nastepujaco:

AX

Poniewaz x; < x,< Xx;,, zatem 0 < < 1 zmienia sie¢ od 0 do 1

Aproksymacja réwnania rozniczkowego:

yj+1_ yj
AX

Wartos¢ pochodnej 7(x, y) w punkcie P — jest to liniowa interpolacja
pomiedzy weztami:

fo=(=0)1(x; )+ (X0 ¥,0)



Po podstawieniu otrzymujemy ogolng formute:

Viu= Y, +AX(L-0)-F(x,y)+0- F(X0,Y,0))

Szczegolne przypadki:

e gdy 6 = 0 - jawna metoda Eulera:

Yia =Y +Ax'f(xj’yj)

e gdy 6 = 1/2 — niejJawna metoda trapezowa:

AX
Yia =Y "'Z(f (X;,y;) + T(X;4, yj+1))



e gdy 6 = 2/3 —»> metoda Galerkina:

Yin =Y+ Ax(:l% f (Xj’ Yi )+ g f (Xj+1’ yj+1)j

e gdy 6 = 1 - niejJawna metoda Eulera:

Y= yj-1‘|'AX']c (Xj’ yj)



3) Alternatywny sposob wyprowadzenia formut
numerycznego catkowania rownan rozniczkowych
zwyczajnych

Ogolna formuta wynikajgca z catkowania réwnania:

dy
o f(x,
o = Ty

w przedziale (x;, x;), W ktorym y zmienia sie w granicach
od y;do V4

yHl j+l

jdy jf(x y)dx

Yi X



Wynikiem jest podstawowa formuta catkowania rownan:
j+1

Via=Y;+ | F06y)dx

X

Przedstawione wczesniej metody roznig sie sposobem obliczenia
przyblizonej wartosci catki oznaczonej.

e Catke obliczamy metodq prostokatow

fA
f(Xj+1 | yj+1 ) ““““““““““““““““ , Xj+1
i f(x,y)dx~Ax- f(x,,V.)
fxj, y;)) === 7/ 7777 ;‘: S

D>
X; ST

— —>



Po podstawieniu otrzymujemy metode jawng Eulera

Yia=Y,; + AX- f(inyj)

y y(X)
styczna
y(Xj+1) F—_—————— — —
| Om
Yirp +————————————= i —
| AX f()ﬁ, y)
J
y(§) T——== ~ _
|
| tg ¢ =f(xj, ;) | Yj
| : ! >
Xj Xj+l X
2 AX N

Rys. Geometryczna interpretacja jawnej metody Eulera

Funkcje y(x)w przedziale (x;,x; ) zastepuje sig styczng w punkcie x;

Efekt: roznica |y(x; 1) — V.1l, czyli btad &, rosnie ze wzrostem dtugosci
przedziatu Ax



0., — btad metody
5, — btad zaokraglen

Rys. Zaleznos¢ btedow od wielkosci kroku catkowania

« Zmniejszenie kroku obliczen prowadzi do mniejszego btedu metody &,,

« Jednakze zmniejszenie kroku obliczen powoduje wzrost liczby obliczen
a zatem i wzrost btedu zaokraglen &,

« Optymalng wartos¢ kroku catkowania okresla sie metodg prob



Niejawna metoda Eulera:

Yia=Y; +AX-T(X0,Y )
catke zastepujemy polem prostokata (z nadmiarem)

f(x, y) A

f(x, y)

f(XJ'+1’ yj+1) 7] I

—

[ £ y)dx = A (X, V)

J

AX




Niejawna metoda trapezowa:

AX
Yia =Y, +2(f (X5 ;) + T (X4, yj+1))

Catke zastepujemy polem trapezu

+1

_[ f (X y) f(xj+l’yj+1))AX
f(x, y) & |
(X1, ¥ip) 7 )
X,y
fOg. ) /E
>
Xj X}*‘l X
= AX =




4) Metody Runge — Kutty

Dokfadnos¢ metody mozna podwyzszy¢ zwiekszajac liczbe posrednich
punktow w przedziale (x;, x;., ) wykorzystywanych do obliczenia catki.

Ogolna posta¢ metody:

Yia=Y,+AQ w -k dla j=012,...,
=1

gdzie: k= f(x,,y))

-1
ki:f(xj+ci-Ax, yj+AxZai,-k,J 2<i<m
=1

przy czym m >1 natomiast w;, ¢;, a; sg wspotczynnikami numerycznymi,
ktore nalezy wyznaczyc¢



Jesli w wezle x;znana jest przyblizona wartosC funkcji y; to wartosc
Vi1 W wezle x;,, =x; + Ax mozna obliczyC wedtug powyzszej formuty,
w ktorej wykorzystywane sg obliczone wczesniej wspotczynniki

ki, Koo K,

Proces ten powtarzany jest w kazdym kroku catkowania:
j=0,1,2,.., N gdzie Njest liczbg krokdw w przedziale (a, b).

Jesli liczba sktadowych w formule metody wynosi m, to metoda
Runge—Kutty nazywana jest metodg /m - etapowa.



5) Metody wielokrokowe — jawne

- Catkujgc rownanie rozniczkowe zwyczajne w przedziale (x;, X, )
otrzymujemy znany wzor ogolny:
j+1

Via=Y;+ | f(xy)dx

X

» Funkcja y(x) nieznana jest w przedziale (x;, X ), ale znana jest w
punktach x, X, X, ..., X;. Zatem znane sg wartosci 7 (x,, ¥ (X)),

Fox,yoa)), foe,yoe) ... Fox, yix))

YA V(X




Whiosek:

mozna wykorzysta¢ wielomian interpolacyjny Lagrange’a w celu
przyblizenia funkcji f(x, y(x)) miedzy weztami X, i X; a nastepnie dokonac
ekstrapolacji funkcji £na przedziat (x;, X, ).

Efekt: otrzymuje sie proste wyrazenie typu

}/j+1 = F()(l J/OI y]_l ey y])

czyli tak zwany schemat jawny

T A f(x)




Ogolna postac formuty jawnej:

K
Yia =Y "‘AXZIBi‘ fi
i—0

gdzie: ;- state wspotczynniki liczbowe
K — liczba wczesniej obliczonych wartosci weztowych
wykorzystywanych przez metode (liczba krokow)
. =f(x;,y;)- wartosC pochodnej w wezle /

Stosujac wielomiany interpolacyjne Lagrange’a réznych stopni,
mozna otrzymac szereg wariantow metody w zaleznosci od
wartosci K



S3 to formuty typu Adamsa-Bashfortha:

K=2 y,,= yJ+(23f -16f,_, +5f,_,),

K=3 vy, = yJ+(55f 59f ,+37f, ,—-9f ).

Wyprowadzenie wzorow: Legras (1974)



6) Metody wielokrokowe — niejawne

« Jesli wielomian interpolacyjny Lagrange’a stosowany w celu
przyblizenia funkcji 7 (x, y (x)) poprowadzimy rowniez przez nieznany
jeszcze wezet (x4 F (X411 /Y (Xj41)), tO otrzymamy wyrazenie typu

Vier = FOC Yo Yir oo Vi sVin1)

czyli tak zwany schemat niejawny (réwnanie nieliniowe)




Ogolna formuta tej grupy, metod nazywanych metodami
Adamsa — Moultona:

K-1
yj+1 = yj +AXZﬁi+l ) fj—i

I=—1

Zaleznie od przyjetego stopnia wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a,
mozna otrzymac szereg wariantow metody, np.:

K=1 vy

j+1

AX
=Y, +2(fj +f,.,1),
AX

AX
K=3 Yyi,=Y, +24(fj_2 -of, , +19f, +9f, ).



« Jak wynika z wyprowadzonych wzorow, w wypadku schematow
nigjawnych otrzymuje sie wyrazenie na y;,; W postaci rownania
nieliniowego

Yitt = FO Yor Vis oo yj/yj+1)/

ktore wymaga rozwigzania stosowng metoda

« Do rozwigzywania tego typu rownan stosuje sie zwykle metode
~predyktor - korektor”

Idea tej metody jest nastepujgca:

1) znajac wartosci yw punktach az do j-tego wiacznie, oblicza
sie pierwsze przyblizenie y w punkcie j+ 1, stosujgc schemat
jawny, czyli dokonuje sie predykcji

K
YEﬁO) =Y, +AXZIBi ‘ fj—i
i—0



2) znajac to przyblizenie, dokonuje sie korekty wyniku metodg
iteracji prostej, czyli

K-1
Vin =Y+ AXQ S f =

i=—1

K-1
— yj "‘AXZIBM' 1tj—i +AX'IBO' fj(rl)
i=0

gdzie k jest indeksem iteracji.

* Proces iteracyjny prowadzi sie do momentu uzyskania wystarczajgco
doktadnego rozwigzania

» Metoda ,predyktor - korektor” jest praktyczng realizacjg niejawnej
metody wielokrokowej



Rozwigzywanie ukiadow rownan rozniczkowych
zwyczajnych

e Wszystkie metody rozwigzywania zagadnienia poczagtkowego dla
rownania rozniczkowego mozna uogolni¢ na przypadek n rownan

e Zaldzmy, ze ukfad rownan rzedu pierwszego sprowadzi¢ mozna
do postaci

dy
1 :fl(xaylay29“°ayn)9

dx

dy
—= = o5 Y1250 V0 )5

dx

dy,
:fn(x9y1>y2>°'°ayn)a

dx

gdzie n oznacza rozmiar uktadu



dY
e =F(x,Y
o (x,Y)

gdzie: Y — wektor o sktadowych y;, Vs, ..., V.,
F — funkcja wektorowa o sktadowych f(x, vi, Vs, -, V),

LG Vi Yar voer Yids voin 106 Vis Vor voer Vi)

Warunki poczatkowe okresSla wektor Y, o skladowych:

0o Yo%), - Va(X%)

Wszystkie metody mozna uogdlni¢ na przypadek wektorow i
funkcji wektorowych



Na przyktad, wzory Rungego-Kutty rzedu drugiego dla uktadu
2 rdwnan mozna zapisac w postaci wektorowej nastepujaco:

K, =AX-F(X;,Y;),
1 1
K,=Ax-F xj+2Ax,Yj+2K1 ,

Y =Y +K,,
gdzie:

k) [k (1,00 (U
Kl_{h}’ Kz‘{lz}’ F(X)‘{fz(x)}’ Y(X)‘{v(x)}’

Analogicznie mozna przedstawi¢ w zapisie wektorowym kazdg inng
metode rozwigzywania rownan rozniczkowych zwyczajnych



