METODA OBJETOSCI SKONCZONYCH

Bazowanie na catkowej postaci rownan zachowania — dobre wiasciwosci
zachowawcze takich wielkosci jak masa czy ped

Mozna stosowac na siatce nieregularnej (czworokatnej, trojkatnej, itp.)

Dedykowane dla rozwigzan zagadnien, gdzie wystepujg nieciggtosci

lub duze przyrosty (w czasie i przestrzeni) parametrow przeptywu:
gtebokosci, cisnienia, predkosci

- gwattownie propagujgca fala wezbraniowa (katastrofa zapory) lub fala
uderzeniowa

- odskok hydrauliczny wytworzony w poblizu przelewu budowli
hydrotechnicznej

- przeptyw wywotany gwattownymi zmianami w geometrii

- fale tsunami



MODEL NIEUSTALONEGO PRZEPLYWU WODY PLYTKIEJ

o oF oG
+—+—=9S

ot ox oy
[ h | uh - v ] 7]
U=|uh| F=|u*h+05gh?| G= uvh
vh uvh _V2h+0.5gh2_
] . _
S=| gh(Se,—S4) y
| gh (S, Sy | ”

u, v - Srednie predkosci przeptywu odpowiednio w kierunku x iy
h - gtebokos¢ wody
Sow Soy - Spadek dna wzdtuz kierunku x iy

S, Sy, - spadek linii energii w kierunku x oraz y obliczony wedtug formuty Manninga:

2 n°v

nu /5 5 _
Sfx:w u +v SW—W u +Vv

n — wspotczynnik szorstkosci wg Manninga



OKRESLENIE TYPU UKLADU ROWNAN PLYTKIEJ WODY

* Model jednowymiarowy - forma jednorodna (bez cztonu zrédtowego):

ouU ouU _ : .
—+A—=0 A - jakobian wektora strumienia F
ot OX c — predkosc¢ rozchodzenia sie

h matego zaburzenia

u ou |c°-u® 2u c=./gh

= Typ uktadu okreslony jest poprzez pierwiastki rownania charakterystycznego:
det(A-Al1)=0

A - okresla poszukiwane pierwiastki rownania, czyli wartosci wkasne macierzy A
| - macierz jednostkowa

* W wyniku rozwigzania rownania otrzymujemy dwa rézne i rzeczywiste pierwiastki:

—> uktad typu hiperbolicznego




OKRESLENIE TYPU UKLADU ROWNAN PLYTKIEJ WODY

= Model dwuwymiarowy

oJ oU oJ

EJFA& + BE =0 A i B - jakobiany wektoréw strumieni F i G
T 0 1 0] 0 0 1]
oF |, oG
A=—=|c’-u? 2u 0| B=75=| —w v u
ouU W Vo c°—v: 0 2v|

= W wyniku rozwigzania rownania otrzymujemy trzy rozne i rzeczywiste pierwiastki:

A'=un,+vn, —c
A% =un +vn, m==)>  yukiad typu hiperbolicznego

A*=un +vn, +cC

n, i n, sktadowe wektora jednostkowego n=(n,, ny)T



ZAGADNIENIE POCZATKOWO-BRZEGOWE DLA ROWNAN

PLYTKIEJ WODY

W przypadku réwnan typu hiperbolicznego poprawngliczbe oraz rodzaj
warunkow granicznych okresla sie przy wykorzystaniu informacji o

charakterystykach

Charakterystyki dla jednowymiarowego uktadu rownan ptytkiej wody:

%:/ftlzu_\/ﬁ

Warunki brzegowe
nalezy znac charakter

przeptywu

liczba Froude’a

- ruch spokojny: Fr<1
- ruch rwacy: Fr>1

dx

at

A% =u+,/gh

ruch spokojny

x

x=L

X



NUMERYCZNE ROZWIAZANIE RC')WN’AN PLYTKIEJ WODY
METODA OBJETOSCI SKONCZONYCH

= Roéwnania ptytkiej wody jednowymiarowe w formie catkowe;

j{au +8F(U)}dv )

vl ot OX

= Objetosc¢ skonczona stanowi odcinek Ax ograniczony punktami X, ;,, I X1/
przez ktore przechodzg brzegi komorki

« AX

o

Fi-1l2 Fi+1}'2

v

i+1 X

T
N

Xi-‘l)'2 ! )(i+‘|f2



= (Catkowanie rownania

d Xit1/2
dt

Xia/2

- j U(X1t)dX:F(Xi-1/2)_|:(xi+1/2)

F (X1 )s F (X2 ) - strumienie przez brzegi komorki X, , i X,

U. - wartos¢ usredniona

Xi/2

U= | Uxtdx

Xi_1/2

AX

P

Fi-1:’2

i-1

Xi-‘ll2

= Ogdlny schemat metody objetosci skonczonych

duU. _ 1 [Fi
dt AX

12 Fi+1/2]

Wiasnosci schematu numerycznego w MOS zalezg przede wszystkim od
tego w jaki sposoéb okreslimy strumien numeryczny na brzegu komorki



OKRESLENIE STRUMIENIA NUMERYCZNEGO

Schematy wykorzystywane do okreslenia strumienia numerycznego
powinny uwzglednia¢ informacje, ktére rozchodzg sie po charakterystykach
w obu kierunkach

Wykorzystuje sie metody dekompozycji strumieni numerycznych oraz
réznic strumieni numerycznych - metoda bazujgca na tzw. zagadnieniu
Riemanna

Usrednianie parametrow przeptywu wediug metoda Godunova (1959)
Fop =F ( Ui+1/2)

U.,,,, - wartos¢ zmiennej okreslona na sciance komorki, ktora rozdziela stany
ustalone w sgsiednich komorkach U, = U, oraz U, ,= Uy



ZAGADNIENIE RIEMANNA DLA ROWNAN PLYTKIEJ WODY

Na zagadnienie Riemanna sktada sie rozwigzanie réwnania typu hiperbolicznego:
ouU oU
+A—=

— —=0
ot OX
z warunkiem poczatkowym:  J(x,0) = U,(x) = U, dla x<0
U, dla x>0
D s b)
nieciagtosé X
7 < dx .
' dt
U,
o
x=0 X x=0 X

Nieciggtos¢ wystepujgca w danych poczagtkowych propaguje wzdtuz charakterystyk i
przyczynia sie do powstawania nieciggtosci rowniez w rozwigzaniu



Dla 1D wystepuja dwie dwie fale wychodzace z x=0:

rodziny charakterystyk - fala uderzeniowa

- falarozrzedzeniowa

a) t4
fala rozrzedzeniowa

Rozwigzanie Stokera
zagadnienia Riemanna
dla RPW

b)ZA




Dla 2D wystepuja trzy - fala uderzeniowa
==
rodziny charakterystyk - fal kontaktowa
- fala rozrzedzeniowa
a) t A
fala rozrzedzeniowa 52 nieciagtos¢ kontaktowa
2 S

fala uderzeniowa

U,
>
X
—»
o
v | .
x=0 X



LINIOWE ZAGADNIENIE RIEMANNA

= Koniecznos¢ iteracyjnego rozwigzania dokladnego zagadnienia
Riemanna wymaga znacznego czasu obliczen

» Podczas konstruowania schematow numerycznych MOS wykorzystuje
sie tzw. przyblizone (liniowe) rozwigzanie zagadnienia Riemanna

= Wodwczas rozwigzanie zagadnienia Riemanna pomiedzy stanami U, |
U, mozna osiggngc¢ poprzez dekompozycje przyrostu AU na liniowg
kombinacje prawych wektorow wiasnych rk macierzy A

m m
Uz, -U =AU :Zakrk lub U -U, =AU, :Zaik—llzrk
k=1 k=1

af - parametr petnigcy role pewnych wspotczynnikéw wektoréw wiasnych
ktére mogg by¢ wyrazone poprzez rozwigzanie ukfadu:

o =RAU



Rozwigzanie na sciance komorki:

B kK .k kK ok
Ui = Ui =D aryyof lub Uy, =Ui + D oyt

A>0 A<0

Wodwczas strumienie numeryczne mozna wyrazi¢ w nastepujgcy sposob:

F., =AU — Zm:aik_l/z (ﬂk )+ rt Fiap =AU, + ;aikﬂlz (lk )_ r'
k=1 =

Catkujgc ogolne réwnanie schematu metody objetosci skonczonych:

du. 1

dtl — AxX [Fi-1/2 - Fi+1/2]

oraz wykorzystujgc relacje na strumienie numeryczne otrzymujemy
algorytm fali propagujacej (ang. wave-propagation algorithm)

AX |3

n+ n At O B c *
U =u, __|:Z(215L1/2) AoV +Z(Z’|k—1/2) aikllzrik1/2:|
k=1




» Rozwigzanie skfada sie z m fal, z ktorych kazda moze propagowac z predkoscig
A¥ przyjmujgc znak dodatni (AX)* lub ujemny (1%)-

= Na srednig wartos¢ stanu U, w komorce majg wptyw fale wychodzgce z X, ,, |

poruszajace sie z predkoscig Ak zgodnie z kierunkiem osi x oraz fale
wychodzace z x.,,,, W kierunku przeciwnym.

a) t4
fala rozrzedzeniowa
A S
UM
U | U
; — e >
b) 2. : L x=0 : X
—Ah_\i :
L S
I
A 4 1




SCHEMAT NUMERYCZNY WYZSZEGO RZEDU

= \W celu uzyskania wiekszej doktadnosci, strumienie numeryczne poddaje sie
korekcie (ktora prowadzi do schematu Il rzedu wzgledem przestrzeni)

n+ n At| B C *
U™ =u, _A_|:Z(2’|El/2) aik+1/2rik+1/2+2(ﬂﬁk—1/2) aikllzrik1/2:|_
X[ k= k=1

ﬂ |:|Ei+1/2 o Fi—1/2 :|

AX

: _ 13 At
czton korekcyjny F.,= _Z‘,llk_l/z‘(l ——‘Zf,k_l,z‘jai‘il,zﬁk_yz%_yz
strumienia 213 AX

¢ - funkcja limitujgca

¢=1 - najwyzsza doktadnosc¢ Il rzedu w obszarach rozwigzania gtadkiego
(np. schemat Laxa-Wendroffa)

=0 - doktadnosc¢ | rzedu wprowadzenie maksymalnej dyfuzji numerycznej w
obszarach wystepowania nieciggtosci (np. schemat ,,up-wind”)

Funkcja limitujgca jest okreslana na podstawie struktury charakterystyk
poprzez poréwnanie poszczegoélnych fal w sgsiednich komaérkach
obliczeniowych (np. funkcja Van Leera, minmod)



Doktadnos¢ rozwigzania mozna takze zwiekszy¢ poprzez zastosowanie
odpowiedniego schematu catkowania w czasie

du. 1

dtl - AxX [Fi—1/2 - Fi+1/2]

Dwukrokowa metoda Rungego-Kutty (metoda Il rzedu):

U: = Uin _%[Fiil/z _ Fir-]l/2:|

U=y —%[Fﬁw ~Flae

Metoda jawna wymaga ograniczenia na dtugosc¢ kroku catkowania At ze
wzgledu na warunek stabilnosci schematu. Liczba Couranta musi spetniac
nastepujgcy warunek:

cr=At max(A4) <1
AX



DYSKRETYZACJA DWUWYMIAROWYCH ROWNAN PLYTKIEJ WODY

ouU GF 6G
ot 8x 8y
n+ n At n At n n
Ui, 1 U AX |:F| 42,5 Fi+1/2,j ] _A_y[Gi,j—llz _Gi,j+1/2:|
y A
Yis1r27 TGi’jwz
| .
E . W przypadku dwuwymiarowym
it ey Uy R objetos¢ skonczona stanowi
A pole powierzchni
y'—1/2-
| |Gi,j-1l2
—

Xy



DYSKRETYZACJA DWUWYMIAROWYCH ROWNAN PLYTKIEJ WODY

o oF 0G
+—+—=0
ot ox oy

n+1 n
Ui,j :Ui,j AxX i-12,j — Vi+12, Ay

Dekompozycja przestrzenna dwuwymiarowych réwnan

Uktad 2D rozdziela sie na dwa jednowymiarowe uktady
wzgledem kierunku x oraz y:

1)
ou® _ Y,
ot

@
ou® v
ot d

—E[Fn F. ]_E[G:j-llz_G:jﬂlz] v

»

Vit i

j-.

Y124

Fi—1/2,j

Fi+1/2,j

w przypadku dwuwymiarowym objetos¢
skonczona stanowi pole powierzchni

Xvy



INNE ZAGADNIENIA ZWIAZANE Z ROZWIAZANIEM ROWNAN
PLYTKIEJ WODY ZA POMOCA MOS

Dyskretyzacja cztonu wynikajgcego ze zmiennego spadku dna
Dyskretyzacja cztonu zwigzanego z oporami ruchu

Witasciwe uwzglednienie fali rozrzedzeniowej

Uwzglednienie warunkéw tzw. ,suchego dna”

Odpowiednie uwzglednienie warunkéw brzegowych na brzegu otwartym

Wptyw catkowania w czasie rdwnania rézniczkowego na doklfadnosé
rozwigzania



PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Model jednowymiarowy — problem , katastrofy zapory”

Warunek poczgtkowy H 4

h, =10m dla x<250 m
h(x,0)=< " 7'y

h,=2m dla x>250 m

H,
u(x,0)=0 m/s I H
R
h 4
x=0 X=250 X=500

Zaktada sie, ze w nieskonczenie krotkim czasie zostaje zniszczony fragment
zapory

Warunki brzegowe Parametry numeryczne

u(0, t)=0 m/s Ax=0.5m

h(500, t)=2 m At=0.015s




Poréwnanie wynikow obliczen numerycznych z rozwigzaniem
analitycznym Stokera

10
9 A rozwigzanie analityczne
8 H - - — - —— - — - - rozwigzanie numeryczne
Glebokosci dla 7 -
czasut=15s (n=0) = 6 1
E 5 ]
|
o 4 |
3 -
2 -
l -
0 T T T T T T T T T 1
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x [m]
6 -—
5 —
Predkosci dla 4 -
czasu t =15 s (n=0) £,
S
2 —
1 o rozwigzanie analityczne
e -~ rozwijzanie numeryczne
0 ! T T T T T T ™ T Nl
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x [m]



schemat | rzedu

schemat Il rzedu

h [m]

h [m]

rozwiazanie analityczne

rozwigzanie numeryczne
schemat typu upwind
(doktadnos$¢ I-go rzedu)

50

100 150 200 250
x [m]

300 350

rozwigzanie analityczne

rozwigzanie numeryczne
schemat Laxa-Wendroffa
(doktadnosc 1I-go rzedu)

400

50

100 150 200 250
x [m]

300 350

400



Model dwuwymiarowy — problem ,katastrofy zapory”

Obszar rozwigzania 200x200 m

A
y [m]
200
zbiornik gérny zbiornik doiny
170 e e A
|
— I uszkodzony
D=75 l/ fragment zapory
I
I
o LR P Y.l
zapora
brzeg za mkniety brzeg otwarty
x [m]
0 T
0 100 200

Warunek poczatkowy

h =10 m
h(x=100,y,0) =
h,=5m

a, (X,¥,0)=q, (x.y,0)=0

Warunki brzegowe
h(x=200,y,t>0)=h,=5 m
brzeg zamkniety q,=0

Parametry numeryczne
Ax=Ay=5m
At=0.1s




Uktad zwierciadta wody dla czasu t =7.2 s (n=0)
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=6 S

dita wody dla warunkoéw ,,suchego dna” po czasie t
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Model dwuwymiarowy — problem ,,przerwania watu przeciwpowodziowego”

4y [m]
500
[ —_]\_brzeg zamkniety warunek poczgtkowy
canal ) : kanat: przeptyw ustalony
dna eren Zalewowy _
h,=5.0m
d,= dyx 13 m?/s
270 - oeeee
I fragment teren zalewowy: ,suche dno”
|~ uszkodzonego watu hp =0,00001 m
| — N —
530w 0x=0,=0 m/s
wat
przeciwpowodziowy
Tq brzeg otwarty
0 x Iml parametry numeryczne
0 50 250 Ax=Ay=5 m

At=0.1s

spadek dna kanatu: s=0.0005
teren zalewowy: s=0.0



Uktad zwierciadta wody dlat =40 s

przerwanie watu (q,= 13 m2/s)

i

S
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Uktad zwierciadta wody dlat =40 s

przerwanie zapory (q, = O)
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Model dwuwymiarowy — problem ,,przerwania watu przeciwpowodziowego”

Poréwnanie wynikéw obliczen z danymi eksperymentalnymi

wykorzystano opublikowane dane uzyskane podczas eksperymentu przeprowadzonego
w laboratorium hydraulicznym Parma University we Wtoszech (Aureli i Mignosa, 2002)

=N =N

: : o
2 2 3 a
— P _ warunek poczatkow
Q=001m’s | i A | IB—D_:’,Dm kanat \ W x [m] P a y
0.30 == — 4
0.50 / A kanat. przeptyw ustalony
ruchoma $cianka = o = N brzeg zamknigty hp =0,0794 m
= 3 R . Q,=0.01 m¥s
obszar 0.08 _______I_:’_1: 13_4: P_?: X [m] | . He dno”
zalewowy ' P2I$']-P5ﬁ'} PSEE] ’ teren za ewowy: ,suche dno
016 Jomemat’ o 15y S7028G01 “A h, =0,00001 m
P3| P6, P9 up:O m/s
0.24 fommmmmm- O --0---0
brzeg ’ b=028m
otwarty
- v parametry numeryczne
| yiml Ax=Ay=0.02 m
v spadek dna kanatu: s=0.001 At=0.002 s

szorstkosc: n=0.01



Uktad zwierciadta wody dla czasu t=1 s
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Poréwnanie pomierzonych i obliczonych gtebokosci w wybranych punktach
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0.07

0.05 +

Poréwnanie pomierzonych i obliczonych gtebokosci w wybranych punktach
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