Rozwigzanie rownan Naviera-Stoksa

® Dwuwymiarowe rownania Naviera-Stoksa dla ptynu lepkiego
niescisliwego (bez sit masowych).
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® Podczas numerycznego rozwigzanie uktadu rownan NS dla ptynu
niescisliwego mozna wyrozni€ nastepujgce problemy:

» Rownania dynamiczne (w kierunku x oraz y) zawierajg nieliniowe
cztony adwekcyjne, ktore sg zrodtem komplikacji numerycznych.

* Trzy rownania uktadu sg sprzezone ze sobg poprzez dwie sktadowe
predkosci (u oraz v). Jednakze cisnienie nie wystepuje w rownaniu
zachowania masy. Tak wiec, nie ma bezposredniego sprzezenia
pomiedzy cisnieniem i predkoscia.

» Wobec tego jesli nie posiadamy doktadnej informacji na temat pola
cisnienia w rownaniu dynamicznym, to w rozwigzaniu bedg generowane
btedy, na skutek nie spetnienia rownania ciggtosci.

® \Wspomniane problemy (zwigzek cisnienie-predkosc oraz nieliniowosc¢
rownan) mozna wyeliminowac stosujgc odpowiednig metode numerycznego
rozwigzania jak np. metoda korekcji predkosci (metoda Chorina) czy metoda
sztucznej scisliwosci.



Metoda korekcji predkosci

Aproksymacja czasowa — za pomocg jawnego schematu Eulera

1 , .
=—Vv". V" —ZVp" WA row. dynamiczne

o,

At — krok czasowy
n, n+1 — indeks poziomu czasowego odpowiadajgcy czasowi t , t+ At

® Schemat jawny wymaga uzycia ograniczonego kroku czasowego At.
Wielkos¢ kroku wynika z kryterium stabilnosci schematu.

Warunek stabilnosci adwekcyjnej
(Courant-Fredrichs-Lewy (CFL))

Warunek stabilnosci dyfuzyjne;




Metoda korekcji predkosci jest realizowana poprzez zastosowanie algorytmu
Jpredyktor-korektor” w dwéch podstawowych krokach:

® W pierwszym kroku (krok predykcji) rozwigzywane jest uproszczone
rownanie dynamiczne bez cztonu cisnieniowego:

SEVARAARRV VAT e KRS +At(-v“ V" +vV2v“)

gdzie: v* - aktualna wartos¢ predkosci

® \W drugim kroku wykonywana jest korekta predkosci poprzez rozwigzanie
rownania uwzgledniajgcego tylko wptyw cisnienia:
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gdzie: v"*! koncowa wartos¢ predkosci w czasie t+At



® \WVartos¢ cisnienia jest wyznaczona poprzez rozwigzanie rownania
Poissona:

Vpn+1 pvv

At

® \\Vyprowadzenie rownania Poissona

dywergencja rownania

rownania Poissona rownanie ciagtosci




Dyskretyzacja | aproksymacja przestrzenna (przypadek 2D)

® Cztony adwekcyjne oraz dyfuzyjne w réwnaniach dynamicznych
aproksymowane sg za pomocg schematu réoznic skonczonych na
tzw. ,siatce przestawnej” (staggered-grid)

® wartosSc cisSnienia p

® wartosc predkosci u
© wartos¢ predkosci v




Aproksymacja rownania dynamicznego — sktadowa predkosci u




Schemat ,siatki przestrzennej” oraz dyskretyzacja zastosowana w
rownaniu dynamicznym dla sktadowej predkosci u (kierunek x)




Aproksymacja rownania dynamicznego — sktadowa predkosci v

uS = 0.25(Ui,j_1 + ui,j + ui+1,j—1 + ui+l,j )




Schemat ,siatki przestrzennej” oraz dyskretyzacja zastosowana w
rownaniu dynamicznym dla sktadowej predkosci v (kierunek y)



Rozwiagzanie rownania Poissona

VZ pn+1 — __VV*

At

w obszarze prostokatnym o wymiarach L, x L, z warunkiem brzegowym
typu Dirichleta (zadana funkcja p(x, y) na brzegu obszaru).

® Aproksymacja pochodnych:
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® Po podstawieniu do réwnania i zatozeniu AX=Ay=A otrzymujemy:

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

P — 2P + P . Piia—2P +Pija _
2 2
A A

® Po pomnozeniu przez A? otrzymujemy:

n+1 n+1 n+1 n+1

pi—l,j + pi+1,j + pi,j—l + pi,j+1 _AfpirjjTl — Fi,jAz

® Powyzsze rownanie jest rownaniem aproksymujgcym rownanie Poissona
w typowym wezle majgcym petne czteropunktowe otoczenie.

Rownanie takie mozna napisac dla kazdego wezta wewnetrznego, w
rezultacie powstaje uktad rownan o wymiarze (N — 2) x (M — 2), w ktorym
liczba niewiadomych wartosci funkcji p rowna jest liczbie rownan.



® Przykiad konstrukcji uktadu rownan

Obszar rozwigzania zawiera N = 5 wierszy i M = 6 kolumn.
Odlegtosci miedzy weztami sg rowne Ax = Ay = A.

W weztach lezacych na brzegu i oznaczonych numerami z indeksem
,prim” zadane sg wartosci funkgcji p.

Przyjety system numeracji weztow




® Dla kazdego wezta wewnetrznego piszemy rownanie aproksymujgce.
W rezultacie otrzymujemy uktad 12 rownan zawierajgcych 12
niewiadomych. Ukfad ten zapisany w notacji macierzowej ma postac:

Ap=W
gdzie: A — macierz wspotczynnikow uktadu,

p — wektor niewiadomych (weztowe wartosci funkcji p),
W — wektor wyrazow wolnych.
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® Cechy uktadu rownan:
- macierz ukfadu jest stata,
- macierz ukfadu jest rzadka,
- macierz ukfadu jest pasmowa.

® Uklad moze miec€ duzy rozmiar wiec do jego rozwigzania zwykle
stosuje sie metody iteracyjne.

Najprostszy proces iteracyjny, tzw. metoda Jacobiego, ma postac:
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gdzie: K = (N-2)x(M-2) — wymiar uktadu rownan,
m — indeks iteracii,
a,, — element macierzy wspotczynnikow A,
p, — element wektora niewiadomych p,
w, — element wektora prawych stron W,



e \Wyznaczenie wartosci predkosci u™ i v', a nastepnie wartosci ciSnienia p
poprzez rozwigzanie rownania Poissona pozwala na korekte wartosci
predkosci wedtug relacji:

. At n+1
un+1 —u == ap

® Podczas rozwigzania rownan Naviera-Stoksa metodg korekcji predkosci
rozwigzanie rownania Poissona stanowi najwieksze obcigzenie
pracy komputera.



Przyktad rozwigzania

Dwuwymiarowy laminarny przeptyw ptynu niescisliwego w kawernie

(,Lid-driven cavity flow problem”)

Geometria obszaru oraz zadane warunki brzegowe

Dane:
N=M=100
AX = Ay=0.01 m
At=0.002 s
v =0.01 m?/s

Liczba Reynoldsa:
LU
1%

Re = ﬂ =100
0.01
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Rozktad pola predkosci



Sktadowa predkosci U ( w kierunku x)
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Sktadowa predkosci V ( w kierunku y)



