DYNAMIKA PLYNOW

Fizyczne wlasnosci pltynow

® Ptyn jest charakteryzowany jako substancja, ktéra moze podtrzymywac
| przenosi¢ naprezenia scinajgce podczas ruchu (przeptywu).
Natomiast, nie moze przenosi¢ naprezen scinajgcych kiedy pozostaje
w spoczynku (w przeciwienstwie do np. ciat statych).

® Plyny (ciecze oraz gazy) sktadajg sie z molekut w stanie chaotycznego
ruchu (np. 1 mms3 powietrza w temp. 15° C oraz cisnieniu 100 kPa
zawiera ok. 3x101% molekut).

® Zalozenie, ze wtasnosci ptynow takie jak predkosc, cisnienie, itd.
zmieniajg sie w sposob ciggty w czasie i przestrzeni (hipoteza
continuum) pozwala wyprowadziC rownania opisujgce ruch ptynow.



® Stan termodynamiczny ptynu jest jednoznacznie definiowany przez dwie
niezalezne wielkosci termodynamiczne (np. dla powietrza odpowiednie
bedg temperatura i ciSnienie lub energia wewnetrzna i gestosc).

® W przypadku powietrza w warunkach normalnego cisnienia i temperatury

zwigzek podstawowych wielkosci termodynamicznych mozna wyrazic
za pomocg rownania stanu gazu doskonatego

p:p.R.T

p — cisnienie [kPa]

p — gestos¢ [kg/m3]

T —temperatura bezwzgledna [K]

R — stata gazowa powietrza, R= 0.287 [kJ/(K-kg)]



® \W przypadku wody pozostajgcej w spoczynku, sita wynikajgca z gradientu
cisSnienia dziatajgca na matg objetosc ptynu jest rownowazona przez site
wynikajgca z grawitacji, zwigzek w postaci rownania hydrostatyki
8_p +p-g=0 Z — zmienna przestrzenna w kierunku
0z pionowym [m]
g - przyspieszenie ziemskie [m/s?]

Rys. Hydrostatyczny rozktad cisnienia



® /miany temperatury ptynu mogg by¢ spowodowane:
- transportem ciepta jesli ptyn jest w kontakcie z ciatem o innej temp.
- kompresjg ptynu (np. bardzo duza predkosc przeptywu)
- wydzielaniem lub pobieraniem utajonego ciepta podczas przemian
fazowych (kondensacji, parowania, wrzenia, itd.)

Punkt potrojny

stan w ktérym substancja
wystepuje jednoczesnie w
trzech stanach skupienia
PARA

, WODNA

O\ e Punkt potrojny dla wody:
i \POTROJNY _temp. 0.01°C

- cisnienie 6.117 hPa

Rys. Wykres rownowagi faz dla wody



® Podczas przeptywu sity tarcia wewnetrznego powodujg powstawanie
oporow ruchu przeciwko przemieszczeniom pod wptywem dziatania
sit zewnetrznych.

® Elementy ptynu poruszajg sie z roznymi predkosciami wymieniajgc sie
wzajemnie iloscig ruchu, w konsekwencji powstajg naprezenia styczne
(scinajgce) t.

® \W przypadku ptynu bedgcego w ruchu, jego zdolnosc¢ do przenoszenia
naprezen stycznych implikuje wtasnosc¢ lepkos¢é dynamiczna.



® Na podstawie badan empirycznych stwierdzono, ze naprezenia styczne
sg wprost proporcjonalne do gradientu predkosci — hipoteza Newtona.
Ptyny, ktore spetniajg takg relacje nazywamy ptynami newtonowskimi.

_au

T — naprezenia [N/m?]

u — predkosc¢ [m/s]

u - dynamiczny wspotczynnik
lepkosci [kg/(ms)]

® Ptyny, ktore nie spetniajg powyzszej relacji to ptyny nienewtonowskie
(przedmiot zainteresowania reologii).



Symulacja przeptywu ptynow z roznymi wspotczynnikami lepkosci p

Uy < Ho

(zrodto: Wikimedia Commons)



® [ epkosc gazow, np. powietrza, jest w przyblizeniu funkcjg tylko temperatury,
(dla standardowych warunkéw T i p), dynamiczny wspotczynnik lepkosci
powietrza rosnie wraz ze wzrostem temperatury:

u=2.791.10-".T07

T —temperatura absolutna [K]

Tab. Wlasnosci powietrza atmosferycznego

Temp.

T
[K]

Gestosc¢

p
[kg/m?]

Lepkos¢
dynam.
uXx10°
[kg/ms]

Lepkos¢
kinemat.
v x 10°
[m?/s]

Przewod.
cieplna
K
[W/mK]

y=£
o,

v — kinematyczny
wsp. lepkosci
[m?/s]



® [epkosc cieczy jak np. wody stabo zalezy od cisnienia natomiast silnie od
temperatury:

1.79-103

“:m T —temperatura [K]

Tab. Wiasnosci wody

0.01
4

40
100
200

999.87
1000.00
992.25
958.08
862.10

178.94
157.25
66.30
27.25
10.82

Temp. | Gestos¢ | Lepkosc¢ | Lepkosc¢ | Przewod.
dynam. | kinemat. | cieplna
T p p x10° v X 10° K
[°C] [kg/m3] | [kg/ms] [m?2/s] [W/mK]




® [ epkosc¢ wody, w przeciwienstwie do lepkosci powietrza, bardzo szybko
maleje wraz ze wzrostem temperatury

40

temperaturat [°C]

Rys. Zmiany dynamicznego wspotczynnika lepkos¢ wody
wraz ze zmiang temperatury



® \Noda osigga maksymalng gestosc¢ w temperaturze ok. 4°C
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temperatura T [°C]

Rys. Zmiana gestosci wody wraz ze zmiang jej temperatury



® W przypadku zagadnien przeptywu z uwzglednieniem zmian
temperatury tempo transportu ciepta jest wprost proporcjonalne
do gradientu temperatury — prawo Fouriera.

il

4= 0z

g — strumien ciepta [W/m?]

Kk — wspotczynnik przewodnosci
cieplnej [W/mK]

T — temperatura [K]

® Przewodnosc cieplna gazow rosnie wraz ze wzrostem temperatury.
W przypadku ptynow jak woda przewodnosc cieplna niewiele rosnie wraz
ze wzrostem temperatury w zakresie 0° -100°C i przy cisnieniu 1 atm.



ROWNANIA PRZEPLYWU PLYNOW

® Rownania opisujgce dynamike ptynow wynikajg z praw zachowania:
- masy

- pedu
- enerqii

® Prawa zachowania majg charakter bilansowy - wyrazajg tempo zmian
wielkosci fizycznej wywotanych przez wypadkowy strumien adwekcyjny,
dyfuzyjny oraz przemiany substancji (intensywnos¢ wytwarzania lub
zuzywania substanciji)

Zmiana wielkosci w czasie = wypadkowy strumien adwekcyjny +
wypadkowy strumien dyfuzyjny + suma funkcji zrédtowych



ROWNANIE ZACHOWANIA MASY

Zmiana w czasie masy zawarte] w objetosci kontrolnej V odpowiada
strumieniowi masy przez powierzchnie S tej objetosci kontrolnej

masa nie jest
generowana lub

d
EdeV+_£pv-ndS:O

| | rozktadana
Zzmiana masy  strumien masy
W czasie przez

powierzchnie

p — gestosc
v — wektor predkosci
n — jednostkowy wektor normalny do elementu powierzchni



Stosujgc twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego, catke powierzchniowg
mozna zastgpi¢ catkg objetosciowg, wowczas otrzymujemy:

Rownanie catkowe jest wazne dla dowolnej wielkosci objetosci V, wobec
tego mozna zapisac¢ nastepujgce réwnanie zachowania masy:

1(%jmiw:o
Dt

o,

V — operator nabla, V=grad
grad — gradient

div — dywergencja

D/Dt — pochodna substancjalna




Rownanie zachowania masy (rébwnanie ciggtosci)

lub l(%jmiw =0
o\ Dt

® Plyn niescisliwy (gdy gestos¢ jest stata, p=const)

Pomimo, ze w réwnaniu zachowania masy dla ptynu niescisliwego nie
wystepuje pochodna czasowa, to rownanie obowigzuje zarowno w
przypadku ruchu ustalonego jak i nieustalonego!

® Plyn scisliwy




OPERATORY ROZNICZKOWE
(uktad kartezjanski)

® Nabla Vv

l, ], K —wektory jednostkowe
grad — gradient

® Gradient wielkosci skalarnej jest wektorem:

lub lub A4




® Gradient wielkosci wektorowej jest tensorem:




® Pochodna substancjalna (pochodna materialna) — tempo zmiany
wielkosci fizycznej w uktadzie zwigzanym z poruszajgcym sie ptynem

D 0o 0 0 0

SOEIOEE Dt ot ox oy ez
substancjalna
(materialna) |
pochodna ppchodna
lokalna kierunkowa

(adwekcyjna, konwekcyjna)

Pochodna lokalna - czasowa zmiana w ustalonej lokalizacji

Pochodna kierunkowa - zmiana przestrzenna wywotana adwekcjg
(wynikajgca z poruszajgcego sie ptynu)



pochodna
substancjalna
WEICHENE)

Przykiad

pochodna
lokalna
temperatury T

o
ot

pochodna
lokalna

pochodna
kierunkowa (adwekcyjna)

pochodna
substancjalna
temperatury T

o
Dt




ROWNANIE ZACHOWANIA PEDU (ROW. DYNAMICZNE)

Zmiana w czasie pedu w objetosci kontrolnej V rowna jest sumie
sit dziatajgcych na tg objetosc¢

p — gestosc
v — wektor predkosci
F — wektor sity

cmiana Dv/Dt — przyspieszenie, pochodna
pedu sit . -
substancjalna predkosci

—=—+V-VV
Masa X Przyspieszenie =Sila Dt ot

Il prawo Newtona




Rownanie zachowania pedu — ptyn nielepki

j o— dV j ofdV — jpnds

p — cisSnienie
Y Y i f— we.ktor’ s.i’ry |
>miana sity sity objetosciowe]
peduw opjetosciowe powierzchniowe

cZasle

® Sita powierzchniowa — dziatajgca na powierzchnie objetosci kontrolnej,
- sita ta zalezy od tego czy uwzgledniona jest lepkosc¢ ptynu,
- w przypadku zatozenia ptynu nielepkiego, sita powierzchniowa wynika
tylko z cisnienia, ktore dziata w kierunku normalnym do powierzchni.

® Sita objetosciowa (masowa) — np. sita wynikajgca z sity grawitacji,
sita Coriolisa.



Zastosowanie twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego prowadzi do rownania:

|

Vv

Dv
——pf+Vp |dV =0
{P Dt P p}

Rownanie catkowe jest wazne dla dowolnej wielkosci V, wobec tego
rownanie pedu mozna zapisac¢ w formie rozniczkowej wektoroweyj:

Powyzsze réwnanie zwane jest rownaniem Eulera.



® Réwnanie Eulera opisuje ptyn nielepki i ma zastosowanie zaréwno
do ptynu scisliwego jak i niescisliwego

W uktadzie kartezjanskim gdy sitg masowgq jest sita grawitacji otrzymujemy:

kierunek x

kierunek y

kierunek z

g — przyspieszenie ziemskie



Rownanie zachowania pedu — ptyn lepki

e W przypadku zatozenia ptynu lepkiego, sity powierzchniowe muszg byc¢
wyrazone za pomocg tensora naprezen, ktory uwzglednia naprezenia
we wszystkich kierunkach (nie tylko w kierunku normalnym).

Rownania w uktadzie kartezjanskim Rownanie w formie wektorowej

Dv

—=pf+V-0o
'ODt P

f, fy, f, — sktadowe sity
objetosciowej f
o — tensor naprezen
Tyx 1 Tyx » --- — Skiadowe
tensora naprezen ,lepkich”




® Tensor naprezen

naprezenia normalne

Tensor naprezen jest symetryczny

naprezenia
styczne

Konwencja:
- pierwszy indeks wskazuje kierunek orientacji powierzchni
(np. x wskazuje element powierzchni prostopadtej do osi x uktadu)
- drugi indeks wskazuje kierunek dziatania danego komponentu naprezenia



® Tensor naprezen mozna rozdzieli¢c na dwie czesci:

- tensor naprezen wywotanych cisnieniem hydrostatycznym - powoduje
tylko zmiane objetosci ciata,

- tensor naprezen ,,lepkich” T — wywotuje deformacje ciata.

cisnienie tensor naprezen
hydrostatyczne »lepkich”
lub
p — ciSnienie

c=—pl+1 | — macierz jednostkowa

T — tensor naprezen ,lepkich”



e W przypadku ptynu pozostajgcego w spoczynku

naprezenia ,lepkie” nie majg znaczenia, w konsekwencji wystepuje
tylko cisnienie hydrostatyczne (naprezenia normaine):




® Rownania wymagajg wprowadzenia zwigzku pomiedzy sktadowymi
tensora naprezen t, a sktadowymi predkosci u, v, w.

® Dila Scisliwego ptynu Newtona odpowiednie relacje wyprowadzit Stokes

Hipoteza Stokesa




Roéwnania Naviera-Stokesa dla modelu ptynu scisliwego lepkiego

® W uktadzie kartezjanskim




Zapis wskaznikowy




Model ptynu niescisliwego lepkiego

® Dla ptynu niescisliwego gestosc jest stata, co prowadzi do rownania ciggtosci:

ou oV ow
+—+—=

—+—+—=0 e S\ —
x "oy

w konsekwencji ogolne rownania Naviera-Stokesa mozna uproscic




Forma koncowa réwnan dla ptynu niescisliwego lepkiego

® w zapisie wektorowym

Dv
—=pf —Vp+u-Av
P =P P+u




Komplet rownan dla plynu niescisliwego lepkiego

® Roéwnanie zachowania masy

® Roéwnanie zachowania pedu

Dv

—— = pf —Vp+pu-Av
poy =PIVt

® Dwa rownania wektorowe (rownanie zachowania masy oraz pedu)
tworzg uktad czterech rownan rozniczkowych z pochodnymi
czastkowymi

® Rownania nieliniowe drugiego rzedu wzgledem czterech niewiadomych:
cisnienie p oraz trzy sktadowe wektora predkosci u, v, w.



Forma zachowawcza oraz forma niezachowawcza rownan NS
Rozpatrzmy rédwnanie NS zapisane w kierunku Xx:

Forma niezachowawcza

L9 (@_lu_
0z - 0Z OX

0
) (@_M_)
0z - 0Z OX




Rozpiszmy lewg strone rownania w formie zachowawczej

0(p-u) 8(/) U- u)+8(p-u-v)+8( U-

o(p-u) a(puu) o(p-u-v) o(p-u-

+ +

ot OX

Rownanie ciggtosci




Ostatecznie otrzymujemy zwigzek pomiedzy obiema formami zapisu

0(p-u) o(p-u-u) d(p-uv) d(p-u-w)

=L
ot

Zastosowanie analogicznego przeksztatcenia do pozostatych rownan
prowadzi do rownan NS zapisanych w formie zachowawczej:

Forma zachowawcza rownan prowadzi do lepszego spetnienia
podstawowych zasad zachowania podczas ich numerycznego rozwigzania



ROWNANIE ZACHOWANIA ENERGII

e RO&wnanie energii jest wyprowadzane w oparciu 0 pierwsze prawo
termodynamiki

Zmiana energii systemu rowna jest sumie pracy oraz ciepta
dodanego do systemu

W — praca wykonana przez sity
powierzchniowe
Q — strumien energii wywotany
|| | przewodzeniem ciepfa
ANIEE! suma , . ..
energii pracy i ciepta E — catkowita energia odniesiona
do jednostki objetosci

| — wewnetrzna (termalna) energia
1/2(u? +v?2 +w?) - energia kinetyczna




Praca wykonana przez sity powierzchniowe

) o(ur,)  o(ur,)

_I_

Strumien energii wywotany przewodzeniem ciepta

Strumien przewodzonego ciepta opisany jest prawem Fouriera:

oT
_ k<
4 0z

Wobec tego strumien ciepta dodany do uktadu mozna zapisac jako:

—divg = div(kgradT ) k — wsp. przewodzenia ciepta



Réwnanie zachowania energii catkowitej

+div(kgradT )

1 D(u2+v2+wz)

— =V-gradp+u aTXX+
5 Dt 5

+V£8ryx é%yy nyz

+ +
OX oy 0z




Réwnanie zachowania energii wewnetrznej

pzz—pdiw+div(kgradT)+r a—u+r a—u+r u

Dt ox Yoy Yoz

oV oV oV oW oW oW
FTpy — Ty —+ Ty —F T —+ Ty — + T,y —
“ox Yoy Yoz ox 7oy 0z

o[oVd[-HE | = —CT c — ciepto wiasciwe

Rownanie zachowania temperatury (ptyn niescisliwy)

,ocE =div(kgradT )+, 6—u+r " 8_u+TXZ o
Dt " OX oy 0z

oV oV oV oW oW oW
Ty — Ty — T —t Oy —+ 0 —+ T, —
“ox Yoy oz ox Yoy 0z




Réwnanie zachowania temperatury (model Newtona)

,ocE =div(kgradT )+2u (a—

Dt

ou Ow
- _|_ -
0Z OX

Rdéwnania stanu

® Model przeptywu w 3 wymiarach jest opisany przez uktad 5 rownan
rozniczkowych: row. masy, 3 row. dynamiczne (X, Yy, z,) oraz row. energii.

® Liczba 6 nieznanych parametrow: p, p, u, v, w ,T wymaga
wprowadzenia dodatkowego réwnania, tzw. réwnania stanu (p=f(p,T)):

: = pRT
(np. row. gazu doskonatego) R — stata gazowa



