Formutowanie problemu rozwigzania rownan
rozniczkowych o pochodnych czastkowych

® Rownania wynikajgce z zasad zachowania sg podobne mimo, ze
opisujg rozne procesy fizyczne

® \Wszystkie przypadki nieustalonego przeptywu ptynu oraz przeptywu
ustalonego w przestrzeni co najmniej 2 wymiarowej opisujg rownania
rozniczkowe o pochodnych czastkowych

® Rozwigzaniem rownania rozniczkowego czgstkowego jest funkcja,

ktora jednoczesnie spetnia:
e rownanie w obszarze rozwigzania,
« dodatkowe warunki na granicach tego obszaru, narzucone na

rozwigzanie.

® Dodatkowe warunki nazywa sie zwykle warunkami granicznymi.



® \Warunki graniczne mogg sktadac sie z warunkéw poczatkowych i
brzegowych, badz tylko poczatkowych lub brzegowych.

obszar rozwigzania

Rys. Obszar rozwigzania rownania1D: 0 <x <L orazt >0



Poprawne sformutowanie problemu rozwigzania réwnania
rozniczkowego czastkowego

Rownanie problemu i dodatkowe warunki rozwigzania, czyli warunki
graniczne, sg dobrze postawione matematycznie, jesli zapewniaja:

- Istnienie rozwigzania
- jednoznacznos¢ rozwigzania
- ciggta zaleznos¢ rozwigzania od dodatkowych warunkow

Istnienie rozwigzania
® Dowdd istnienia rozwigzania jest wyzwaniem raczej dla matematykow
niz inzynierow.

® \W wypadku zagadnien technicznych zwykle nie zajmujemy sie kwestig
IStnienia rozwigzania zaktadajgc, ze rownania wynikajgce z podstawowych
zasad zachowania zawsze majg rozwigzania.

® Do tej pory nie ma dowodu na istnienie rozwigzania réwnan
Naviera — Stokesa.



Jednoznacznos¢ rozwigzania

® Warunek jest scisle zwigzany z typem rozwigzywanego rownania.

® Przyczyng niejednoznacznosci rozwigzania jest zwykle niespetnienie
warunku witasciwego dopasowania warunkow (granicznych) do typu

rozwigzywanego rownania.

® Ogolnie uznaje sie, ze:
* Niedookreslenie warunkow brzegowych prowadzi do rozwigzan
niejednoznacznych

» Nadokreslenie warunkow brzegowych prowadzi do rozwigzan
niefizycznych

o Podstawg wlasciwego doboru warunkéw dodatkowych jest
znajomos¢ typu rozwigzywanego rownania lub uktadu rownan.

® Dla poszczegolnych typow réwnan sposob poprawnego formutowania
warunkow dodatkowych jest dobrze znany.



Klasyfikacja rownan rézniczkowych o pochodnych
czastkowych w przypadku réwnania Il rzedu o dwoch
zmiennych niezaleznych

Rownanie rézniczkowe czgstkowe Il rzedu o dwoch zmiennych
niezaleznych mozna napisac¢ w nastepujgcej ogolnej postaci:

2
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u=u(x,y) — szukana funkcja,

F(x,y ) — funkcja zrodtowa,

X, Y —zmienne niezalezne,

a, b, c, ..., f —wspodtczynniki rownania

Uwaga:
O typie rownania decydujg wspotczynniki przy pochodnych Il rzedu



Z powyzszym rownaniem zwigzany jest tzw. wyréznik

Znak wyrdznika A okresla typ rownania. | tak, rownanie jest:
—typu eliptycznego, jezeli A <0

— typu parabolicznego, jezeli A =0

— typu hiperbolicznego, jezeli A > 0

® Rownania hiperboliczne opisuja zjawiska falowe

® Réwnania paraboliczne opisujg dysypacyjne procesy
zmienne w czasie

® Réwnania eliptyczne opisujg procesy ustalone i sg
charakterystyczne dla zagadnien rownowagi



Korzystajgc z powyzszego sposobu klasyfikacji okresimy typ

Roéwnania dyfuzji

Wyrdoznik A przyjmie nastepujgcg wartosc:

A=b’*—-4a-c=0-4-¢-0=0

Whiosek: Réwnanie dyfuzji jest typu parabolicznego



Réwnanie Laplace’a: Réwnanie Poissona

o’f o°f

o oy* =9

Rownania majg nastepujgce wspotczynniki przy pochodnych ll-go rzedu:

b=0, c¢=1

Wyrdéznik A bedzie wiec rowny:

A=b’*-4a.-c=0-4-1-1<0

Rownania Laplace’a i Poissona sg typu eliptycznego



Rownanie falowe

Wyrdznik A przyjmie nastepujgcg wartosc:

A=b*-4a-c=0+4-1-.u°>0

Rownanie falowe jest typu hiperbolicznego



Rownanie adwekciji

C - predkosc¢ adwekcji

Rownanie adwekcji jest rownaniem [-go rzedu a wiec przedstawionej
metody klasyfikacji nie mozna zastosowac.

Klasyfikacja za pomocg tzw. charakterystyk okresla rownanie adwekcji
jako réwnanie typu hiperbolicznego.

W zagadnieniach dynamiki ptynéw (np. podczas rozwigzania rownan
Naviera-Stoksa) wystepujg wszystkie typy rownan: rownania typu
hiperbolicznego, parabolicznego i eliptycznego, czyli rownania adwekcji,
adwekcji-dyfuzji, adwekcji-dyfuzji-reakcji, Laplace’a oraz Poissona



® Rownania typu hiperbolicznego oraz parabolicznego — zagadnienia
poczatkowo-brzegowe

® Rownania typu eliptycznego — zagadnienia brzegowe

Uwagi:

1. Rownanie rézniczkowe czgstkowe moze zmieniac typ w obszarze
rozwigzania, moze takze zmieniac typ w roznych czesciach obszaru
rozwigzania.

2. Jesli wspotczynniki rownania a, b, c, ... sg funkcjami x, vy, f,
of/ox, of/oy to podana metoda klasyfikacji moze by¢ stosowana
tylko lokalnie.

3. Uproszczenie rownania moze zmienic jego typ.



Warunki graniczne dla rownania parabolicznego

warunek warunek
brzegowy obszar rozwigzania brzegowy
ﬁl

poczatkowy

Rys. Obszar rozwigzania rownania dyfuzji: 0 <x <L orazt =0

Warunki graniczne dla rownania parabolicznego:
e warunek poczatkowy w postaci zadanej funkcji C na granicy
t=0: f(x,t)=f,(x)dla0<x<L;



® warunki brzegowe w postaci zadanej funkcji f lub je] pochodnej
w punktach brzegowych obszaru x = 0 oraz x = L czyli

f(x=0,t)=f,(t) eEERYY

oraz

f(x=Lt)=f (1) CEEELL

lub

of

| =0 (t
x| MOl diat>0

Powyzsze warunki definiujg tzw. zagadnienie poczatkowo — brzegowe
dla réwnania rozniczkowego czgstkowego typu parabolicznego.



Warunki graniczne dla rownania eliptycznego

® Jednoznacznosc¢ rozwigzania rownanie Laplace’a wymaga, aby
poszukiwana funkcja spetniata w obszarze rozwigzania to rownanie
oraz zadane warunki na brzegu obszaru. Nie mowi sie tutaj nic o
warunku poczgtkowym (w réwnaniu Laplace’a nie wystepuje czas).

® Zagadnienie rozwigzania rownania rozniczkowego czgstkowego typu
eliptycznego jest tzw. zagadnieniem brzegowym.

® \Wyrdznia sie trzy zasadnicze rodzaje zagadnienia brzegowego:
a) zagadnienie brzegowe | rodzaju,
b) zagadnienie brzegowe Il rodzaju,
c) zagadnienie brzegowe Ill rodzaju.



Rys. Warunki brzegowe dla réwnania eliptycznego (np. Laplace’a)




Ad a)
Na brzegu B obszaru C dana jest funkcja ¢(X, ).
Nalezy znalezcC funkcje h(x, y ) spetniajgcg we wnetrzu obszaru C

rownanie Laplace’a i przyjmujgcg na brzegu B dane wartosci ¢(X, ),
czylih(x,y)=p (X, y)dlax,y € B

Ad b)

Na brzegu B obszaru C dana jest funkcja ¢,(X, y).

Nalezy znalezcC funkcje h(Xx, y) spetniajgcg we wnetrzu obszaru
rownanie Laplace’a, takg ze jej pochodna w kierunku normalnym
zewnetrznym do brzegu B w kazdym jego punkcie przyjmuje wartosc
@, czyli




Ad c)

Na czesci brzegu B zadany jest warunek pierwszego rodzaju (tj. funkcja),

a na pozostatej czesci brzegu zadany jest warunek drugiego rodzaju
(tzn. pochodna).

Zadane na brzegach warunki okresla sie jako:

« warunki Dirichleta, gdy zadana jest funkcja

« warunki Neumanna, gdy zadana jest pochodna normalna do
brzegu

« warunki mieszane, gdy na czesci brzegu zadany jest warunek
Dirichleta, a na czesci — warunek Neumanna



Warunki graniczne dla rownania hiperbolicznego

Zasada:

na kazdej granicy obszaru catkowania rownania hiperbolicznego
nalezy zadac tyle warunkow dodatkowych (w tym wypadku
poczatkowych i brzegowych), ile charakterystyk wchodzi przez

dang granice do obszaru rozwigzania

Rownanie charakterystyczne — rownanie rézniczkowe zwyczajne na
ptaszczyznie x-t zdefiniowane ogolnym rownaniem:

dx_C

o

C - predkosc¢ rozchodzenia sie zaburzenia



Przyktad 1: Liniowe rownanie falowe

ma dwie charakterystyki:
dx/dt=1, dx/dt=-1

Zgodnie z przedstawiong zasadg nalezy zadac:

e dwa warunki na granicyt=20

e po jednym warunku na granicachx =0orazx =1



Przykitad 2. Réwnanie adwekc;ji

ma jedng charakterystyke: dt/dx=1/U.

Przy U=const. jest to linia prosta, w przypadku ogolnym charakterystyka
moze byc¢ krzywa.

Rys. Uklady charakterystyk rownania adwekcji 1D przy réznych
kierunkach przepiywu



Z uktadu charakterystyk dla rownania adwekcji wynika, ze nalezy
zadawac warunek poczatkowy oraz warunek brzegowy tylko na tym
brzegu przez ktéry nastepuje doptyw — na brzegu odptywowym nie
zadaje sie zadnego warunku.

warunek
brzegowy

Warunki poczagtkowo - brzegowe dla rownania adwekcji jezeli U > 0
— f(x,t=0)=f,(x) dla Osx=sL
- f(x=0,)=f;,(t)dla t=0



warunek
brzegowy

Warunki poczgtkowo - brzegowe dla rownania adwekcji gdy U < O:

- f(x,t=0)=f,(x) dla Osx=sL

— f(x=L,t)=f ()dla t=0



Przyktad 3: Uktad rownan de Saint Venanta

oH , o(U-H) _
ot OX

0,

oU ouU oH
—4+U—+9g-—+9(s—-5)=0
ot OX : OX o )

Zmienne niezalezne: potozenie X iczast
Zmienne zalezne: predkosc przeptywu U(X, t) i gtebokosc¢ H(x, t ),

Oznaczenia:
- przyspieszenie ziemskie: g
- rzedna dna kanatu: z
- spadek dna: s
- spadek linii energii: S



® Obszar rozwigzania rownan:

0<x<L, t=20 gdzie: L - dtugosé odcinka kanatu

® Uktad ma 2 charakterystyki rzeczywiste zdefiniowane réwnaniami:

® Uktad charakterystyk zalezy od rodzaju przeptywu w kanale
(przeptyw spokojny czy rwagcy)

- kryterium podziatu ruchu wody pod wzgledem energetycznym
jest liczba Froude’a zdefiniowana nastepujgca:










® \Warunki poczatkowo-brzegowe
= Warunki poczagtkowe

Dla t = 0 w obu przypadkach nalezy zadac 2 informacije:

= Warunki brzegowe

Zasada:
Rozwigzujgc rownanie typu hiperbolicznego na kazdej granicy
obszaru rozwigzania nalezy zadac tyle warunkow, ile charakterystyk

wchodzi z niej do obszaru rozwigzania



Przeptyw spokojny

Fr<1, U<,/gH

— dlax=0

nalezy zadac 1 informacje:

Gl Q(0,1)=Q,(t) (t=0)
z\[ ool h(0,t)=hy(t) (t>0)

— dlax=L
nalezy zadac 1 informacje:

C\[oll Q(L,t)=Q, (t) (t=0)
CI[oTol h(L,t)=h,(t) (t>0)

* Przeptyw rwacy

Fr>1 U>,/gH

— dlax=0
nalezy zadac 2 informacje:

QO.)=Qy(t) (t=0)

Ooraz

— dlax=L
nie zadaje sie zadnej

Informacji



Podstawowe procesy przenoszenia masy | energii

- adwekcja:
@, =U - f f — transportowana wielkosc,
@, - catkowity strumien adwekcyjny,
t KOS ,{
_ @y U — predkosc przeptywu,

@, — catkowity strumien dyfuzyjny,
D — wspotczynnik dyfuzji.

Rownanie adwekcji-dyfuzji-reakc;i

Rownanie adwekcji-dyfuzji opisuje szerokg game roznych procesow
fizycznych jak przeptyw wody w gruncie nienasyconym, dyfuzje domieszek
rozpuszczonych w wodzie, przeptyw ciepta w precie (rownanie dyfuzji) itd.



Rownanie adwekcji-dyfuzji

Brak procesow przemian chemicznych:
0=0

Brak procesow transportu dyfuzyjnego:
D=0

Brak procesow transportu adwekcyjnego:
C=0




Rozwigzanie rownania czystej adwekcji:

Zatozenie: C=0.5 m/s = const.

x=1000 m

600 1200 1800 2400 3000 3600 t[s]

Rys. Rozwigzanie w formie czystej translacji (przesuniecia)
z predkoscig U prostokatnego rozktadu wielkosci f



Rozwiazanie rownania adwekcji z czilonem zrédtowym:
of of
—+C—=
ot OX

o Zatozenie: C=0.5 m/s = const.,
o=k-f z k=0.0001s1

x=1000 m

600 1200 1800 2400 3000 3600t ][9]

Rys. Translacja prostokatnego rozktadu wielkosci f z redukcjq
wynikajaca z obecnosci aktywnego czionu zrédiowego o



Rozwigzanie rownania dyfuzji:

Zatozenie: D=0.625 m?/s

1200 1800 2400 3000 3600 X [m]

Rys. Dyfuzja rozkladu wielkosci f



Rozwigzanie rownania adwekcji-dyfuzji:

of of o2 f Zatozenie:
a_+Ca__D8 ~=0 C=0.5 m/s = const.,
t X X D=0.625 m?/s,

600 1200 1800 2400 3000 3600 t|[S]

Rys. Translacja (przesuniecie), dyfuzja (wygtadzenie) oraz reakcja
(redukcja) wielkosci f



® Obecnos¢ cztonu dyfuzyjnego zmienia typ rownania.
Zamiast rownania hiperbolicznego mamy réwnanie typu parabolicznego.

® Efekt dziatania poszczegdlnych cztonéw. Zadany prostokagtny rozktad f
w przekroju x = 0 podlega:

— translacji wzdtuz osi kanatu z predkoscig C

— redukcji wynikajgcej z dziatania cztonu zrédtowego o

— wygtadzania wynikajgcego z obecnosci dyfuzji D



Rozwiazanie rownania adwekcji-dyfuzji-reakciji:

of of o2 f Zatozenie:
—+C—-D—=45(x.t) C=0.5 m/s = const.,
ot OX OX D=0.625 m?/s,

o=k-f z k=0.0001s1

V - pole pod krzywa
V,>V, >V,

600 1200 1800 2400 3000 3600 t|[S]

Rys. Translacja (przesuniecie), dyfuzja (wygtadzenie) oraz reakcja
(redukcja) wielkosci f (V,>V,>V,)



