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Numeryczne rozwigzywanie rownan
rozniczkowych czastkowych

Podstawowa cecha metod numerycznych:
operowanie liczbami, ktore reprezentujg zarowno dane jak i wyniki.

Postepowanie w trakcie aplikacji metod numerycznych:

o Dyskretyzacja obszaru czyli zastgpienie obszaru ciggtego, w
ktorym poszukuje sie rozwigzania, obszarem dyskretnym.

W jej wyniku obszar ciggty C zastepuje sie zbiorem wyizolowanych
punktow, zwanych weztami. Tworzg one obszar dyskretny D.
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Rys. Dyskretyzacja obszaru ciggtego C

Potozenie kazdego wezta w przyjetym uktadzie definiujg jego
wspotrzedne.

Metody numeryczne umozliwiajg obliczenie przyblizonej wartosci
rozwigzania rownania rozniczkowego czastkowego tylko w weztach
obszaru dyskretnego.



o Aproksymacja rownan czyli zastgpienie rownania rozniczkowego
czagstkowego lub uktadu takich rownan uktadem réwnan algebraicznych,
w ktorym niewiadomymi beda wartosci rozwigzania w weztach:
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4+ ... =0
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K_|_ .. =0
ot

gdzie: A — macierz wspotczynnikow uktadu réwnan
X — wektor niewiadomych utworzony przez nieznane
wartosci rozwigzania w weztach
B — wektor wyrazoéw wolnych



RoOznice pomiedzy poszczegdlnymi metodami polegajg na roznych
sposobach aproksymacji rownan.

Istnieje szereg metod numerycznego rozwigzywania rownan
rozniczkowych czgstkowych. Do najbardziej znanych nalezy:
- metoda roznic skonczonych

- metoda elementow skonczonych

- metoda objetosci skonczonych

Wybdr metody:

e Metoda rdznic skonczonych dla jednowymiarowych réwnan
rozniczkowych czastkowych (z jedng zmienng przestrzenng)

e Metoda elementow skonczonych w wypadku zagadnien wielo-
wymiarowych

* Metoda objetosci skonczonych w przypadku wystepowania nieciggtosci



Metoda roznic skonczonych

e Obszar dyskretny: zbior punktow otrzymanych w przecieciach
rodzin prostych rownolegtych do osi uktadu wspotrzednych.

e W przypadku ptaskim obszar ciggty zastepujemy zbiorem punktow —
weztow otrzymanych w miejscu przeciecia prostych rownolegtych do
osi x oraz prostych rownolegtych do osi .
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Rys. Dyskretyzacja obszaru ciggtego
w metodzie réznic skonczonych



Aproksymacja pochodnej I rzedu

Ilorazy rdéznicowe aproksymujace pochodng wyprowadza sie
wprost z szeregu Taylora zastosowanego do rozwiniecia funkcji
wokot rozpatrywanego punktu x;. Dla funkcji jednej zmiennej
szereg Taylora mozna zapisac nastepujgco:
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u(X, + AX) = u(x, )+
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u(x) 7

Funkcja u(x) w otoczeniu punktu x,




Dla dodatniej i ujemnej wartosci Ax powyzszy wzor rozpisuje sie
odpowiednio:

Ax of AX® 0° f AX® 0° f
f(x, +AX)=f(X,)+— — + + +..
Do+ ) =109+ o W 2ot 3ol
Ax of AX® 0° f AX® 0% f
f(x,—AX)=f(X,)—— — + — +..
Co =)= T00) =y W 2o 3

Wyznaczmy z szeregow pochodne I rzedu w punkcie x;. Sg one réwne:

of  F(x+Ax)-f(x,) Axo*f  Ax*o°f
OX AX 2! ox* .3 ox° .
of  f(X)—f(X,—AX) Axo*f +Ax2 o’f
OX AX 21 ox° 3 ox®

Xo

Xo

Xo




Szeregi majg nieskonczong liczbe wyrazow. Przyjecie skonczonej ich
liczby powoduje wprowadzenie btedu obciecia.

W konsekwencji zamiast doktadnej wartosci pochodnej funkcji y(x..;)
otrzymujemy jej przyblizong wartosc. Btad przyblizenia zalezy od
liczby uwzglednionych cztondw szeregu.

Jesli wiec zastgpimy pochodng wyrazeniami:

ou| u(xg+Ax) —u(xy) oul u(xy)—u(xy — Ax)
x|y, Ax " o X0 Ax

to otrzymamy formuty reprezentujgce aproksymacje pochodnej I
rzedu nazywane odpowiednio ilorazem réznicowym przednim
I wstecznym. Aproksymujg one pochodng z doktadnoscig O(4x).



Jezeli szeregi Taylora odejmiemy od siebie stronami i odrzucimy
cztony zawierajgce pochodne III rzedu i wyzsze, otrzymamy

u(xg +Ax) —u(xy — Ax) = 2Axa—u

ox X,

skad

oul _u(xy+Ax)—u(xy) — Ax)
Ox X, 2Ax

W tym wypadku pochodna w punkcie x, aproksymowana jest za
pomocg ilorazu réznicowego centralnego z doktadnoscig O(4x2).
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Interpretacja aproksymacji pochodnej I rzedu ilorazami roznicowymi



Aproksymacja pochodnej 11 rzedu

Szeregi Taylora mozna wykorzystac do aproksymacji pochodnej II rzedu.

Dodajemy szeregi stronami do siebie pomijajgc wyrazy zawierajgce
pochodne IV rzedu i wyzsze. W ten sposob otrzymujemy:

2

u(xy + Ax) +u(xy — Ax) = 2u(xy) + Ax? 7
X

skad wynika formuta nastepujgca aproksymujaca

0°U _ U(X, — AX) —2u(X,) + U(X, + AX)

OX* AX?

Xp




Ogolne uwagi i sugestie dotyczace roznych aspektow metody
roznic skonczonych, uzyteczne w praktyce obliczen inzynierskich:

 Dla funkgji gtadkich btad obciecia szeregu Taylora jest zdominowany
przez pierwszy czton obcietej czesci szeregu.

W konsekwencji czton ten determinuje doktadnosc rozwigzania.
Zasada ta obowigzuje dla wszystkich formut aproksymacyjnych.

e Doktadnos¢ aproksymacji pochodnych rosnie z rzedem formuty
aproksymujgcej.

Btad aproksymaciji zalezy od wymiaru siatki Ax.

Mozna oczekiwac, ze btad ten bedzie skuteczniej redukowany przez
zmniejszanie AX niz przez zwiekszanie rzedu formuty aproksymujgcej.

Zatem zwiekszajac rzad aproksymacji nalezy jednoczesnie
zageszczac siatke.




 Negatywnym aspektem zwiekszania rzedu formuty aproksymacyjnej
jest wiaczanie do aproksymacji coraz wiekszej liczby wartosci
weztowych funkcji 7(x).

Ponadto zwiekszanie rzedu aproksymacji poprawia bardzo wolno
wyniki obliczen na siatce rzadkiej.

e Zwiekszanie rzedu formuty aproksymacyjnej nie gwarantuje poprawy
doktadnosci w przypadku funkcji szybkozmiennych, szczegolnie gdy
pojawiajg sie nieciggtosci.

Jest tak poniewaz w takiej sytuacji btgd obciecia szeregu Taylora nie
jest zdominowany tylko przez pierwszy czton obcietej czesci

Uwaga:

W zagadnieniach praktycznych pochodna I rzedu powinna by¢
aproksymowana formutg II rzedu. Aproksymacje wyzszego rzedu
powinny byc¢ stosowane tylko w wyjatkowych okolicznosciach.



Rozwigzanie jednowymiarowego rownania adwekgcji
metod3a roéznic skonczonych

Rozpatrujemy rownanie adwekcji
of
—+U o =
ot OX

z danym U = const oraz zdefiniowanymi warunkami granicznymi

0

Obszar rozwigzania 0 < x < Li t = 0 pokrywamy siatkg o wymiarach
AX x At

AX
n —
fj =1 (Xj ’ 1:n )
o1 T At - krok czasowy
At
. & D A P P A I A X - krok przestrzenny
n VW U/ \N AN (N P

X 1 X



Najprostszy schemat metody rdznic skonczonych ma postac:

n+1 n n n
fre— f. U fr—fr,
At AX

=0

Jest to tak zwany schemat "up-wind" (pod prad)
Réwnanie zawiera wiec tylko jedng wartos¢ niewiadomag f™

fi*=Co- 1, +(1-C,)- ]

a

]=2,3,..., M

C :U'At liczba Couranta
®  AX  (adwekcyjna)




Przykiad rozwigzania rownania adwekcji schematem
roznicowym ,up-wind”

W kanale prostym o statym spadku dna i dtugosci £ woda ptynie ze stata
predkoscig U

Przyjmijmy:

U= 0,5m/s = const, Ax = 100 m = const

- warunek poczatkowy: f(x,t=0)=0 dla 0<x<L

- warunek brzegowy w postaci funkcji:
dla 0<t<t

3
5|~

f(x=0,t)=<f

3
7~ X\

.2—” dla t <t<2t
0 dla t>2t

przy czym f, = 100, zas ¢, = 1200 s



1,2
=0 x=5000 m
Ca=1,0
0.8 (rozw. doktadne)
Ca=0,75
0,4 —
t[s]
0 i ' i >
0 3600 7200 10800 14400 18000

Rys. Rozwigzanie rownania adwekcji metoda ,,up-wind”

dla réznych liczb Couranta z zakresu C,=0.5-1.0
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Rys. Rozwigzanie rownania adwekcji schematem ,,up-wind”
dla liczby Couranta C,=1.035



Komentarz

Schemat ,,up-wind” (pod prad):
» przy C,= 1 zapewnia dokfadne rozwigzanie rownania adwekdji

 przy C, < 1 generuje dyfuzje — poniewaz rozwigzujemy rownanie
czystej adwekcji dyfuzja musi mie¢ charakter numeryczny

e przy C, > 1 wykazuje objawy niestabilnosci

e schemat warunkowo stabilny

C :U°At£1 5 oAt X

T AX

-




Rozwigzanie jednowymiarowego rownania dyfuzji
metod3a réznic skonczonych

Rozwigzujemy jednowymiarowe rownanie dyfuzji:

ahza(Dﬁh)
ot ox OX

w obszarze: 0 < x< Loraz t> 0.

Rownanie typu parabolicznego:

z warunkiem poczatkowym A (x,t=0)=h,(x)dla0 < x< L
oraz z warunkami brzegowymi typu Dirichleta na obu koncach
przedziatu:

h(x =0 t)=h,(t) i h(x=L,t)=h(t)dla £>0



warunek poczgtkowy

Rys. Warunki poczatkowe i brzegowe
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Dyskretyzacja obszaru rozwigzania

Ciggty obszar zastepujemy obszarem dyskretnym, ztozonym z
punktow przeciecia sie linii poziomych, poprowadzonych rownolegle
do osi x z odstepem At oraz linii pionowych, poprowadzonych
rownolegle do osi ¢ z odstepem Ax.

1

k+1 Rozwigzania poszukiwac
" bedziemy w weztach powstatej
* . . .
At siatki prostokatne;.
4
<« AX—>
t=0 ® & ® ® < >
j j-1 ] j+1 j=NX



« Z warunkow poczgtkowo-brzegowych znamy:
- wartosci funkgcji A (x, t) w weztach na poziomej t= 0
(warunek. poczgtkowy)
- wartosci funkgcji A (x, t) w weztach na pionowej x=0ix=L
(warunki brzegowe).

« Wspotczynnik dyfuzji w ogolnym przypadku zalezy od rozwigzania
rownania D = D (h), wiec uktad rownan algebraicznych
aproksymujacych réwnanie tez bedzie nieliniowy.

 Uproszczenie: przyjecie statego wspotczynnika dyfuzji D=const
prowadzi do standardowego rownania dyfuzji ze statym
wspotczynnikiem:

2
oh _ o
ot OX



a) Schemat jawny
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Po podstawieniu do réwnania rozniczkowego otrzymujemy:

Wt —hk ., ) Y

At Ax?2

W powyzszym réwnaniu wartosci funkcji # we wszystkich
weztach na poziomie & sg znane — z warunku poczgtkowego lub
z poprzedniego kroku czasowego.
Rownanie zawiera wigc tylko jedng wartosC niewiadomg A/+!
k+1 k k k | 1k

dzie
J D - At

AX*

Cy =

jest dyfuzyjng liczbg Couranta.



Wzor ten stosujemy dla wszystkich weztidow wewnetrznych 2 < j< N-1
Wartosci h,%*1 i h,/+1 sg znane z zadanych warunkow brzegowych.
Powtarzajac cykl obliczen dla kolejnych wartosci & uzyskujemy
rozwigzanie dla dowolnego czasu ¢ > 0.

Cechy schematu:

- Bardzo prosty algorytm obliczen.

- Btad aproksymacji rzedu O (AL, Ax 2).

- Schemat wymaga stosowania ograniczonego kroku czasowego At
Jego dopuszczalna wielkoS¢ wynika z tzw. kryterium stabilnosci

1
AX? 2 2D




b) schemat niejawny

Rozpatrzmy ponownie liniowe rownanie filtracji

z warunkiem poczgtkowym
h(x,t=0)=h,(x)dla0<x</.

oraz z warunkami brzegowymi przedziatu:
h(x =0, t)=h,(t) i h(x=L,t)=h(t)dla t>0



N (tkea)

1 j-1j j+1
0 hp(j)

X —.
i

Zastgpmy pochodne w rownaniu ilorazami réznicowymi w
sposob nastepujacy:

oh K ) h|j<+1 _ h;( o2h k+1 ) h;<_+11 _ 2h:_<+1 4 h*H

J+1

ot |, At OX? ,— AX?



Ilorazy wstawmy do rownania rézniczkowego. Otrzymamy:

J+l

AR LR ) AR
- D J J

At Ax?2

Rownanie to mozna uporzadkowac, zapisujac niewiadome po jednej,
zas wiadome po drugiej stronie znaku rownosci. Otrzymujemy

—Cy - +(+2C )R = C s = bt
W réwnaniu wystepujg 3 niewiadome. Podobne rownanie mozna
napisac dla kazdego wezta wewnetrznego j =2, 3, ... N-1.
Otrzymujemy uktad /- 2 réwnan algebraicznych liniowych. Uktad
zamykamy wprowadzajac 2 rownania wynikajgce z war. brzegowych:

hlk = ho(ti1)s hjlifﬂ =h; (t;41)



Ukfad ten mozna zapisaC w notacji macierzowej:

gdzie:

A.-X=W,

A — macierz wspotczynnikow,

X — wektor niewiadomych,
W — wektor prawych stron.

b, ¢
a‘2 b2
a3




przy czym: b =1, ¢, =0, w =hy(t,,)

Q
I

-C,, b, =1+2C,, ¢,=-C;, w,=h{

J J J

dla j=23,...,N-1

ay =0, by=1 wy=h(t;,)

Ukfad réwnan liniowych ma tréjdiagonalng macierz wspotczynnikow.
Mozna go rozwigzac stosujac algorytm Thomasa omowiony wczesniej.

Cechy schematu:

- Bardziej skomplikowany algorytm obliczen.

- Btad aproksymacji rzedu O (AL, Ax 2).

- Schemat jest bezwarunkowo stabilny, tzn. nie ma ograniczen na
wielkosci kroku catkowania w czasie At



c) Schemat Cranka-Nicolsona

Rozpatrzmy ponownie liniowe rownanie filtracji

2
oh_ o
ot o’

z warunkiem poczgtkowym
h(x,t=0)=h,(x)dla0<x</.

oraz z warunkami brzegowymi przedziatu:
h(x =0, t)=h,(t) i h(x=L,t)=h(t)dla t>0



k+1 55 o o * 9 Y’}
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Rys. Siatka weztow stosowana w schemacie Cranka-Nicolsona



W celu zwiekszenia doktadnosci schematu pochodne aproksymuje
sie w punkcie P w nastepujacy sposob:

k+1 k
Oh| _h;" —h;
ot|, At
k k+1
o’ _1| ol &% R “2h) B =20 R
zep 2 8x2] 8x2j 2 Ax? Ax?

Podstawiajgc powyzsze aproksymacje do réwnania filtracji otrzymujemy
rownanie algebraiczne

Wi —ni D[k —2hk+h]+l+hk+l 2h +
At 2 A2 A2



Po wprowadzeniu znanej juz dyfuzyjnej liczby Couranta i po
uporzadkowaniu réwnanie ma postac:

Cd

C C
o+ cHnit - dhj‘j} hf+7d(hj.‘ —2h% +hi,)

Podobne rownanie mozna napisac dla kazdego wezta wewnetrznego
j=2,3,..N-1

Otrzymujemy uktad NV — 2 rownan algebraicznych liniowych, ktory
zamykamy wprowadzajac 2 rownania wynikajgce z warunkow
brzegowych:

M =hy(te), BN =hy ()



Ukfad ten mozna zapisaC w notacji macierzowej:

gdzie:

A.-X=W,

A — macierz wspotczynnikow,

X — wektor niewiadomych,
W — wektor prawych stron.

b, ¢
a‘2 b2
a3




Elementy macierzy i wektorow sg réwne:

bl :1, Cl :O, Wl :ho(tk+1),

a, =———, b, =1+C,;, c.=——— (j=2,3,..., N-1])

C
wy =hy =0 =2 +hg) (=23 N =)

ay =0, by=1L wy=h ()

Rozwigzujgc uktad metodg Thomasa, otrzymujemy poszukiwane
wartosci funkcji # we wszystkich weztach na poziomie czasu & + 1.



Cechy schematu:

- Bardziej skomplikowany algorytm obliczen.

- Btad aproksymacji rzedu O (At 2, Ax3).

- Schemat jest bezwarunkowo stabilny, tzn. nie ma ograniczen
na wielkosci kroku catkowania w czasie At

Schemat Cranka - Nicolsona jest najczesciej stosowanym schematem
rozwigzania rownania dyfuzji.



Przykiad rozwigzania rownania dyfuzji - filtracja przez groble

Zadanie:
Prostokgtna grobla posadowiona na gruncie nieprzepuszczalnym i
wykonana z gruntu przepuszczalnego oddziela 2 zbiorniki.

h [m]
6.0 -
t=4200 s
5.0 T
40 17 t=3000S @
3.0 -+
2.0 -
\4 1.0 v t=0 v
0.0 |
) ) ) ) >

0.0 L=25 m



Wyznaczy¢ potozenia zwierciadta wody w grobli wywotane
Zmianami napetnienia jednego ze zbiornikow.
Wspotczynnik dyfuzji opisany jest nastepujaca formuta:

k-(h—2)
u

D =

Dane: z(x)=0.0 m — rzedna spagu warstwy wodonosnej,
h(x, t=0) = 1.0 m — wysokosSc¢ piezometryczna,
L = 25.0 m — szerokosc grobili,
k = 0.002 m/s — wspodtczynnik filtracji,
1 = 0.20 — porowatos¢ efektywna,
Ax = 1.0 m — krok przestrzenny,
At = 300 s — krok czasowy.

Metoda rozwigzania:
metoda roznic skonczonych — schemat Cranka-Nicolsona.
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Rys. Wyliczone uktady zwierciadta wody w grobli



Rozwigzanie dwuwymiarowego rownania dyfuzji
metoda roznic skonczonych

Rozpatrujemy dwuwymiarowe réwnanie dyfuzj:

oh o°h  0°h
=D 5+ 5 |tWw
ot ox° oy

z zdefiniowanymi warunkami granicznymi, w ktérym:

h= h(x y t)-rzedna swobodnego zwierciadta wody gruntowej,
w= w(x, y, t) — zasilanie zewnetrzne niezalezne od 5,

D -wspotczynnik dyfuzji,

X, ¥ — wspotrzedne przestrzenne,

[ — czas.



Rownanie typu parabolicznego.

Problem rozwigzania formutujemy jako zagadnienie
poczatkowo-brzegowe:

Poszukujemy funkcji 4 (x, y, t), ktora w obszarze rozwigzania spetni
rownanie oraz:

e warunek poczgtkowy

h(x y, t=0)=h,(x y)

e warunki brzegowe:

H(XBI yBI t) = hB(t)

gdzie B oznacza brzeg obszaru.



Zatozenia:

e Rozwazany obszar ma ksztatt prostokata o wymiarach L,i L,
O<x<L, O<y<[, (>0

e Przyjmujemy staty wspotczynnik dyfuzji: D= const;

e Pomijamy czton zrédtowy czyli w = 0.

y B

AV

A

»
»

L
Rys. Szkic obszaru rozwigzania rownania filtracji

X



Obszar ograniczony brzegiem B pokrywamy siatkg weztdéw o wymiarach
AX x AY.

Siatke tworzy N x Mweztow (N — liczba wierszy, M- liczba kolumn).
Rownanie mozna rozwigzac:

a) schematem jawnym,
b) schematem niejawnym,

c) schematem naprzemiennych kierunkow.



Ad a) Schemat jawny

a)
1 J X
1 Y\
A Ly
i c+>
N T A 4
—AX
<
v

b)

poziom t + At
(wskaznik k + 1)

A A

> (wskaznik k)

Rys. Siatka stosowana w jawnym schemacie aproksymaciji réznicowej

2D réwnania dyfuzji

2 4



Aproksymacje pochodnej wzgledem czasu wykonujemy jak dla rownania
jednowymiarowego. Pochodne II rzedu aproksymujemy na poziomie .

Poniewaz odlegtosci Axi Ay sg state, dowolny wezet siatki mozna
zidentyfikowa¢ poprzez indeksy 7oraz j (patrz rys.).

Indeks k oznacza poziom czasowy .
W efekcie otrzymujemy w wezle (/, j) rownanie algebraiczne

k+1 k k k k k k k
Mg “hig _ pl P 22 e = 2R

At (Ax)? (Ay)°

gdzie: j j— indeksy wezfa okreslajace jego potozenie wzgledem osi x, ),
k — indeks poziomu czasowego.



W otrzymanym réwnaniu wystepuje tylko jedna niewiadoma:

h

I, j+1

- 2hik,j + hiifj—l + h‘k+14 B 2hilfj M hik—l’i
(AX)? (Ay)’

hit =h' +At- D(

Formuta jest bardzo prosta. Jest to liniowe rownanie algebraiczne, ktore
obowigzuje we wszystkich weztach wewnetrznych obszaru,
tzn.dla/=2,3,..,.N=-1;,=2,3, ... M-1.

W weztach brzegowych wartosci / okreSlajg zadane warunki brzegowe.

W praktyce bardzo czesto stosuje sie siatke kwadratowg. Przyjmujac
jednakowy krok przestrzenny siatki, tj. Ax= Ay = A, otrzymujemy



kel 1k k k k k k
hi o =h A+ Cy(h g+ +hy  +hiy ; —4h ;)

gdzie

jest dyfuzyjng liczbg Couranta.

Schemat ten, jak kazdy schemat jawny, jest warunkowo stabilny.
Dla zachowania stabilnosci musi by¢ spetniona relacja

C,<0,25

z ktérej wynika warunek:

2
AtsA—
4D




Ad b) Schemat niejawny

a) b) poziom t+At
(wskaznik k+1)

1 J M X L g
: i L
/ D) jAAt
o | /
I ! v ’// y; /
N —>|AX|<— B / / »Ay
TR T
v / / >< E)oziomt

Yy’ " wskaznik k)

XV

W tym przypadku aproksymacje pochodnych II rzedu w rownaniu dyfuzji
wykonujemy na poziomie czasu kK + 1, czyli w chwili £+ At
Jest to wiec poziom czasowy, na ktérym poszukujemy wartosci funkcji A.



Bedziemy mieli odpowiednio (patrz rys.):

k+1 k+1 k
% * ~ hl,;_ _hl,]
ot ;. At

k+1
o*h L —2h b
OX° AX*

o Las k+1 k+1 k+1

0 h hll]_zh hl-i—l]
oy y Ay



Przy zatozeniu, ze siatka weztdw jest kwadratowa, o wymiarach
Ax = Ay = A, po wstawieniu powyzszych aproksymacji do rownania
otrzymujemy:

k+1 k+1 k+1 k+1 k+l _ pk
hl]l hl]+1 hll] l+1]+(4+S)h - hlj

gdzie A

jest odwrotnoscig dyfuzyjnej liczby Couranta C,.

W otrzymanym réwnaniu wartosci z gornym indeksem +1 sg nieznane.
Jednak rownania tego typu mozna napisac dla kazdego wezfa
wewnetrznego. Utworzg one uktad réwnan o liczbie rownan rownej
liczbie niewiadomych.



Przyktadowa struktura uktadu dla siatki weztow, w ktdrej wystepuje
N = 5 wierszy i M= 6 kolumn, co razem daje 30 weztow.

Wymiary oczek sg rowne AxA a zadane warunki brzegowe sg typu
Dirichleta.

a) yA A b) y A

Rl 6 7 8' 9 10
5 | | 5e ® o ® ° ®
4 1 43l 6] 9 12| 444

A

3 3' e 2 5 8 11 < 12
5 2 o 1 4 7 10 ® 13
1 > 1"e ® ° ® ® ® >
1 2 3 4 5 6 X 18" 17 16' 15 14" X

Numeracja weztow w przyjetej siatce



W kazdym wezle na obwodzie obszaru znane sg wartosci funkcji A.
Definiujg je zadane warunki brzegowe Dirichleta.

Dla utatwienia konstrukcji uktadu zamienmy dwuindeksowy system
oznaczen weztow jednym indeksem, ktory okresla kolejny numer wezta
W przyjetym sposobie numeracji. Numeracje wykonujemy wzdtuz
pionowych linii, kontynuujac jg od dotu w gore.

Wydzielmy wezty brzegowe, oznaczajgc ich numery dodatkowym
symbolem ,,prim” (patrz rys.). W weztach tych wartosc¢ funkcji okreslaja
zadane warunki brzegowe. Wewnatrz obszaru wystepuje 12 weztow,

w ktorych bedziemy poszukiwali wartosci A.

Dla kazdego wezta wewnetrznego mozna napisaC wyprowadzone

rownanie aproksymujgce. RoOwnania utworzg uktad, ktory mozna
zapisaC w postaci:

A+ hksl = W,



4+s| -1 -1 W | sk +hy +hyg
~1 |4+s| 1 -1 hs | Ishf +h,y
—1 | 4+s -1 h&1 | |shy +h, +hg
-1 4+s| -1 -1 et | | shf +h
-1 —1 | 4+s| -1 -1 he || she
-1 —1 | 4+s -1 h 5| shé +h.,
-1 4+s| -1 -1 i | | shi +hyg
-1 ~1 |4+s| -1 -1 het || she
-1 —1 | 4+s ~1| [h& | shé +hy
-1 4+s| -1 h™ | | shf +hy +hyg
-1 —1 |4+s| -1 | |[hS™t | |shf +hy
-1 ~1 | 4+s| [hS™T | |shyy +hy +hy




Cechy uktadu réwnan:

e Macierz wspotczynnikow uktadu jest macierzg pasmowa rzadka.
» SzerokoSC pasma zalezy od przyjetego sposobu numerowania weztow.
e Numeracja wzdtuz linii transwersalnych (poprzecznych) do dtuzszej osi
daje szerokos¢ minimalna.
e W praktycznych zagadnieniach uktad ma duze rozmiary
(tysigce weztow) wiec do rozwigzania stosuje sie metody iteracyjne
e Schemat jest absolutnie stabilny (nie ma ograniczen co do wartosci At.
e Macierz wspotczynnikow ma dominujaca gtdwng przekatna.

Wada schematu:
koniecznoS¢ rozwigzywania uktadu rownan o duzych wymiarach.



Przykiad:

Ewolucja zwierciadia wody gruntowej pod wptywem infiltracji

Oh o’h  0%h
—=D + +w
Ot ox* oy’

gdzie: h (x, y, t) — migzszos¢ warstwy wodonosnej,
D — wspotczynnik dyfuzji,
w — czton zrodtowy reprezentujacy zasilanie zewnetrzne,
X, ¥y — wspotrzedne przestrzenne,
[ — Cczas

Zjawisko:
Zwierciadto wody ewoluuje w czasie i w przestrzeni pod wptywem

poboru wody z warstwy wodonosnej badz jej zasilania
zewnetrznego.



pow. terenu |

v Zwierciadto wody gruntowej
=

///T//////‘

7/ /
W , warstwa

poziom v | hieprzepuszczalna

porownawczy

Rys. Filtracja obszarowa ze swobodnym zwierciadtem



Do rownania wstawiamy zaleznosci:

_k-(h-2) we !

Y7 H

D

gdzie: h (x, y, t) — migzszoS¢ warstwy wodonosnej,
k — wspotczynnik filtracji,
f — natezenie infiltracji wody opadowej,
1 — porowatosc,
Z - rzedna spagu warstwy nieprzepuszczalnej,

2D réwnanie filtracji ze swobodng powierzchnig rozwigzano na
ograniczonym obszarze o wymiarach 20x20 km przyjmujgc opad
atmosferyczny wywotujgcy infiltracje o statym natezeniu £

w okresie 48 h.



Poszczegdlne krzywe ilustrujg ewolucje w czasie swobodnego zwierciadta
wody pod wptywem zasilania wod gruntowych wodg infiltrujaca.

W miare uptywu czasu, zwierciadto zmierza do stanu poczgtkowego.

f
powierzchnia

terenu

t=2400 h

4.0 A

35 v I v I v I v I v I >

0 4 8 12 16 20
x [km]

Rys. Ewolucja w czasie zwierciadta wody wzdtuz centralnej osi obszaru.



c) Rozwigzanie metodq naprzemiennych kierunkow

Poprzednie schematy - bezposrednie przejscie z poziomu czasu ¢ na
poziom ¢+ At

Metoda naprzemiennych kierunkow - przejscie na poziom czasu ¢ + At
po wykonaniu obliczen na poziomie posrednim ¢+ A#/2.

Pomimo dwoch etapdw obliczen w jednym kroku czasowym At
metoda jest bardziej ekonomiczna.

Jest ona jednym z wariantow tzw. techniki dekompozycji, ktora
umozliwia sprowadzenie rozwigzania rownania wielowymiarowego
do rozwigzania ciggu rownan jednowymiarowych.



Punkt wyjscia — wtasciwosc catki oznaczonej

Scatkowanie rownania filtracji:

oh o°h  o°h
=Dl 5o+
ot oX° oy

W czasie daje wynik

O 8y

t+At 9)
h(x, y,t +AL) = h(x, y.t) = j D{a 29 hjdt

ktory mozna zapisa¢ w rownowaznej postaci

t+At)/2 2 2 t-+At 2

o°h 0°h o°h
h(x,Vy,t+At)=h(x,y,t)+ D dt + D+
(XY )(y)j(aayj j[ax

2
' X

— !
—

t+At/2

2

5O

2

Jo
oy



Wprowadzajgc oznaczenie

t+At/2 2 2
h(x,y,t+At/2) = h(x, y,t)+ J- Da—?+D% dt
Ox oy

4

rownanie zapisujemy nastepujgco

t+At azh azh
h(x,y,t+At)=h(x,y,t+At/2)+ j [D—2+D—2jdt
1+A1)2 Ox y

Efekt

przejscie z poziomu czasowego £ na poziom ¢+ At odbywa sie
dwuetapowo:

1) ztna t+ AY2,

2) z t+ A2 na t+ AL



e Zzmienne ciggte zastepuje sie odpowiednimi indeksami,

e pochodne pod catkg zastepuije sie ilorazami roznicowymi na poziomie
t+ At/2 wzgledem x oraz na poziomie ¢t wzgledem y,

e catki oblicza sie metodg prostokatow,

Pierwszy etap obliczen
Aproksymacja rownania pierwszego w wezle (/, j):

k+l k+— k+ 1 /7c+l

hi,j2 _hilfj D hl ,j+1 2h hi,jzl hz+1] _th +hl —1,j

At 2 sz Ay2

Wskaznik & + 1/2 - wartosci na poziomie £+ At/2.



Przy siatce kwadratowej: Ax = Ay = A otrzymuje sie:

1 | 1

k+— k+— k+— i
-2+ 5)h; 2 15, ]+21 =P
die: 52N pk_ 2-s)h;
gazie. S_D—At z+1,]+( S) l 1,]

Rownanie zawiera 3 niewiadome - wartosci /# w trzech kolejnych weztach
danego wiersza.

Rownanie zapisujemy dla kazdego wezta wewnetrznego: j=2, 3,...,M-2.
Dla kazdego wiersza / otrzymuije sie uktad M- 2 rownanz M- 2
niewiadomymi. W weztach j = 1 oraz j = Mwartosci /s zadane.

Uktad z macierza tréjdiagonalng - rozwigzujemy metodg Thomasa.
Postepujgc analogicznie z kazdym wierszem oblicza sie wartosci / we
wszystkich weztach na poziomie czasu +At.



Drugi etap obliczen

Aproksymacja rownania:

hk-l—l . h/H—l

k+1
i+l,j 2h',j

+ h;

k+1
i—1,j

Niewiadome — wartosci /# na poziomie czasu A+1

k+—
k+1 k+1 k+1 _ 2
i— 1,]_(2+S)h z+1,j_P
_ k+% k+l l k+%
gdzie P *=-h 3+(2- s)h —h;




Dla kazdej kolumny zapisuje sie N— 2 rdwnania z N — 2 niewiadomymi.
W weztach lezgcych na brzegu zadaje sie warunki brzegowe.

Uktady z macierza trojdiagonalng — rozwigzuje sie metodg Thomasa.
Operacje powtarza sie dla wszystkich kolumn j (1 < j< M).

Wynik - poszukiwane rozwigzanie na poziomie ¢+ At.

W nastepnym kroku czasowym caty cykl powtarza sie.

Metoda ADI (od angielskiej nazwy Alternating Direction Implicit methoq).
W polskiej terminologii — metoda naprzemiennych kierunkow.

Metoda jest bezwarunkowo stabilna.

Metoda jest bardzo ekonomiczna — w poszczegodlnych etapach rozwigzuje
sie sekwencje zagadnien jednowymiarowych, ktérych dyskretyzacja
prowadzi do ukfadow algebraicznych réwnan liniowych z trojdiagonalnymi
macierzami wspotczynnikow.




A i-1

| kKierunek

Rys. Ilustracja postepowania w metodzie ADI

. > r
obliczen



Przyczyna efektywnosci

Zatozenie:
rownanie filtracji rozwigzujemy w obszarze prostokgtnym pokrytym
siatkg weztow o wymiarach NV x M.

Czas rozwigzania ukfadu rownan z pasmowg macierzg wspotczynnikow
jest proporcjonalny do liczby réwnan i kwadratu szerokosci pasma.

Schemat niejawny
czas rozwigzania uktadu rownan w kazdym kroku czasowym jest
proporcjonalny do

T, ~(NxM)-n*
gdzie: N-liczba wierszy,

M — liczba kolumn,
n — szerokoS¢ pasma.



Wykonanie obliczen metoda naprzemiennych kierunkdw wymaga na
kazdym etapie rozwigzywania odpowiednio N oraz M uktadow z
macierzami tréjdiagonalnymi, czyli o szerokosci pasma n= 3.

Czas obliczen jest wiec proporcjonalny do

T,~N-(M-3*)+M-(N-3)=18-N-M

Stosunek czaséw obliczen wykonywanych w jednym kroku czasowym
wymienionymi metodami jest rowny

T, 18-N-M 18

1 CN-M-n*t n?

SzerokoSC pasma 77 macierzy w schemacie niejawnym: rzedu 100.



Zaprogramowanie metody naprzemiennych kierunkow jest bardzo tatwe
gdy obszar rozwigzania jest regularny, najlepiej prostokatny.

W przypadku obszaru o duzej nieregularnosci zaprogramowanie
algorytmu obliczen jest kiopotliwe.

W przypadku rozwigzania rownan nieliniowych moze by¢ generowany
tzw. biad dekompozycji.



