Metoda elementow skonczonych

Rozpatrzmy réwnanie rdzniczkowe wazne w obszarze ciggtym C

zapisane symbolicznie
Qh) =0

z warunkami brzegowymi
B(h)=0

gdzie A reprezentuje poszukiwang funkcje.

Xv

W celu uzyskania przyblizonego rozwigzania obszar C dzieli sie na
mniejsze podobszary — ,elementy skonczone” .



Zakfada sie, ze elementy tacza sie ze soba tylko w skonczonej liczbie
punktow znajdujacych sie na ich obwodzie. Punkty te nazywa sie
weztami.

Nieznang funkcje A aproksymuje sie wewngtrz obszaru C wyrazeniem:

h=N-h

przyblizenie funkdcji h,
o Niy Ny, N, o,

h_
N=[..
h=(.h, h, he, ..

Sktadowymi wektora h sg weztowe wartosci funkcji A.

W zagadnieniu nieustalonym wartosci weztowe sg funkcjami czasu.



N jest zbiorem funkcji zaleznych tylko od wspotrzednych przestrzennych.
Funkcje te nalezy tak dobrac, aby powyzsze rownanie byto spetnione,
gdy wstawi sie do niego wspotrzedne odpowiednich weztow obszaru.

S3 to tzw. funkcje ksztaitu lub funkcje bazowe.

Jezeli funkcja h jest przyblizeniem rozwigzania doktadnego A w obszarze

rozwigzania C, to nie spetni ona doktadnie rozwigzywanego rownania
rozniczkowego i bedzie

Q(h)=R %0

Rozwigzaniem najdoktadniejszym bedzie takie, ktore zredukuje reszte
R do wartosSci najmniejszych w catym obszarze rozwigzania.



Zatem rozwigzanie powinno spetnia¢ warunek:
[w.R-dC =0
C
gdzie: W jest pewng funkcjg wagowg zalezng tylko od wspotrzednych.
Jezeli poszukiwana funkcja # aproksymowana jest na podstawie M
nieznanych jej wartosci w M weztach, to mozna wybra¢ M liniowo

niezaleznych funkcji wagowych W;, uzyskujgc w ten sposéb
odpowiednig liczbe rownan

[w,-alh)-dc=[w,-Q(N-h)dc =0 (i=1,2, ..., M)
C C

z ktorych nalezy wyznaczy¢ h jako rozwigzanie problemu.

Jezeli przyjmiemy W, = N,, tzn. ze funkcjami wagowymi bedg funkcje
ksztattu, to proces taki, znany pod nazwg procedury Galerkina
prowadzi z reguty do najlepszego przyblizenia.



Procedura Galerkina sprowadza rozwigzanie problemu do nastepujgcego
ukfadu rownan:

[Q(N-h)N;-dC =0
gdzie: /=1,2,3,... M
M — liczba weztéw w obszarze C.

Przyjmuje sie, ze catka liczona w catym obszarze C moze byc¢ zastgpiona
sumg catek liczonych w poszczegodlnych elementach obszaru. Zatem:

jQNhNdc ZjQ(N -h,)NIdF, =0

e1|:

gdzie: m - catkowita liczba elementow, na jaka podzielono obszar C,
F_— powierzchnia ,elementu skonczonego” o numerze e .



Wybor funkcji ksztattu:

Od funkcji ksztattu wymaga sie, aby:

— byty ciggte w elemencie,
— zapewniaty ciggtosc funkcji £na styku elementow.

Dla zagadnien 1D elementem skonczonym moze byc odcinek zbudowany
na dwu lub wiecej weztach (a), natomiast dla zagadnien 2D bedzie nim

dowolna figura ptaska (b).
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Rozpatrzmy jednowymiarowy element e bedacy odcinkiem
ograniczonym weztami i oraz /+ 1 o dtugosci Ax; = x;.; — X;

W najprostszym wypadku funkcje # mozna aproksymowac wewnatrz
elementu za pomocg wyrazenia liniowego:

h=a-x+b



Wspotczynniki @i b mozna wyznaczyC z warunkow w weztach na koncach
elementow

h=a-x+b

h,=a-X,,+b

1+1

Sg one rowne

a:hi+l_hi, b:hi+l_hi Xi+hi
— X X. . —X.

i+1 i i1+1 i

Formuta aproksymacyjna przyjmie postac:

hi+l_hi X — hi+l_hi X
Xiig — X Xiig — X

h= +h.




W standardowej formie:

h=N,-h,
gdzie
hi
Ne :[Ni’ Ni+1]’ he = h
1+1
e - indeks elementu, w ktéorym dokonujemy aproksymacii.
przy czym
X:1—X X—X,
N;(x)=—= , Ni(x) = — dla x;<x<x,

Xit1 — X Xit1 — X



-

0 dla x<x,_,
X —X;_
= dla x,_, <x<ux,
Xi =X
N;(x)=+1 dla x=x,,
Xjo —X
i+1
dla x; <x<x,,,
Xiv1 — X
0 dla x>x,_, .

\

Funkcje , daszkowate” N(x) przyjmujg w kazdym wezle j wartosc
jednostkowsg i liniowo zmieniajg jg w kierunku sgsiednich weztow
j—1oraz j+ 1. Poza tymi weztami ich wartosci sg zerowe.

A
N N,' Ni+1

——>
X

X Xi+1

Rys. Liniowe funkcje ksztattu V;oraz N,



Aproksymacja funkcji h w elemencie 1D:

-h.

1+1 1+1

hNh+N

Rozniczkowanie funkcji ksztattu w elemencie:

dN; _d [ x,-x|__ 1.
dx dx{ X, —X AX.

dN,, d{ x=x | 1
dx  dx{x,—-X | AX

gdzie: Ax;— dtugosc elementu.




Catkowanie funkgcji ksztattu w elemencie:

Xirl Xit1 1

JNl-dx= ;C[ %:xdngmi

Obliczanie catek z iloczynu funkcji ksztattu mozna prowadzic
wykorzystujgc wzor:

i

le-“Njﬂdxz _[Nl-ﬂNj’dxz @/ Axl-zéAx
M M (a+ p+1)! B

1 1

gdzie: o, B — catkowite wyktadniki poteg



Wartosci catek z iloczyndw funkcji ksztattu dla elementow liniowych

a+f v} B A

1 1 0 1 2
2 0 2

2 1 1 1 6
3 0 3

3 5 1 1 12
4 0 12

4 3 1 3 60
2 2 2
5 0 10

5 4 1 2 60
3 2 1




Rozniczkowanie funkcji aproksymowanej h= N.-h +N.,-h,

i+1

- wzgledem zmiennej x

I _ QNN )= D TN
dx dx dx dx
—h—+h,+1 1 -h+h,
AX AX  AX
- wzgledem czasu ¢
dh d (N h +N|+1 h|+1) N ﬁ + N, dhi+1

dt dt d " dt



Aproksymacja funkcji h w elemencie 2D (trojkatnym):

W przypadku zagadnien 2D elementami skonczonymi mogg byc
dowolne figury ptaskie.

Najbardziej popularny: element trojkatny

Korzystne cechy elementdw trojkatnych:

- wieksza, niz w przypadku np. elementéw kwadratowych lub
prostokatnych, elastycznos¢ w odwzorowywaniu geometrii obszarow;

- dla kazdego elementu trojkatnego mozna, w zaleznosci od liczby weztow,
dobrac¢ wielomiany gwarantujgce wymagane wiasnosci funkcji ksztattu;

- wynikowe catki oblicza sie analitycznie.



Bezposredni sposob tworzenia liniowych funkcji ksztattu
dla elementow trojkatnych.

yA
k trojkatny element
| skonczony e
Ik - wezty

YifT=—" elementu e
yf ______ : ______ _:_ L

| ! I >

X; Xk X X

Najprostsza funkcja ksztattu dla trojkatnego elementu skonczonego
e zbudowanego na weztach (/, j, k) to liniowa funkcja ksztattu



Liniowa funkcja ksztattu ma nastepujaca postac:
h(x,y)=0g +ox+a,y

gdzie: h;, h;, h, - wartosci funkcji A(x, y) w weztach.

/7 g1

Wspotczynniki o, a4 i a, nalezy tak dobra¢, aby w weztach j, j, &
funkcja A przyjeta wartosci A4;, h; oraz Ay czyli

hi :ao +0(1xl- +0!2yl-

h, =ay+oyx, +a,);



Rownania tworzg uktad, ktory po rozwigzaniu wzgledem «,, o4, o,
umozliwia zapisanie nastepujgcej formuty aproksymujgcej funkcje A(x, y)

1 1
h= 2|:(ai +bx+cy)h +2F(aj +b;X+¢;y)h;

e

1
+2|:(ak +b x+c.y)h,

e

lub krocej w standardowej formie

h=N;h +Nh. +N.h =Nnh,



1
dzie: N;,(x,y)=——(a; +bx+c¢;
g (X, ) 2F( »)

e

1

e

1
N, (x,y)=—= (a, +b,x+c
(X, ) o (a + by )

e

i I x i
I, ) Lx; :E(Ckbj —¢5)  (pole elementu ¢€)
X w

przy czym:  a; =X; Vi =X V> A; =X Vi =X Vs A =XV — XV,
b=y =Yi» b=y =Yi» by=y,=y;,



Funkcje N, N;, N, zaleza od geometrii elementu i spetniajg warunki
natozone na funkcje ksztattu:

N=1 wwezle / oraz N,=0 w wezlach joraz £,
N;=1 wwezle j oraz  N,=0 w weztach /oraz £,
N,=1 wwezle k oraz MN,=0 wwezlach joraz J.
a) : b)
N, :2%:6( g+ b x+ c;y)

1,0

Rys. Liniowe funkcje ksztattu dla elementéw trojkatnych



Rozniczkowanie funkcji ksztattu wzgledem zmiennych przestrzennych:

5N C: aN] Cj 5Nk _ Ck
oy 2F,

Rozniczkowanie funkcji aproksymowanej wzgledem x oraz y.

oh 1
P = oF (b.h +bjhj +b.h,)
oh 1
oy = T (c.h +cjhj +c.h,)



Rozniczkowanie wzgledem czasu funkcji aproksymowanej:

oh . dh dh dh,
ot " dt Jdt < dt

Catka z funkgji ksztattu w elemencie e jest rowna objetosci ostrostupa
0 podstawie elementu i wysokosci jednostkowej, czyli

[ [V, Gr. y)dedy = 2=

Fe 3

Obliczanie catki po powierzchni elementu e z iloczynu funkcji
ksztattu podniesionych do potegi catkowitej:

LGy A
| [ NeNT N ddy = a2 g AR
: (a+f+y+2)! B

e



Wartosci catek z iloczynow funkcji ksztattu dla elementow tréjkatnych

a+f+y o B Y A B
1 1 0 0 1 3
5 2 0 0 2 12
1 1 0 1 12
3 0 0 6

3 2 1 0 2 60
1 1 1 1
4 0 0 12
3 1 0 3

4 5 5 0 5 180
2 1 1 1
5 0 0 60
4 1 0 12

5 3 2 0 6 1260
3 1 1 3
2 2 1 2




Rozwigzanie jednowymiarowego rownania dyfuzji

1D rownanie dyfuzji ze statym wspotczynnikiem dyfuzji i bez cztonu
zrodtowego:

2
oC_HoC_,
ot OX?

oznaczenia: x — wspotrzedna przestrzenna,
t— czas,
C— wielkos¢ skalarna (np. koncentracja czynnika
rozpuszczonego w wodzie),
D — wspotczynnik dyfuziji.



L1177 7 777777777 777777 ;
>0 >x~

Rys. Obszar catkowania réwnania dyfuzji i jego granice

Problem rozwigzania réwnania dyfuziji:

w obszarze: 0 < x< [, t> 0 (rys.) nalezy znalez¢ funkcje C(x, ©),
ktora spetnia w nim réwnanie oraz zadane warunki poczgtkowe
i brzegowe (warunki dodatkowe na granicach obszaru).



— warunki poczgtkowe
dat=0: Cx ) =C(x), (0<x<U),

— warunki brzegowe
dia x=0: Clx, t) = G(t), (t=0),
dla x=L: C(x, O = (), (£20),

oC

ub  —- =g, (1) (£20)
X x=L

gdzie: [ - dlugosc odcinka kanatu,
(), G0, Cu(t), 4,(Y) — znane funkcje.



Tok postepowania

Kanat o dtugosci L dzielimy za pomocg M weztéw na M- 1 odcinkow
o dlugosci Ax; (=1, 2,.., M-1):

w _ - O
x

% -

\ 4

y'y

I

v

A




Zgodnie z procedurg Galerkina, rozwigzanie rownania dyfuzji powinno
spetniaC warunek:

L 2 —1%ixn 2
_[N( ﬁC]dx—MleN(aca—Dﬁcjdx 0
: ot OX*

OX j=1 Xj

gdzie: N = (M(x), M(X), ..., Mi[x))" — wektor funkcji bazowych,
C,— aproksymacja funkgji C,
M — liczba weztdw,
T — symbol transpozyciji.

Standardowe podejscie:

Wewnagtrz kazdego elementu j ograniczonego weztami joraz j+ 1,
poszukiwang funkcje C aproksymuje sie znang formuta:



M
.
C,(x,t) =D N,(x)C,(t)=N'C
j=1
gdzieC = (G, G, ..., G,)7 jest wektorem weztowych wartosci funkcji C.

Do aproksymacji stosujmy liniowe funkcje bazowe.

0 dla x<X
dla X, <x<X,
X: —X.
J -1
N, (x) =11 dla x=x,;
X4 — X
he dla X, <x<X,
X — X

0 dla x> Xx.



Funkcje , daszkowate” N(x) przyjmujg w kazdym wezle j wartos¢
jednostkowsq i liniowo zmieniajg jg w kierunku sgsiednich weztow
j—1oraz j+ 1. Poza tymi weztami ich wartosci sg zerowe.

Konsekwencja: w kazdym elemencie jedynie dwie catki bedg niezerowe.

Xj+1 2
|. = GCa_D(?CZa deX
. ot OX

j

= Jj[ 82C }dex



Catke I, mozna przedstawiC w postaci sumy dwoch catek:

10 _ @
I =17 =1

S3 one obliczane nastepujgco:

X

j+l 8C j+l 8
1) _ Y™a
1= [ o N X j@t(Njc N ,C;. N, dx =

J j

dc, dC.,, f'
= INfo jN N
dt

_Ax; dC; A, dCJ+1
_|_
3 dt 6 dt

dx =

j+1




W catce If2) wystepuje pochodna funkgji C II rzedu.

Tymczasem do aproksymacji C zastosowano funkcje liniowe, dla ktorych
druga pochodna nie istnieje.

W celu unikniecia konfliktu, mozna dokonac catkowania przez czesci,
wedtug znanej formuty:

judv = Uy —jvdu

Przyjmujgc

oC,
u= Nj oraz V=
OX

otrzymuje sie:



Xj+1 2 Xj+1 Xj+1 ON .
1 = j p & dex:DdCa -D | 0Cs i gx =
OX dx |, - OX OX
dc,
:DdX _DJ(NC +Nj+1Cj+l)[ j —
X J
Dde ( C.+C.,)
dx | ax, -
dC .
Czton —pD—L
dx

reprezentuje strumien przez brzeg elementu, to znaczy przez wezet ;.



Wprowadzajac obliczone catki do 7, otrzymujemy rownanie:

dC
dx

AX. (.dC. dC,
=2ty D*( C,+C,)+D '
6 dt dt AX, ‘

Obliczenie catki I.,; przeprowadzamy w sposob analogiczny.
Po wykonaniu podobnych obliczen otrzymujemy nastepujacy wynik:

de+1
dx

j+1

AX. (dC. _dC
N QR R +D(—C.+C.+1)—D
6 | dt dt Ax,



Zapiszmy otrzymany wynik catkowania w elemencie j, stosujgc notacje
macierzowg:

Xj+1 2
j Ca _pO (:2 |\|de=sj‘7'C+Aj.c:+|:j
ot OX dt

X

L) 9 ooy

dC_(& ac, chjT

gdzie: — = ,.
dt dt dt dt



J J+1 M

Sjj Sj,j+1
Sjj Sj1,j+1 1 j j+1
1
j Ajj | Ajj1
Aj:
+1 Aj,j+1 Aj+1J+1
M




Niezerowe elementy macierzy S; A;i wektora F; zgodnie z obliczonymi
wczesniej zaleznoSciami, sg zdefiniowane nastepujaco:

Ax .
AY :& S]]+1_ / S . .:Ax] S._i_l._i_l:ﬁ
J>J 3 6 J+lJj 6 JtLJ 3
D D D D
A — A = i = A . =
i AX, .+ AX; I+ AX; JHL i+ AX;
dC dC +1



Powyzszy wynik catkowania w elemencie j podstawiamy do
zaleznosci wynikajacej z procedury Galerkina:

L -1
j (6(:3 oC, j dx = Z (S LA C+Fj 0
Lot OX?

i=1

Wykonanie sumowania po kolejnych elementach daje nastepujacy
ukfad réwnan rézniczkowych zwyczajnych wzgledem czasu:



—dla j=1

AX; dC AX, dC
i ( —C. +CJ+1)+DdC =0

_|_
3 dt 6 dt AX. dx

j ]

—dla j=2, 3, ..., M-1

ij_lde_1+ ij_1+AxJ\dC +Ax dC,,
6 dt 3 3 )dt dt

D D
- (-C._,+C)-—(-C.+C..,)=0
ij_l J J ij J J
—dla =M
AX;_ de_1 . AX;_, de s D (C.+C ) DdC o

6 dt 3 dt ij dx

j



W notacji macierzoweyj:

Rozpisujgc wyrazenie objete symbolem sumowania, uzyskujemy

[zs] [ZAJGZF_O

Po wprowadzeniu oznaczen:
M-1 M-1 M-1
j=l j=1 j=l1

otrzymuje sie

Sd—C+AC+F 0

dt



Wymiar uktadu: rowny liczbie weztow wystepujgcych w obszarze, tzn

macierz S — wynik catkowania pochodnej po czasie,

macierz A — wynik catkowania cztonu dyfuzyjnego,

wektor F — reprezentuje strumien przez brzeg, z wyjatkiem pierwszej
i ostatniej pozostate sktadowe s3 rowne zero.

Macierze S oraz A s3 trojdiagonalne.

. Mx M.



Struktura macierzy S ztozonej z 6 elementow:




Struktura macierzy A ztozonej z 6 elementow:

D D
A T 0 0 0 0 0
oL T o | o | o |
AX]_ Axl AXZ AXZ
0 -2 3"'3 _E 0 0 0
AXo AXy  AXg AX3
A=| 0 0 il P B 0 0
AX3 Axg  Axy AXq
0 0 0 -2 D2 ) 0
Axy Ay A A
I i —1 ©° [o.0 7
Axs A AXg Axg
D D
0 0 0 0 0 T A ™




Metoda elementow skonczonych sprowadza problem rozwigzania
rownania rozniczkowego czgstkowego do zagadnienia poczgtkowego
uktadu rownan rozniczkowych zwyczajnych.

Warunek poczatkowy: dla t=0,C=C,,
gdzie C, - wektor zawierajacy poczatkowe wartosci weztowe funkcji G

tzn. odpowiadajgce chwili £= 0.

Do rozwigzania uktadu mozna zastosowac¢ dowolng metode rozwigzywania
ukfaddéw réwnan roézniczkowych zwyczajnych.



W tym wypadku: ogolny schemat dwupoziomowy:
Ct+At — Ct + At((l_ Q)C; +0- C':+At)
gdzie: At- krok czasowy,
C' = dC/dt.

Po zastosowaniu schematu do rozwigzania uktadu otrzymujemy:

(S+At-6-A)C,, =
=(S—At-(1-9)A)C, - At((L-O)F +0-At-F_,,)



Przyjmujac szczegolne wartosci 6 otrzymuje sie znane schematy.

Szczegolne przypadki schematu zaleznie od wartosci
parametru wagowego 6

0 Metoda — schemat
1/2 schemat Cranka-Nicolsona
1 schemat Eulera niejawny
0 schemat Eulera jawny
2/3 schemat Galerkina




Jesli ponadto wprowadzimy dodatkowe oznaczenia:

B=(S+At-6-A)

W =(S—At-(1-8)A)C, - At(1-O)F +0-At-F_,,)
to finalne rownanie mozna zapisaC w ostatecznej postaci:

B Ct+At =W

Jest to ukfad algebraicznych rownan liniowych.

Jego rozwigzanie w kolejnych krokach czasowych: ¢ = Af, 2A¢ 3A¢ ...
z uwzglednieniem zadanych warunkéw brzegowych, jest przyblizonym
rozwigzaniem rownania dyfuzji. Sg nim wartosci funkcji Cw weztach.
Macierz wspotczynnikdw ukfadu B jest macierza trojdiagonalna.

~



Komentarz nt uwzglednienia zadanych warunkow brzegowych:

Jesli na obu brzegach zadane sg warunki Dirichleta, oznacza to,

ze W wektorze niewiadomych C., . znana jest pierwsza i ostatnia
sktadowa. Zatem z ukfadu tego nalezy wyeliminowac pierwsze i ostatnie
rownanie.

Postepowanie takie jest ktopotliwe poniewaz zmienia strukture uktadu.
Aby nie przeksztatca¢ macierzy ukfadu, wygodniej jest zastosowac
inny sposob uwzglednienia warunkow brzegowych.

Pierwsze i ostatnie rownanie uktadu nalezy zastgpi¢ rownaniem
wynikajacym z zadanych warunkow brzegowych, tzn. przyjmujac:
b1=1, b,=0, w = GtAD,
bym-1=0, bym=1 w = G(tHAD



W tym przypadku wektory F. i F. . znikajg, bo wszystkie ich sktadowe
Sg rowne zero.

Jesli natomiast na brzegu x = 0 zadany jest warunek typu

Dirichleta C,(%), zas na brzegu x = L warunek typu Neumanna

oC Jox = ¢,(t), pierwsze rownanie uktadu modyfikujemy jak poprzednio,
natomiast ostatnie rownanie pozostawiamy bez zmian.

Warunek Neumanna wprowadzamy do uktadu poprzez wektor F._ .,
ktorego ostatni element bedzie miat wartosc rowng ¢, (t + AL).



Przykiad rozwigzania rownania dyfuzji

1D rownanie filtracji ze swobodng powierzchnig, przy pominieciu cztonu
zrodtowego (w = 0) i po zlinearyzowaniu wzgledem wysokosci
piezometrycznej /4, mozna zapisaC w postaci liniowego rownania dyfuzji:

2 k(h, —
h_pdh_o  gdze DY
ot 8x2 H

gdzie: x, t— potozenie i czas,
h — wysokos¢ piezometryczna,
k — wspotczynnik filtracji,
h. — srednia wysokos¢ piezometryczna,
Z — rzedna spagu warstwy nieprzepuszczalnej,
1 — Wspotczynnik porowatosci efektywnej.



Prostokatna grobla ziemna oddziela dwa zbiorniki, w ktorych poziomy
wody Sg zmienne w czasie.

Wyznaczy¢ zmiany potozenia zwierciadta wody w grobli rozwigzujac
powyzsze rownanie.

Warunki graniczne:

— warunek poczatkowy
w chwili £ = 0 znane jest potozenie zwierciadta wody w grobli,

czyli A(x, t=0) = h,(x),

— warunki brzegowe
na brzegu prawym x = 0 i lewym x = L zadane sg zmiany potozenia

zwierciadta wody, czyli A(x =0, t) = ~y(t), oraz h(x = L, t) = h,(T).



grunt przepuszczalny
QC)
v 1 2 3 j M1 v |
: : : F——— : : : i—>
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grunt nieprzepuszczalny

Rys. Schemat filtracji przez groble prostokatna.



Przyjete dane:

— groble podzielono na 15 elementow, przyjmujac krok przestrzenny
Ax =1 m = const,

— porowatosc¢ gruntu wynosi z = 0,2,

— wspotczynnik filtracji wynosi £ = 1 m/h,

— poczatkowa rzedna zwierciadta wody wynosi /,(x) = H, = 3 m = const,

— zmiane zwierciadta wody na brzegu x = 0 opisuje funkcja o postaci

-

H, dla 1<1¢,
HI_HO
q dla 1>¢,

przy czym przyjeto: {, =2,5h, § =75h, H, =3,5m,



— na brzegu x = L poziom wody jest staty: A,(t) = H, = const,
— Srednia gtebokos¢ wynosi A, = 3,25 m,

— krok catkowania wynosi At = 0,025 h,

— zjawisko odtworzono dla 0 <t < 20 h.

h A
L'.

1:2-'3° 457670 8:79:10 " 11:-12:13; 14: 1516 |
0,0 "1 1 1 1 1 1 i | L- 1 1 1 1 L >
0,0 5,0 10,0 15,0 x[m]

Rys. Chwilowe uktady zwierciadta wody w grobli



Rozwigzanie rownania Laplace’a metoda elementow
skonczonych

Filtracyjny ustalony przeptyw pod fundamentem budowli pietrzace;.

> 40 m e
15 m . 13 m .
“ > >
i v g
: budowla ;
pietrzaca
H, Y ]
| | H, s
A : B :G ¥ . H_
A
E I 3m
&m Scianka /F
szczelna
C 18 m

J I

Rys. Schemat budowli pietrzacej posadowionej na warstwie gruntu



Metoda: rozwigzanie rownania Laplace’a:
o°h  o0°h

2t 2T
ox® oy

0

gdzie: x, y— wspdtrzedne przestrzenne,
h — ciSnienie piezometryczne.

Sformutowanie problemu:
 Zagadnienie brzegowe mieszane (III rodzaju)

« Znalez¢ funkcje A(x, y) spetniajaca w obszarze rozwigzania rownanie
Laplace’a, a na jego brzegach nastepujgce warunki brzegowe:
- brzeg A+B: h=H,
- brzeg G+H: A=H,
- brzeg A+], J+1, I+H, B+C, C:D, D+E, E=F, F=G: 0H/on=10



Dyskretyzacja obszaru — generowanie siatki

« Obszar filtracji pokrywamy siatka trojkatow. Trojkaty moga miec
dowolng wielkosc.

« W obszarach spodziewanych duzych gradientow funkcji /4 siatke
nalezy zagesci¢, natomiast w obszarach matych gradientow 54
mozna stosowac elementy o wiekszych wymiarach.

« Zalozenie: VA K

- elementy trojkatne (3 wezty),
- liniowe funkcje ksztattu.
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Rys. Podziat obszaru filtracji na elementy skonczone
(siatka utworzona w programie gmsh)



Aproksymacja funkcji A(x, y)
h, =Nh=N;h +N;h, +N,h,

gdzie funkcje ksztattu N(x, y) definiuje rownanie

1 .
N, (X, y)ZZF(aI +hx+cy);, =1k

e

w ktorym

- F,0znacza pole elementu,

- wspotczynniki a, b, ¢ zalezne od wspdirzednych weztdéw
elementu, obliczone sg wedtug podanych wczesniej formut.



Zgodnie z procedure Galerkina:

HFZh o, }Nd dy=0, (I=12,....M),

gdzie: F-— obszar rozwigzania,
M — liczba weztdbw w obszarze rozwigzania F~.

Wyrazenie zawiera pochodne drugiego rzedu.

Obnizenie stopienia operatora rozniczkowego - przeksztatcenie Greena:

ﬂ(a)—Jra)—jdxdy——H[zi) Zf+ Zf/) gﬁ]dxdwiwg—fds

gdzie: B- brzeg obszaru F,
n — kierunek normalny do brzegu B.



« Catka krzywoliniowa istnieje tylko dla tych elementow, ktorych jeden
z bokow lezy na brzegu B. Reprezentuje ona strumien przez brzeg
obszaru. Dla brzegow nieprzepuszczalnych jej wartosc jest rowna zeru.

« W przypadku zagadnienia filtracji rozwigzywanego metodg elementow
skonczonych bedzie o = N,oraz ¢ = A.

Warunek Galerkina:

”( athdd —jj( ;Xhu ,aayh jd dy =

__J'J' oN, oh, + N oh, dxdy+jN,ahadB=O,(|=1, 2,---,M)
OX 8x oy oy > on




Warunki graniczne:

- na czesci brzegu dana jest funkcja 5,
- na czesci brzegu pochodna tej funkcji normalna do brzegu jest
rowna zero, czyli
e na odcinkach brzegu rownolegtych do osi y obowigzuje warunek:

oh _ oh

=2
Ox on

e Na czesci brzegu rownolegtej do osi x obowigzuje warunek:



Zatem dla przyjetych warunkow brzegowych na catym obwodzie B
obszaru Fbedzie obowigzywat warunek

le—dB 0

Catke te mozna wiec poming¢ w rozwazaniach a zatem warunek
Galerkina uprosci sie do postaci:

oN, oh, oN, oh, oN, ah, 0N, oh, B
Max " oy ay]d xdy Zﬁ[ax " oy ayjdxdy—o

(I=12,---, M),

gdzie: F,— pole elementu ¢,
m — liczba elementow,
Ni(x, y)— funkcja ksztattu zwigzana z weztem /.



Catkowanie w elemencie o wierzchotkach j, joraz k

« W elemencie tym tylko 3 sktadowe wektora funkcji ksztattu, a mianowicie
N; N;oraz N, s niezerowe.

« Wszystkie pozostate funkcje ksztattu w elemencie e sg réwne zero.
Zatem dla elementu e nalezy obliczy¢ tylko 3 nastepujgce catki:

e[ oN, eh,  oN, oh, o
|,_er]{@)( Ry ay}dxdy, (I=i, j,k)




Obliczenie catki dla /= /.

_ ”FNi oh, , oN, aha}dxdy _

OX OXx oy oy
_ JFN 5 ON, & k}dxdy:
= L Ox OX oy oy
_ j{aN oN, N ONj AN, oN, h} {GN oN, N, ON;
| ox ox n Tox ax T ax ox oy oy ' oy oy
_l_@Ni aNkhk dxdy:hi” ON. ON., 8N ON. dxdly +
oy oy x x| oy o
8N 8N .
h ” ON. 8N dxdy +h J'J- ON, ON, @NI ON, dxdy.
OX 8x 6y OX OX 8y oy

j



Po podstawieniu pochodnych funkcji bazowych, ktore sa

zmiennych catkowania, otrzymuje sie:

1,1
I :hisze by 5 by +
+hy || 2; b

+hk£j_2;b

s

l

+ h

+ hy

e

1

e

‘oF

e

1

4F}

1
4F?

1
4F}

T2F

bb”dxd 4

b, +

e

]”a’xd ¥

e

biby, [ [ ddy +
F

1

1

2F,

C. c. | dxdy +
Y R

dxdy +

1

4F}

4F2

4F}

c; ¢, |dxdy =

C;C; ”dxdy +

e

”dxdy +

c,Cp, ”dxdy

e

state wzgledem



Poniewaz j dxdy =
F

e

to ostatecznie catka 7, jest rowna:

1 1
I :F(bb +c,c;)h; +4—(b +cicj)hj+ﬁ(bibk +c;cp )hy

e 6 e

Analogiczne postgpowanie dla Ny(x, y)oraz N(x, y) daje wynik

[j:E(bb'FCC)h +:(b +CC)h +:(b bk+C Ck)hk
Ooraz
1, :F(bkb +cc;)h; +4—(bkb +cpc;)h; +—(bkbk +ccp)hy

e 6’



Stosujgc notacje macierzowg wynik catkowania zapisujemy nastepujgco:

”FN oh, , oN f;r; }dxdy:Aeh

OX OX
1 i J k M
h1
i Aii Aijj Aik hi
J Aji Ajj Ajk x| h
k Aki Ak, Ak k h,
M h,




Elementy macierzy A, sg zdefiniowane nastepujgco:

1 1 1
A4;; = E(bibi tcc;) A= T (bib; +cic;) Ay = E(bibk +c¢;¢p)
e e e
1 1 1
A;; :E(bjbi +c;c;) A :E(bjbj tcic;) Ajy :F(bjbk +c;ch)
1 1 1
Ak,i :E(bkbl +Ckci) Ak,j :F(bkbj +Ckcj) Ak,k :E(bkbk +Ckck)

A, jest macierzg symetryczng!



W podobny sposob oblicza sie catki dla kazdego elementu e= 1, 2, ...
Po podstawieniu do ogodlnej formuty otrzymamy

3 ON oh, ON oh 4
a aldxdy=>» (A.h)=0
;m@x x "oy ay} =2 AN

e

Zsumowanie rezultatow catkowania w kazdym elemencie:

Ah=0

m
gdzie A = Z A,
e=I
Jest to ukfad algebraicznych rownan liniowych.
Macierz A, podobnie jak jej sktadowe A,, jest macierzg pasmowg
| symetryczng.



Do ukfadu nalezy wprowadzi¢, przyjete na etapie formutowania
problemu rozwigzania, warunki brzegowe typu Dirichleta.

« Warunek typu Dirichleta oznacza, ze w weztach lezagcych na brzegu
obszaru znane sg wartosci funkcji 4. Oznacza to, ze w wektorze h znane
sg te jego sktadowe, ktdre odpowiadajg weztom brzegowym. Zatem
z uktadu nalezy wyeliminowa¢ wymienione sktadowe, jak i odpowiadajace
im rownania.

- Postepowanie takie jest ktopotliwe, gdyz zmienia strukture uktadu réwnan.
Z tego powodu wygodniej jest zastosowac inny sposob uwzglednienia
warunkow brzegowych, niewymagajgcy zmiany macierzy A i wektora h
(Zienkiewicz, 1972).



Wybor metody rozwiazania ukiadu rownan algebraicznych:

- ze wzgledu na zwykle duze rozmiary ukfadu oraz duzg szerokosc
pasma jego macierzy wspotczynnikow, do rozwigzania stosuje sie
metody iteracyjne.

- metody doktadne mogg by¢ rowniez bardzo efektywne pod warunkiem
uwzglednienia symetrii macierzy wspotczynnikow oraz zastosowania
takiego algorytmu rozwigzania, ktory bedzie operowat jedynie
niezerowymi elementami macierzy.



Przykiad obliczen

Przeptyw filtracji ustalonej pod budowlg pietrzacg z dwoma Sciankami
szczelnymi — wyznaczenie rozktadu cisnien.

40 m .
< >,
’ 15 m e 13 m " W
A ' / H
h=H,
18 m
dh/dn=0
dh/dn=0
dh/dn=0
\ .
J I

Rys. Obszar rozwigzania rownania Laplace’a i przyjete warunki brzegowe



* Przeptyw ustalony pod jazem z dwoma Sciankami szczelnymi,

« Wysokos¢ nadcisnienia od strony wody gornej H,=5 m, od strony
wody dolnej H,=0 m,

» Grunt jednorodny, wspotczynnik filtracji k=k,=k,=0.0001 cm/s,

« Wymiar obszaru 18 m x 40 m, fundament zagtebiony na 1.0 m,
Scianki o grubosci 0.25 m zagtebione na 8 m oraz 3 m.



[w] A

Rys. Rozktad cisnien A(x,y) pod budowlg pietrzaca
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Rownanie Laplace’a mozna takze wykorzystac do wyznaczenia rozktadu
funkcji pradu:

o’y 0w inie
o T oy? =0 ekwipotencjalne
e,
gdzie: x, y— wspdtrzedne przestrzenne, =
w — funkcja pradu. e
W
Sformutowanie problemu: i e
I\ \ N
Znalez¢ funkcje w(x, y) spetniajaca w obszarze Ll h \linie pradu

rozwigzania rownanie Laplace’a, a na jego
brzegach nastepujgce warunki brzegowe:

— odcinek brzegu A=B, G+H: Jyw /6n =0,
— odcinek brzegu B-=-C, C:D, E=F, F-G: yv=1,
— odcinki brzegu H+I, I+], A+J: w=0.



Przykiad obliczen

Przeptyw filtracji ustalonej pod budowlg pietrzacg z dwoma Sciankami
szczelnymi — wyznaczenie rozktadu funkcji pradu v.

40 m ,
< >
, 15 m e 13 m .
: E d¥/dn=0 E
: ! 'H
A A
\
V=1 C 18 m
¥=0 LP:O
¥=0
\ .Y
J |

Rys. Obszar rozwigzania rownania Laplace’a i przyjete warunki brzegowe
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Rys. Rozktad funkcji pradu w(x, y) pod budowlg pietrzaca



