Analiza doktadnosci i stabilnosci
numerycznego rozwigzania



Zbieznos¢é

» Zbieznosc jest podstawowg cechg kazdej metody numerycznej
stosowanej do rozwigzywania rownan rozniczkowych czgstkowych

* Metoda zbiezna: w miare redukowania wymiarow siatki weztow
rozwigzanie przyblizone zmierza do rozwigzania doktadnego

Warunek zbieznosci:

f'— f(x;,t,), gdy Ax,At—0

gdzie:

fn — przyblizona wartosc funkcji f w wezle (j, n)

f (X, t,) — doktadna wartosc funkcji f w wezle o wspotrzednych (x;, t,)
AX, At — wymiary siatki weztow

» Stwierdzenie, intuicyjnie oczywiste, zwykle trudno wykazac teoretycznie



» Bfad rozwigzania — roznica pomiedzy doktadnym rozwigzaniem réwnania
rozniczkowego czgstkowego a doktadnym rozwigzaniem uktadu rownan
algebraicznych:

S f(xj,tn)— fy

- Btagd rozwigzania w wezle ( j , n ) zalezy od doktadnosci aproksymacii
tzn. od wymiarow siatki Ax | At oraz od pochodnych wyzszych rzedow
pominietych w trakcie aproksymac;ji

Zadanie:

Rozpatrzmy réwnanie adwekcji rozwigzane schematem ,,up-wind”
dla danych jak poprzednio.

Startujgc z Ax =100 m i 4t =100 s, co daje C_=0.5, siatke weztow
systematycznie zageszczamy w taki sposob, aby zachowac statg
wartosc liczby Couranta.



f/f, A

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

X= x=5000 m

exact
solution

AX=5m
AX=12.5 m

AX=25m
AX=50 m

AX=100 m

t[s]
| 1 | 1 | i | i | 1 >

0 3600 7200 10800 14400 18000

Rys. Wptyw zageszczania siatki weztdw na doktadnosc rozwigzania
rownania adwekcji schematem ,,up-wind” przy C, =0.5



Whiosek:

« Schemat ,,up-wind” jest zbiezny poniewaz w miare redukcji
wymiarow siatki btgd rozwigzania systematycznie maleje.

» Zbieznos¢ metody numerycznej zostata wykazana w sposob
eksperymentalny - jesli otrzymywane rozwigzanie jest coraz
blizsze rozwigzaniu doktadnemu, to uzasadnione jest wnioskowanie
0 zbieznosci zastosowanej metody numerycznej.

» Warunek stosowania metody — znajomosc¢ rozwigzania doktadnego
rownania

* Rozwigzujgc zagadnienia inzynierskie zwykle rozwigzanie dokfadne
rownania nie jest znane. Z tego powodu zbieznos¢ metody
numerycznej wykazuje sie w sposob posredni.

W tym celu wykorzystuje sie twierdzenie Laxa.



Twierdzenie Laxa:

Dla liniowego zagadnienia poczagtkowego metoda numeryczna,
ktora jest:

e Zzgodna
* stabilna

jest metodg zbiezna.

zgodnos¢ + stabilnos¢ = zbieznos¢

Twierdzenie Laxa jest bardzo uzyteczne poniewaz stosunkowo fatwo
dowodzi sie zgodnosci i stabilnosci metody numeryczne,;.



Zgodnosc

e Metoda numeryczna jest zgodna, jesli w kazdym wezle rownanie
algebraiczne aproksymujgce rownanie rozniczkowe jest z nim zgodne,
gdy Ax - 0i At — 0.

e Proces badania zgodnosci metody numerycznej przebiega odwrotnie
do procesu aproksymacji — wartosci weztowe funkcji wystepujace w
aproksymujgcym rownaniu algebraicznym zastepuje sie rozwinieciami
w szereg Taylora wokot wezta w ktorym wykonuje sie aproksymacie.



Analiza zgodnosci schematu up-wind

Rownanie adwekcji

aproksymuje nastepujgce rownanie algebraiczne

n+1 n n n
T Nl T
At AX

Funkcje dwoch zmiennych f (X, t ) rozwijamy w szereg Taylora:

< 1] % ZA%
f(X+AX,t+A) = (X, )+ > — | AX—+At— | (Xt
et 00 = 1060+ Lo Dot | 160



czyli:

f(x+Ax,t+At)=f ' ax +Ataf +
OX| ; ot |
2 2 ~2¢ [N 5 n
Ax@f +Ataj +Ax-Ataf L
2 oX° 2 ot 5X8'[J.

| wyznaczamy wartosci funkcji f w weztach (j, n +1) oraz (j- 1, n):

2 ~A2¢ |0
8t 2 ot
n 2 2 n
fro=fr o A OT
axj 2 OX




Wstawiamy je do rownania aproksymujgcego rownanie rozniczkowe:

\Ax o2t
2 OX°

of "
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AX, ‘&x

Po uproszczeniu otrzymujemy:

of of U-Axo*f Ato°f
—+U = —+
ot ox 2 oX 2 ot

Rownanie to obowigzuje w wezle (] ,n ) — dla uproszczenia zapisu
iIndeksy zostaty pominiete.



Ogolniej: b oud ZR(t)
ot OX
Ato*f U-Axo°f At* &°f U-AX® 0°f

+ +
2 ot’ 2 ox* 6 ot 6 ox°

gdzie R(f)=-

Czton R (t ) wynika z btedu obciecia i zalezy od zastosowanej metody
rozwigzania. Mozna oczekiwac, ze R (t ) bedzie zanikac przy wymiarach
siatki weztow zmierzajgcych do zera.

Fakt ten potwierdza postac tego cztonu z ktérej wynika, ze

jesli Ax > 0iat—->0toR(f) >0

W konsekwencji rownanie zmodyfikowane przez schemat ,,up-wind:
staje sie oryginalnym réwnaniem adwekcji.

|ldentyczne podejscie pozwala zbada¢ zgodnos¢ dowolnego schematu
numerycznego.



Stabilnosc:

Metoda numeryczna jest stabilna jesli matym zmianom danych
wejsciowych odpowiadajg mate zmiany wynikow.

Metoda stabilna wyttumia przypadkowe btedy obliczen nie
dopuszczajgc do ich kumulaciji.

Metoda w ktorej btedy obliczen majg tendencje do kumulowania sie
jest metodg niestabilng.

Objawem niestabilnosci s gwattowne oscylacje rozwigzania, ktore
w przypadku rownan powodujg zatamanie obliczen.




Podziat metod:
a) absolutnie stabilne
b) warunkowo stabilne

c) absolutnie niestabilne

Ad.a

Nie ma ograniczen na wymiary siatki z powodu stabilnosci
rozwigzania numerycznego.

Ad.b

Jest ograniczenie wymiarow siatki z powodu stabilnosci rozwigzania
numerycznego.

Ad.c
Nie mozna uzyskac stabilnego rozwigzania numerycznego.



Badanie stabilnosci schematoéw numerycznych

 Analize stabilnosci mozna przeprowadzi¢ metodg macierzowq
(szczegoty — Computational techniques for fluid dynamics
(Fletcher 1991).

» Metoda najbardziej popularna — metoda Neumanna.

Numeryczne rozwigzanie jest przyblizeniem doktadnego rozwigzania
rownania rozniczkowego czgstkowego. Zatem zawsze wystgpi roznica:

Ef= f(x,t,)—f"

gdzie: Ef" — bfad rozwigzania w wezle (j, n)
f (x; t,) — doktadne rozwigzanie w wezle (j, n)
fi" — przyblizone rozwigzanie w wezle (j, n)

Btad ten wprowadzany jest w kazdym wezle (j, n) () =1,2,3, ..., M
orazn =0,1,2, ...)



« W metodzie Neumanna btedy w weztach na poziomie n rozwija sie
w skonczony szereg Fouriera.

* O stabilnosci bgdz niestabilnosci wnioskuje sie badajgc zachowanie
pojedynczej sktadowej szeregu przy przejsciu z poziomu czasu h na
poziom n +1.

Szereg Fouriera pozwala wyrazi¢ btgd w wezle x; w nastepujacy sposob:

K
n__ n ~i-k-m-j-Ax
E j_kZ;‘Ak e

gdzie: = 2,3, ..., M —indeks wezta
| = (-1)¥2 — jednostka urojona
n —indeks poziomu czasowego
k —indeks sktadowej Fouriera
m — liczba falowa
AX — przestrzenny wymiar siatki
A."— wsp. Fouriera (amplituda sktadowej k na poziomie czasu n)
K —indeks o skonczonej wartosci



Przykiad: Réwnanie adwekcji rozwigzane schematem ,,up-wind”

Schemat ,up-wind” zapewni stabilne rozwigzanie liniowego réwnania
adwekcji tylko, gdy liczba Couranta < 1.

C, <1

Wymaganie to ogranicza maksymalng wartosc kroku catkowania w
czasie A4t, ktory mozna zastosowac dla danego kroku przestrzennego Ax.

At<
U

Schemat ,,up-wind” jest schematem warunkowo stabilnym



Rozwigzanie rownania adwekcji metodq roznic
skonczonych

e Rozpatrujemy réwnanie adwekdji

ngCg:O
ot OX

z C = const i z wczesniej zdefiniowanymi warunkami poczatkowo —
brzegowymi

e Obszar rozwigzania 0 <x <L i t> 0 pokrywamy siatkg o wymiarach

AX x At AX
i _
fl = f(xt;)
i1 4 At At krok czasowy
t A A A A A I A X Kkrok przestrzenny
| % % Y % % Y




e Metoda roznic skonczonych - schemat "upwind" (pod prad):

fkj+1 _ fkj i fkj _ fkj—l 0
At AX
e Niewiadoma jest fJ*
fit=c,-fl,+@1-C,) f/ c _C-At Jiczba Couranta
Ke123 M " Ax  (adwekcyjna)

e wlasciwosci numeryczne schematu ,,upwind”

- schemat warunkowo stabilny

- przy C, = 1 zapewnia doktadne rozwigzanie rownania adwekdji
- przy C, > 1 jest niestabilny

- przy C, < 1 generuje dyfuzje numeryczng




Przykiad

Rozwigzanie rownania adwekcji metoda rdznic skonczonych

e dane
— kanat prosty o statym spadku dna i statych przekrojach
— C=0.5m/s
— warunek poczatkowy - rozktad Gaussa o parametrach
s=264m, m= 1400 m
— warunki brzegowe: f(x=0, ) =f(x=L— o0, =0dlat=0



Rozwigzanie rownania adwekcji ze statg predkoscig dla réznych C,

t=9600 s

I
o

f t

C=1 (rozwiazanie doktadne)
—

Do —
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Analiza doktadnosci rozwigzania

* Funkcje f (x, t) rozwijamy w szereg Taylora w otoczeniu wezta (x,, t)):

+ﬁ—gfi

j

j
k

- of
f(x1)= fk’+(x—xk)& étk+
(x—x, } &%f/ t-t,f o2 o*f |’
—x M-t F—
T 8x2k+ 2 8t2k+(x ) ‘8xatk+

i wyznaczamy wartosci funkcji f w weztach (k, j +1) oraz (k- 1, ):

J 2 A2
fkj+1:fkj+Ati +A_’[8! 4.
ot 2 o’
j 2 A2¢])
fkj—lszj_AX@ "‘AX 6]; T
OX|, 2 OX°|




e Wymienione zaleznosci wstawiamy do rownania aproksymujacego

fkj+1 _ fkj L fkj _ fkj—l _
At AX

0

e Po uproszczeniu i przeksztatceniach otrzymujemy tzw. rownanie
zmodyfikowane:

of of 0’ f
—4+C—=v,——+---
ot OX OX?

, . ) . C-Ax
v, - wspotczynnik dyfuzji numerycznej Vi = 5 (1—Ca)




Rownanie adwekdji Réwnanie adwekcji
zmodyfikowane

of of

2 ~4CZ==0
A *Co
ot OX OX?

Dodatkowy czton dyfuzyjny reprezentuje wptyw cztonow drugiego
rzedu zaniedbanych w trakcie aproksymacji ilorazami roznicowymi -
jest on efektem obciecia szeregu Taylora

Efektem btedu wprowadzonego na etapie aproksymacji rownania
adwekgcji jest obecnos¢ w rozwigzaniu sztucznej dyfuzji (numerycznej
dyfuzji) objawiajgcej sie sptaszczeniem fali




Dyfuzja numeryczna zalezy od liczby Couranta C,, czyli od wymiarow siatki

~ C-AX _C-At

AX

1

Vv, (1-C,) C.

4 v,=0, gdy C, =1 — rozwigzanie doktadne

Qv <0,gdy C,>1— schemat jest niestabilny, gdyz dla rownania
of of 0? f
—+C—=-v,—
ot OX OX?

nie mozna uzyskac rozwigzania

d v, >0, gdy C, <1 — schemat jest stabilny, gdyz problem rozwigzania

rownania: of of 02 f
—+ = Vn -
ot OX OX?

jest poprawnie sformutowany - rozwigzanie uzyskamy zawsze, lecz
bedzie ono obarczone btedem dyfuzji numerycznej



Wartosci wspotczynnika dyfuzji numerycznej generowanej przez
schemat "upwind" przy C = 0.5 m/s i Ax = 200 m:

4‘ =0
1.0

05—

0.0

C, 0.25 0.50 0.75 1.00
v, [m?/s] || 37.5 25.0 12.5 0.0
=9600 s

C=1 (rozwigzanie doktadne)

L8

2.0




Rozwigzanie rownania adwekcji schematem
Cranka — Nicolsona

e Schemat zapewnia wiekszg doktadnos¢ aproksymacii (doktadnosc
IT rzedu wzgledem x oraz t)

AX AX
g X 1 _
a o IAt 12
L1 P
IAt 2
t >
X-1 Xy X+1
. 1/ . .
/
fkj+1 . fkj fijillz _ fkj+1/2 fkil ‘= E(fkjﬂ + fkﬁl)
+ -1 _
+C =0 1

Al 24 17 =5 (e 1)



e Po podstawieniu otrzymujemy:

fl<j+1_f|<j C j j+H j i+ | _ _
o (R ) -(fL+ ) [=0 k=123, M

e Powyzszy schemat modyfikuje rownanie adwekcji do postaci:

of of 0% f o° f
—+C—=v,—+ & —+
ot OX OX? ox®

Vo =0 | &= wspbtczynnik dyfuzji numerycznej

_C-Ax

En = (Ca +2) ¢== wspotczynnik dyspersji numerycznej

o schemat Cranka - Nicolsona nie generuje dyfuzji numerycznej (jest
niedyssypatywny)

e jest on zawsze dyspersyjny gdyz dla dowolnej liczby Couranta C,
g, # 0, czyli wystgpiq oscylacje numeryczne




Poroéwnanie rozwigzania rownania adwekcji metoda Cranka — Nicolsona
dla C, = 0.25 z rozwigzaniem doktadnym

fA
v t=0 t=9600 s
0.5
/ \
~ \
-~ / / /
0.0 4 - A —t
7/ \ ¢ % (/ ‘\ /
/
\ & .
X|km]
. l ! ! r >
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0

Dyspersyjnos¢ schematu powoduje powstawanie w rozwigzaniu
niefizycznych oscylagji




Btad amplitudowy i btgd fazowy metody numerycznej

« Rownania rozniczkowe czgstkowe typu hiperbolicznego (jak np.
rownanie adwekcji) nie zawierajg zadnego mechanizmu dyssypaciji.

« Rozwigzanie ma postac fali o okreslonej amplitudzie i predkosci propagacii.

» Jest sprawg zasadniczg, aby w trakcie numerycznego rozwigzywania
takich rownan metoda numeryczna nie zmieniata ani amplitudy ani
predkosci fazowej fali.

Wobec tego metoda rozwigzania nie powinna wprowadzac¢ do rozwigzania
ani sztucznej dyssypacji ani sztucznej dyspersii.

Metoda dyssypatywna — metoda generujgca sztuczng (numeryczng)
dyssypacije.

Metoda dyspersyjna - metoda generujgca sztuczng (numeryczng)
dyspersje.



Efekty:

* Metoda dyssypatywna wywotuje niefizyczne wygtadzanie rozwigzania

* Metoda dyspersyjna wywotuje niefizyczne oscylacje rozwigzania

* Numeryczna dyssypacja i dyspersja powodujg, ze numeryczne
rozwigzywanie rownan hiperbolicznych jest znacznie wiekszym
wyzwaniem niz rozwigzywanie rownan eliptycznych.

* Dotyczy to rowniez rownan parabolicznych zawierajgcych cztony
adwekcji jak np. rownanie transportu adwekcyjno - dyfuzyjnego.

* Obydwa zjawiska, majgc geneze numeryczng, muszg by¢ badane z
wykorzystaniem odpowiednich analiz numerycznych.
np. za pomocg metody rownania zmodyfikowanego



Rownanie zmodyfikowane

of of 0° f 0° f
—+C—=v, +En——+
ot Ox OX*

" ox?
* Rownanie zmodyfikowane umozliwia ocene dyssypatywnych i

dyspersyjnych witasciwosci schematu

 Jego cztony z pochodnymi rzedu parzystego zwigzane sg z dyssypacja,
zas z pochodnymi rzedu nieparzystego - z dyspersjg

» Pierwszy wyraz prawej strony rownania zmodyfikowanego bedzie
decydowat o rodzaju btedu dominujgcego w rozwigzaniu

Pochodna nieparzysta - schemat dyspersyjny
Pochodna parzysta - schemat dyssypatywny

Najnizszy rzad parzysty - proces dyfuzji numerycznej.

Zaleznie od dominujgcego cztonu w btedzie obciecia:
- albo wygtadzenie rozwigzania
- albo oscylacje rozwigzania



Efekty szczegdlnie wyrazne przy duzych gradientach funkg;ji f.

Skrajna sytuacja - propagacja frontu koncentracji lub temperatury:

f 4 P

100 --«VAQAVAVDVAVA:»VAVDVDVAN
\
0,75 - \\
rozw. dokfadne
————— rozw. z dyfuzjg num.
0.50 — rozw. z dyspersjg num.
0,25 -
0,00 | | ! | >
0 10 20 30 40 50 x[m]

Rys. Przyktad rozwigzania rownania adwekcji w przypadku wystepowania
duzych gradientow funkcji f



» Metoda rozwigzania niedyssypatywna - w rozwigzaniu pojawig sie
oscylacje.

» Metoda eliminacji oscylacji - wprowadzenie dyfuzji numerycznej.
Jesli jest ona wystarczajgco intensywna — oscylacje znikajg.
Jednoczesnie redukowane sg gradienty funkcji f (front jest wygtadzany).

» Jesli funkcja f zawiera bardzo duze gradienty, niefizyczne oscylacje
rozwigzania wystgpig nawet wtedy, gdy schemat numeryczny jest
umiarkowanie dyssypatywny.

» Efekty dyssypatywnosci i dyspersyjnosci metody nie wystepujg
jednoczesnie.

* Problem generowania dyfuzji numerycznej jest niezalezny od
wymiarowosci zagadnienia.

Dla zagadnien 2D i 3D zamiast wspotczynnika dyfuzji pojawia sie tensor
dyfuzji numerycznej i tensor dyspersji numeryczne,j.



Rownanie adwekcji-dyfuzji

e Przy C =consti D = const rownanie fali dyfuzyjnej mozna rozwigzac
analitycznie dla szczegolnego zestawu warunkdéw poczatkowo -

brzegowych: Q(x,t=0)=0 dlax>0

Q(x=0,t)=3(t)
Q(x=Lt)=0 przyL—>

e W takim przypadku rownanie adwekcji-dyfuziji:

2
R,eR_5I_y
ot OX OX

ma nastepujgce rozwigzanie analityczne (dla x > 0):

1 X (Ct—xJ
Q(X’t)_zﬁt3’2 eXp( 4Dt ]




Rozwigzanie réwnania adwekcji-dyfuzji dla C=0.5 m/s oraz D=0.25m?/s

0.010

0.008

0.006

Qm3s]

0.004

0.002

0.000

A Q(x=0,t=0) = 5(t)

)/

t=1200 s

/\

t=2400 s

t=3600 s

0 500

Obowigzuje warunek:

1000
X [m]

TQ(X, t)dx =1

1500

>
2000



Numeryczne rozwigzanie rownania adwekcji - dyfuzji

e Rozpatrzmy najprostszy przypadek transportu opisany liniowym
rownaniem adwekgcji - dyfuzji bez cztonu zrodtowego:

of _of ot

obszar rozwigzania:
5+C&—D8X2—O 0<x<L,t20

C =const predkosc¢ kinematyczna
D =const  wspotczynnik dyfuzji

* Przy C = consti D = const rownanie fali dyfuzyjnej mozna rozwigzac
dla szczegolnego zestawu warunkow poczatkowo - brzegowych:

Q(x,t=0)=0 dlax=>0

Q(x=0,t)=0 ()
QXx=L1t)=0 przyL—>



Do rozwigzania numerycznego rownania adwekcji - dyfuzji nalezy
podchodzi¢ z duza ostroznoscig ze wzgledu na mozliwos¢ popetnienia
duzych btedow

Rownanie transportu jest efektem superpozycji dwdch procesow o
roznej naturze fizycznej: adwekcji i dyfuzji

W kazdym konkretnym przypadku ich udziat w procesie transportu moze
by¢ rézny

Proporcje pomiedzy przenoszeniem adwekcyjnym a dyfuzyjnym definiuje
liczba Pecleta:

Col C - predkosc¢
P=—"_ D - wspotczynnik dyfuzji
| - linlowy wymiar charakterystyczny

W obliczeniach numerycznych | = Ax, zatem:
p_ C AX
D



o Zakres zmiennosci liczby Pecleta:
Pe <O, + oo)

e P=0gdyC =0 — czysta dyfuzja

2
oA o
ot OX

=0 typ paraboliczny

e P=o00gdyD =0 — czysta adwekcja

i+(§§:0 typ hiperboliczny
ot OX
e Trudnosci pojawiajg sie w trakcie rozwigzywania zagadnien
przenoszenia, w ktorych dominuje adwekcja, tzn. przy duzych

liczbach Pecleta - wowczas w rownaniu dominujg wiasnosci
hiperboliczne

, of
e Zrddtem problemow numerycznych jest czton: C—

OX



concentration concentration

concentration

D =0.002m?/s, P=5.0

t=6000 s

T i ol
40. 80. 120. 160. 200.

distance [m]

D=0.02m?s, P=0.5

— T
40. 80. 120. 160. 200.

distance [m]

D =0.2 m?/s, P =0.05

T 5 x,,
40, 80. 120. 160. 200.

distance [m]



Przy P < 2 dobrg jakoSC rozwigzania zapewniajg nawet schematy
niedyssypatywne

Obecnosc cztonu dyfuzyjnego poprawia warunki rozwigzania, jednak
wpltyw btedu dyspersji numerycznej na jakos¢ wynikow zanika
dopiero przy znaczacym przenoszeniu dyfuzyjnym

Mechanizm fizycznej dyssypacji, ktorg reprezentuje czton dyfuzyjny,
musi byC na tyle silny, aby wygtadzit oscylacje wywotane
ewentualng dyspersjg numeryczng generowang przez aproksymacje
cztonu adwekgji

W przypadku przeciwnym nalezy w sposob kontrolowany
wprowadzi¢ mechanizm dyssypacji numerycznej




Rozwiazanie rownania adwekcji - dyfuzji przy silnej i stabej dyfuz;ji

Cc
(a) ﬁ)“ t=0 - h.)
9
8 ‘ :
7
t=9,600s . .
s silna dyfuzja D=10 m?/s
5 . . .
s -silne ttumienie
x -brak oscylacji
1
X, M 0 100 2600 100 4000 4600 500 6400 7200 X, M
-1
. D = 10 m*/s (107.6 ft /s)

ey (d)
t=0
’: t=9,600s
: staba dyfuzja D=1 m?/s
5 - stabe ttumienie
: - pojawiajg sie oscylacje

. D =1m?/s (10.8 ft*/s)



e Rownanie adwekgji - dyfuzji mozna rozwigzac:

— bezposrednio aproksymujgac metoda roznic lub elementow
skonczonych

— wykonujgc dekompozycje wzgledem procesow

e Rozwigzanie metodg roznic skonczonych

— do aproksymacji cztonu adwekcyjnego nalezy stosowac iloraz
roznicowy wsteczny, przedni lub centralny, zas czton dyfuzyjny

aproksymuje sie ilorazem roznicowym centralnym o doktadnosci
ITI rzedu:

2f  fu—2f + fis

~

OX? (Ax)’

— przyjety sposob aproksymacji pochodnej wzgledem czasu
decyduje o typie schematu (jawny, niejawny)



e Schemat jawny z roznicg wsteczng

t | —AX Lo AX af
J+1 T ot
} At af
I T / ox
| T | > 82 f
(1 ¢ 41 X oX*
£l =1 e f— ) D fla—21)+ ) _
At AX (Ax)’
— kryterium stabilnosci dla schematu jawnego:
C,<1 C, < L
2
C-At 2
C, = | Ax (Ax)
a __, |At<min ,
AX ( 2D
C, = D - At

AX?



Przykiad

— kanat prosty o statym spadku dna i statych wymiarach, stata predkosc:
C=0.01m/s

— warunki poczatkowe:
t=0 f(xt)=0, x>0

— warunki brzegowe:
x=0 f(xt) {

x=L—>ow f(xt)=

la

0 dla t=0
1 dla t>0
0

— rozwigzanie analityczne:

f(xt)—lerfc x—Ct +1exp(gjerfc x+Ct
27 Japt ) 2 D J4Dt




Zaprezentowany schemat generuje dyfuzje numeryczng, ktorej
wspotczynnik jest rowny:

_C-Ax—-At-C?

- 2

Vn

— przy Ax=100m, C=1m/s, At =50 s

v, = 25 m?/s

— w kanale o gtebokosci #=2 m, spadku s=0.00013 wspotczynnik dyfuzji
fizycznej podtuznej wg Fischera wynosi:

D=250-H-U"=250-H-/g-H-s

D =27 m?/s

Btad numeryczny generowany przez schemat jest porownywalny
z efektem dyfuzji fizycznej w procesie transportu !!!




Metody catkowania w czasie rownania rozniczkowego
a doktadnosc rozwigzania

Dwa etapy dyskretyzacji:

= | etap - dyskretyzacja przestrzenna
= ]I etap dyskretyzacja czasowa

W MOS na poziomie dyskretyzacji przestrzennej w celu
wyeliminowania (wygtadzenia) niefizycznych oscylacji zwigzanych
Z nieciggtosciami wprowadza sie do rozwigzania (w sposob Scisle
kontrolowany) dyfuzje numeryczng

- najwyzsza dokfadnosc II rzedu w obszarach rozwigzania gtadkiego
(np. schemat Laxa- Wendroffa)

- dokfadnosc I rzedu w obszarach wystepowania nieciggtosci (np.
schemat pod prad),wprowadzenie maksymalnej dyfuzji numerycznej



fA

1,00_.‘%%%%@%5@‘][\ [
u\

0,75 -

\

rozw. dokfadne
————— rozw. z dyfuzjg num.

0.50 — rozw. z dyspersjg num.

0,25+

0,00 | | | | >
0 10 20 30 40 50 x[m]

Rys. Przyktad rozwigzania rownania adwekcji w przypadku wystepowania
bardzo duzych gradientow funkciji f (lub jieciggtosci)



Pétdyskretyzacja rownania adwekcji (dyskretyzacja przestrzenna)

ou _ou Ju. _ur—u"
—+C—=0 ~ P-l—C J J-1
ot OX dt AX

JXax Uy = XU, + (- X)U

j

Xy

Dyskretyzacja przestrzenna rownania wprowadza bfad
zalezny od doktadnosci aproksymac;i

Analiza doktadnosci procesu potdyskretyzacji rownania adwekcji

Roéwnanie zmodyfikowane

, wspotczynnik dyfuzji numerycznej
ouU oU oU
— +C—==v,

1
ot OX OX* v, = CAX (E — X j




Metody catkowania w czasie

Jawny schemat Eulera (doktadnos¢ I-go rzedu)

ur=ui-c—(uj-uj,)

Ax(

Metoda Rungego-Kutty (doktadnosc¢ II-go rzedu)

* n At n n n+ n
ujzuj—cm(uj—uj_l) ujlzuj—cAX(

Niejawny schemat trapezowy (doktadnosc¢ II-go rzedu)

U] =07 -C [ (U] -Uf)+ (U7 -Up2)



Analiza dokladnosci procesu aproksymacji rownania adwekcji
dla schematu ,,skrzynkowego” MRS

N4+ n n+ n n+1 n+1
Ui—ll_Ui—l n Uj—ll_U' (UJ -Uj; )

ur-u’
= (1-X) - = +C|(1-9) 9(‘ ) 0

_|_ =
AX AX

X

X — dyskretyzacja przestrzenna,
6 — dyskretyzacja czasowa (wybor metody catkowania w czasie)

Roéwnanie zmodyfikowane

oU oU o°U gdzie: v— wsp. dyfuzji numerycznej:
—} — =V
ot ox  oX° V=V, +V,
Dyskretyzacja przestrzenna Dyskretyzacja czasowa

1
Ve :CAX(E—XJ v, =C2At(6’—%j




v=cax 5-x |cia 0-2]
2 2

Dla X=0 wprowadzamy maksymalng dyfuzje numeryczng - doktadnosc¢ I-go rzedu
ze wzgledu na dyskretyzacje w przestrzeni (np. schemat pod prad)

6=0 =——=> schemat Eulera (metoda I-go rzedu)

Vi :CAX(%—O)+C2A'[(O—%) > |, :%CAX(].—C%)

6=1/2 =—=> schemat trapezowy (metoda ll-go rzedu)

1
v, =CAXG—OJ+C2At(%—%) = [V, =V, =§CAX




WNIOSEK

schemat Eulera (metoda I-go rzedu)

v, = %CAX(l—C%)
X

schemat trapezowy (metoda ll-go rzedu)

V, =%CAX

|

1_C£j<1 ——> Zawsze V, <V,

AX

jegli 0 <

Zawsze

X < 0.5 to metoda Eulera I-go rzedu generuje
mniejszg dyfuzje numeryczng niz schemat

trapezowy ll-go rzedu




TEST NUMERYCZNY
Poréwnanie rozwigzan metody Eulera i trapezowej (TR) dla X=0

Kanat prostokgtny pryzmatyczny: C = 0.5 m/s, Ax =10 m
W chwili poczgtkowej t = 0 fala ma ksztatt krzywej Gaussa
Na brzegu lewym x = 0 zadano warunek U, =0.5m/sdlat>0

liczba Couranta

At
4 Cr=C—
1.6 - t=0h t=2h AX
At=20s
At=10s At=5s
14 At=5s At=10s Euler TR
At=20s
At[s] | C.[-] v, v,
12 [m2/s] [m?/s]
g 5 0.25 1.87 2.50
l |
> doktadne 10 0.5 1.25 2.50
TR (Il rzad) 20 | 10 | 000 2.50
0.8 1 ——  Euler (I rzad) ' ' '
0.6 -
0.4 T T T T T T T >

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000



