ROZWIAZYWANIE UKLADOW ALGEBRAICZNYCH

ROWNAN LINIOWYCH

1) Wprowadzenie

Typowy problem pojawiajgcy sie w trakcie rozwigzywania wielu
zagadnien. Ocenia sie, ze rozwigzywanie uktaddéw rownan liniowych
wystepuje w ok. 75% wszystkich zagadnien naukowych i
technicznych.

Czesta koniecznos¢ rozwigzywania uktadow réwnan liniowych
zaowocowata opracowaniem licznych metod, a takze

wprowadzeniem wielu ich realizacji do bibliotek wykorzystywanych
przez komputery.



Rozpatrzmy ukfad 1 rownan liniowych z 7 niewiadomymi
n
Z aIJ'XJ:bI, |:1, 2,...,n
j=1

gdzie: a;— wspotczynniki uktadu,
X; - hiewiadome,
b; - wyrazy wolne.
Uktad ten wygodnie jest zapisa¢ w postaci macierzowej:

AX=B



ay  dpp ayy, X1 by

a a a X9 bz
A=| 2 22 .2” X=<5 "¢+, B=< "}

_anl anz e ann | \xn) \bn)

gdzie: A jest macierzg kwadratowg n -tego stopnia, ztozong
ze wspotczynnikéw uktadu,

X jest wektorem kolumnowym reprezentujgcym
niewiadome,

B jest wektorem prawych stron rownan lub kolumnag
wyrazow wolnych

Zatozenie:
macierz A i wektor B s3g rzeczywiste, a uktad rownan ma
rozwigzanie.



2) Typy macierzy wspotczynnikow

e Macierz przekatniowa (inaczej diagonalna), to taka, ktora ma
niezerowe elementy jedynie na gtdwnej przekatnej

d 0 0 ..0
0 dy 0 ... 0
D={0 0 dy .. 0 |=diag(d,,d,,,d,)




* Macierz jednostkowa 1 stopnia n jest szczegolnym
przypadkiem macierzy diagonalnej

1 0 0 ... O
01 0 ... 0
I=(0 0 1 . O|=diag(, 1,---, 1)
0 0 0 1
tzn.
I = (5/]'

gdzie o, jest deltg Kroneckera zdefiniowang nastepujgco:

1 dla i=, , .
0, = i=1,2,....n j=12,...
710 dla i# ],



e Macierz trojkatna - macierz majaca elementy niezerowe tylko
po jednej stronie gtdwnej przekatnej; wyrozniamy:

- macierz trojkatng dolna: I, 0 0 .. 0
L=\l L I 0
lnl ln2 ln3 lnn_
- macierz tréjkatng gorna: Uy Uy W3- Uy
Uyy Uy Upp
U= Uz Usy




e Macierz rzadka - macierz majacg duzg liczbe elementow
zerowych

Rys. Przyktad macierzy rzadkiej



e Macierz pasmowa (lub wstegowa) to macierz majgca elementy
niezerowe, zgrupowane w pasmie wokot gtownej przekatnej

Rys. Przyktad macierzy pasmowej



e Macierz pasmowa trojdiagonalna to macierz majaca elementy
niezerowe, zgrupowane na 3 przekatnych

Rys. Macierz trojdiagonalna



3) Metody rozwigzania uktadow rownan algebraicznych:

1) metody doktadne (lub bezposrednie)
2) metody iteracyjne

e Metody doktadne sg to metody, ktore przy braku btedow
zaokraglen dajg doktadne rozwigzanie po wykonaniu
skonczonej liczby operaciji.

e Metody iteracyjne dajg zbiezny cigg rozwigzan przyblizonych,
ktorego granica jest rozwigzanie doktadne. Umozliwiajg one
znalezienie jedynie rozwigzania przyblizonego.

Kryteria oceny skutecznosci algorytmow:
— liczba operacji, jaka trzeba wykonac
— doktadnosc obliczonego rozwigzania




4) Wybor metody

Wybor metody zalezy od wiasnosci uktadu rownan:

e Jesli macierz A jest petna i niezbyt wielka, zwykle metody doktadne
sg skuteczniejsze. Na ogot metody doktadne stosuije sie, gdy rozmiar
uktfadu nie przekracza ok. 60 x 60.

e Ze wzrostem liczby rownan liczba operacji arytmetycznych
gwattownie rosnie, a btedy zaokraglen stajg sie istotne.

e Jesli macierz A jest rzadka i bardzo duza, skuteczniejsze s metody
iteracyjne.




5) Dokiadne metody rozwigzywania ukladow
rownan liniowych

5.1) Uktady z macierzami tréojkatnymi

Uktad
U-X=B

z macierzg trojkatng gorng U ma postac:

U - X+ U - XU - X :bv

n



Przy zatozeniu, zeu; =0 (i =1, 2, ..., n), niewiadome mozna
obliczyC w kolejnosci: X.,, X, _ 1, «+., X; ZE WZOrOW:

— bn

X, =
un,n

_ bn—l _un—l,nxn

Xp-1 =
z’tn—l,n—l
. = by —uyp Xy = Uy 3X3 == Uy Xy — Uy, X,
| =

U

b

ktore mozna zapisac krécej



Poniewaz niewiadome wyznacza sie w kolejnosci od ostatniej do
pierwszej, algorytm nazywa sie podstawianiem wstecz |ub
postepowaniem odwrotnym.



Ukfad rownan liniowych
L'X=8B

Z macierzg trojkatng dolng L mozna rozwigzac podobnie.

Przyjmujac, ze [ =0 (i = 1, 2, ..., n), mozna wyznaczy¢
niewiadome metoda podstawiania w przod:




Z powyzszych formut wynika, ze rozwigzanie uktadu rownan wymaga:

- n dzielen
oraz
-1/2m? dodawan i mnozen

>(i-1)=Zn(n-1)=>n



5.2) Metoda eliminacji Gaussa

Jest to najwazniejsza metoda doktadna rozwigzywania uktadow rownan
liniowych. Jej idea polega na zastosowaniu takiego sposobu eliminacji
niewiadomych, ktory prowadzi do uktadu z macierzg trojkatng gorna.
Rozwigzanie zas takiego uktadu jest szczegolnie proste.

Zapiszmy uktad A*X = B w postaci:

N

Ay Xy +apXx, + a13X3 + ..

Ay1X + A3pXy + A33X3 + ..

(A, X+ a,0X) +a,3x5

.t alnxn — bl’
.t aznxn — bz,

.t Cl3nxn — b3,

4+a. . x =b

nn--n n-:



Poniewaz proces przeksztatcenia uktadu bedzie polegat na kolejnych
eliminacjach niewiadomych, wprowadzmy indeks eliminacji i nadajmy
uktadowi wyjsciowemu indeks jeden:

aﬁ)xl + al(?xz + ag)xg, +...+ al(,ll)xn = bl(l),
agl)xl + agz)xz + a§13)x3 +o agrzxn = bél),

agll)xl + aglz)xz + a§13)x3 + .+ agq)xn = b(l),

N

,0)

L "nl

x,+ax, +alx, +.. +alx =bD.

nn--n

Zatdzmy, ze macierz uktadu jest nieosobliwa, zas

(1)
L #=0

Macierz nieosobliwa — macierz ktorej wyznacznik jest rozny od zera



T4

K _

————————0 @ 0 0 ¢ oL

Kk

Rys. Macierz wspotczynnikdw uktadu po 4 eliminacjach



Po n— 1 krokach otrzymamy ostateczny uktad:

(1) (1) (1)
Aj Xy T4y Xy T4y

(2) (2) (2)

Ary Xy +Uyy X3+ ...+ a5, X

(3) (3)
a3y xy+...+ay’x

aly

D
X3 +...+a;,/'x

—pD

n 1 »

_ b(z)

n- -2

=pY,

n

=p".

n

Jest to ukfad z macierza tréjkatng gorng, ktory rozwigzuje sie

metodg podstawiania wstecz.



Wspotczynniki przy niewiadomych wyznacza sie przy uzyciu wzorow:

(k+1) (k) a'(lf : (k)
_ _ ik
Ay~ =dy &) L
Ak
gdzie: k=1,2, .., n-1
J=k+1,k+2,..n
f[=k+1, k+2,..,n
Elementy
(1) A(2) A(3) (n)
all ’a22 ,3.33 ! ""ann

decydujace o procesie eliminacji nazywa sie elementami gtownymi.



5.3) Metoda rozktadu macierzy ukiadu na macierze trojkatne

Rozwigzujemy uktad rownan zapisany w postaci macierzowej:
A'X=B

Zatozmy, ze mozemy roztozyC macierz A uktadu i przedstawic w

postaci iloczynu macierzy trojkatnych — dolnej L i gornej U
A=LU

Jest to tzw. rozktad tréjkatny lub rozktad LU.
W takiej sytuacji uktad wyjsciowy jest rownowazny uktadowi

L'UX=B
ktory mozemy z kolei roztozy¢ na dwa ukfady z macierzami trojkatnymi:
L'Y=B
UX=Y



« Wynik eliminacji Gaussa mozna wykorzysta¢ do przedstawienia
macierzy uktadu w postaci iloczynu A = L U.

A
dip dyp .- dpyg 4y
dyyr lpyy ... lyyu g Ay
_anl %) an,n—l Ay |
L U
) 11,0 @ 1) 1) |
1 iy 4y e Ay 4y
1 (2) (2) (2)
—_ 121 % 6122 e o az’n_l azn

S T 4

n ) _ nn _



 Macierz gornotrdjkatna U ma postac macierzy uktadu bedacego
wynikiem eliminacji, zas macierz dolnotrojkatng L tworzg elementy /, :

(K)
I _ aik
ik = (k)

akk

da/=2,3,..,.n;k=1,2,..i-1

oraz /[;=1dla/=1, 2, ..., n.

« W ten sposob uzyskujemy algorytm obliczen bardziej ekonomiczny
niz metoda eliminacji Gaussa. Podczas eliminacji macierzy A wektor
prawych stron B pozostaje niezmieniony (LY = B)

Dzieki temu jesli uktad jest rozwigzywany wiele razy dla roznych
wektorow B, to wtedy macierz A jest przeksztatcana tylko jeden
raz.




Efektywnos$c¢ rozwigzania ukladow z macierzami pasmowymi

Czesto, w trakcie rozwigzywania réznych zagadnien, otrzymuje
sie uktady rownan
A'X=B

w ktorych macierz A jest pasmowa trojdiagonalna:

b n
a By

as; By 13

A1 Pua Vaa
a, P,

Taki uktad rownan mozna rozwigzac bardziej efektywnie wykonujac
matg liczbe dziatan arytmetycznych.



Metoda dekompozycji LU zastosowana do macierzy

trojdiagonalnej

W algorytmie rozwigzania uktadu wykorzystuje sie opisany wczesniej
rozktad L*U macierzy A:

1 U

Dygresja: w celu zwiekszenia ekonomii pamieci komputera,
elementy /, oraz u; mozna magazynowac w miejsce poprzednio

V1
U

V)
Us

V3

zajmowane przez elementy macierzy A, tj. o; oraz B

n—1

Y n-1




Elementy 4, 4, ..., [, oraz u, W, U, ..., U, Oblicza sig
rekurencyjnie ze wzorow:

u = p
l . al dla/=2,3, weny N
=
Ui (
u; = f; _li7/i—1,

Aby znalez¢ rozwigzanie X ukfadu

A‘'X=B

nalezy kolejno rozwigza¢ dwa uktady réwnan z macierzami trojkatnymi:

L'Y=B
UXx=Y



Proces ich rozwigzywania przebiega nastepujgco:
- dla uktadu L*'Y = B

"= by,
y=b-1"y_4 da /=2,3,..,n

-oraz dla ukltadu U X =Y

Xy = Y/ Un
x=Wi—y %y da 7=n-1,n-2,.,1

Powyzszy algorytm warto stosowac, gdy uktad rozwigzuje sie
co najmniej dla dwodch réznych wektorow prawych stron B.




Jesli uktad rozwigzuije sie tylko raz, to nie ma potrzeby pamietac
elementow /. Tok obliczen bedzie wiec jeszcze prostszy:

u = py; WN=>0,

N

l=c, /U,
u=6-l-yv.¢r dai=23,.,n
y, =b —I VAEY
oraz
Xn = Vn/Uy,

X, =~y X)lypdla 7=n-1,n-2,..1

Powyzszy algorytm rozwigzania uktadu rownan z macierza
trojdiagonalng nazywany jest algorytmem Thomasa lub
,double sweep”.



5.4. Metoda odwracania macierzy

Jesli macierz uktadu A*X = B mozna odwrdcic, to rozwigzanie
uktadu mozna otrzymac wprost jako:

X =A1B,
poniewaz

ATAX=A!"B zas AI'A=1

Ta metoda jest kosztowna pod kazdym wzgledem i raczej nie stosuje

sie jej w praktyce. Szczegolnie nalezy unikac jej w wypadku uktadow
Z macierzami pasmowymi. Wiadomo bowiem, ze macierz odwrotna do
macierzy pasmowej jest zwykle macierzg petna.




Zatem w wypadku uktadu z macierza trojdiagonalng o wymiarze n x n,
zamiast pamietac 3n elementow niezerowych, nalezatby pamietac n?2
elementdw macierzy A1,

. N :




6) Iteracyjne metody rozwigzywania ukiadow
liniowych rownan algebraicznych

Metody iteracyjne startujg z poczgtkowego przyblizenia nieznanego
rozwigzania, ktore jest systematycznie aktualizowane w kolejnych
iteracjach, az do momentu kiedy uzyskane rozwigzanie osiggnie
odpowiednig doktadnosc.

Rozpatrzmy ukfad rownan liniowych A*X=B, ktory ma postac:

Clllxl + a12x2 + a13X3 + ...+ Cllnxn — bl’

alel + 6122)62 + 6123)63 + ...+ aznxn — bz,

N

(A X) T Xy Fasxyt+.ta,,x, =b,.

Zatdzmy, ze ukiad zostat tak uporzadkowany, zea, =0 (i = 1, 2, ..., n).



Przeksztat¢my ukfad wyznaczajac z kolejnych jego réwnan
kolejne niewiadome:

xl — (_(a12X2 + a13X3 +...+ alnxn) + bl)/all,

Xp = (_(anlxl + AyorXo Tt an,n—lxn—l) + bn)/ann

Otrzymany uktad mozna zapisac krocej:

i—1 n
_Z a;X;— Z a;x; +b
=] =i+1 )
S— / dla i=12,...

a;;

X;



Algorytmy metod iteracyjnych

Najprostsza metoda iteracyjna polega na utworzeniu ciggu przyblizen
wedtug wzoru:

i—1 n
k k
=2 agxj) = D ayxy) +b,
xD = A ;’“ dla i=12,...,n

1l

gdzie k jest indeksem iteracji.

Metoda ta nazywa sie metodag Jacobiego lub metoda iteracji prostej



Jesli
lim X% = X

k—>o0

to X jest rozwigzaniem uktadu wyjsciowego A*X = B.

W metodzie Jacobiego nowe wartosci elementow wektora X w iteracji
k + 1 oblicza sie na podstawie ich wartosci w iteracji 4.

tatwo mozna zauwazyc, ze obliczajac nowe przyblizenie elementu
i - tego, czyli x(**1), znamy juz nowe przyblizenie elementéw od 1 do
/— 1 wigcznie.



Powyzszy fakt mozna uwzglednic w formule iteracyjnej otrzymujac:

n
2 : k+1 2 : k

xED = /=1 J=itl dla i=1,2,...,n

a;;

Jest to metoda metoda Gaussa- Seidela.

Jak wykazujg doswiadczenia metoda ta jest okoto dwukrotnie
szybciej zbiezna niz metoda Jacobiego.

Modyfikujac metode Gaussa-Seidela mozna znacznie przyspieszyc
jej zbieznosc.



Wzor iteracyjny metody Gaussa - Seidela mozna napisaC w postaci:

k) _ x(®) L (6)

gdzie:
A = B — A*X®®
jest wektorem residualnym w £ -tej iteracji.

Residuum /- tego rownania okresla wzor:

i—1

kl k
ISR WIS
) = = dla i=12,...,n

i




Metode iteracyjng o postaci:

(k+1)
i

X

_ (k) (k)
=Xt da i=1,2 ..n

nazywa sie metodag nadrelaksacjilub w skrocie metoda SOR
(skrét od angielskich stow: Successive Over Relaxation).

Parametr o jest tzw. wspotczynnikiem relaksacji. Jego wartosc nalezy
tak dobrac, aby zbieznosc procesu iteracyjnego byta jak najszybsza.

Parametr ten przyjmuje wartosci z przedziatu (0, 2).
Dla ® = 1 metoda nadrelaksacji staje sie metodg Gaussa-Seidela,
Dla @ = 2 proces iteracyjny staje sie niezbiezny.




Zbieznos¢ metod iteracyjnych

Podstawowym problemem zwigzanym ze stosowaniem iteracyjnych
metod rozwigzywania liniowych uktadow rownan jest zbieznos¢
procesu iteracyjnego.

Istnieje udowodnione twierdzenie, ktdre mowi, ze proces iteracyjny
jest zbiezny, jesli macierz ukfadu réwnan A jest macierza z dominujaca
diagonalg, tzn. gdy:

n

a| > )

Jj=1,j#i

a.| dla i=12,...,n

ij

Twierdzenie to dotyczy wszystkich trzech metod iteracyjnych, przy
czym w metodzie nadrelaksacji o zbieznosci dodatkowo decyduje
parametr .




W wypadku dowolnego ukfadu rownan algebraicznych jest trudno
oszacowac takg wartos¢ w, przy ktdrej zapewniona jest najszybsza
zbieznoS¢ procesu iteracyjnego. W szczegolnych wypadkach istniejg
oszacowania optymalnych wartosci tego parametru.

Z rozwigzywaniem uktadoéw rownan metodami iteracyjnymi wigza
sie dodatkowe nastepujgce problemy:

1) okreslenie poczatkowego przyblizenia poszukiwanego
rozwigzania, czyli Xk =0)

2) przerwanie procesu iteracyjnego

Jesli jest spetniony warunek zbieznosci, to wszystkie omowione

metody sg zbiezne dla dowolnego przyblizenia poczgtkowego
Xk =0),

Chociaz poczatkowe przyblizenie moze by¢ dowolne, to najczescie;
wybiera sie wektor zerowy, czyli Xk=0 = Q,



W celu przerwania obliczen wykorzystuje sie tzw. test konca

procesu iteracyjnego. Test ten polega na oszacowaniu btedu
rozwigzania w iteracji k + 1.

W szczegolnych wypadkach o btedzie mozna wnioskowac,
porownujac dwa kolejne przyblizenia rozwigzania. Obliczenia
konczy sie, gdy:

xl-(k“) —xl-(k)‘ <g dai=1,2,..,n

gdzie: k — indeks iteracji,
¢ — dodatnia liczba okreslajgca doktadnosc.

Powyzszy test daje dobre wyniki, gdy proces iteracyjny jest
wzglednie szybkozbiezny.




Jesli proces iteracyjny jest wolnozbiezny, to pomimo niewielkiej
roznicy rozwigzan w dwoch kolejnych iteracjach btad rozwigzania
& powstaty wskutek przerwania procesu moze byc duzy

A
niewiadomej

x; doktadna wartos¢ l i ;

(k =0) (k=0

I I

) poczgtkowe przyblizenie
wartosci niewiadomej

>
liczba iteracji k

Rys. Btgd rozwigzania przy:

a) szybkozbieznym procesie iteracyjnym,
b) wolnozbieznym procesie iteracyjnym




Inny test zakonczenia procesu iteracyjnego polega na badaniu tzw.
normy euklidesowej wektora residualnego w iteracji k-tej:

|r]<<

gdzie: r4 =B - AX% wektor residualny
(2 2 2 2 \/2 _
||1'||— n +rn +tn +...+1, norma euklidesowa

¢ >0 doktadnosc¢



7) Uktady dobrze i zle uwarunkowane

Rozpatrzmy uktad rownan:

x+6y=4,
x+6,00001y =4,00001,

ktorego rozwigzaniem jest para liczb x=-2, y= 1.

Rozpatrzmy nastepnie nieco zmieniony uktad:

x+6y=4,
x+5,99999y =4,00002,

majgcy rozwigzanie: X = +16, y = -2.

Widac, ze zmiana wspotczynnika &,, 0 —0,00002 i zmiana &, 0
0,00001 spowodowata drastyczng zmiane rozwigzania.




Wiasciwosc taka jest charakterystyczna dla uktadow rownan zle
uwarunkowanych. Kwestia ta jest istotna wtedy gdy na przyktad
wspotczynniki macierzy lub wektora prawych stron sg wynikiem
eksperymentow z natury obcigzonych btedami pomiarowymi.

O uwarunkowaniu uktadu wnioskujemy badajgc macierz odwrotng
do macierzy A.

.
Al—| D D gdzie:
e D = a,,8,, — 8,3,

« Jezeli unormowana macierz A (o wartosciach wspotczynnikow
rzedu 1) po odwroceniu ma elementy tego samego rzedu to
mowimy, ze jest ona dobrze uwarunkowana.

« Jesli A'l ma elementy o kilka rzedow wieksze to oznacza zfe
uwarunkowanie macierzy A.




W rozpatrywanym uktadzie elementami macierzy wspotczynnikow

sg liczby rzedu 1:
1 6
A =
L b, OOOOJ

natomiast macierz odwrotna ma postac nastepujaca:

[ 6,00001 6
A-1 _| 0,00001 0,00001 { 600001 —600000}
1 1 ~100000 100000
| 0,00001 0,00001

Elementy macierzy odwrotnej sg rzedu 10°, co wskazuje na zte
uwarunkowanie macierzy A.



8) Reprezentacja macierzy rzadkiej

« Jesli macierz wspotczynnikow jest rzadka, to algorytm rozwigzania
uktadu réwnan powinien ten fakt uwzgledniac.

« Operacje powinny by¢ wykonywane tylko na niezerowych elementach.

» Macierz rzadka zwykle jest zapisywana w postaci skompaktowanej, to
znaczy tylko jej niezerowe elementy i ich adresy sg zapamietywane.
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Jedng z mozliwych form zapamietywania macierzy tréjdiagonalnej
jest zapis z wykorzystaniem 3 mniejszych tablic jednowymiarowych
zawierajacych elementy nalezace do dolnej, gtownej oraz gornej diagonali

1 n

11+ 1 11+ 1]
e 1+ o + )
e + o . + )
e + o + °
e + o o + .
e 4+ o . + .
e + o _> ° + .
e + o ° + .
e + o . + »
e + o . + ™
e + o . + ®

n e + nie n |+ n




ROZWIAZYWANIE UKLADOW NIELINIOWYCH
ROWNAN ALGEBRAICZNYCH

Rozpatrzmy ukfad rownan A-X=B, ktdry po rozpisaniu ma postac:

/\

al lxl + a12x2 + a13X3 + ..

\anlxl + a, »Xy + a, 3X3 + ..

.t Cllnxn — bl’
.t aznxn — bz,

.t a3nxn — b3,

+a,x,=b,.

Jesli wspotczynniki g sg state to ukfad jest uktadem rownan

liniowych.

Jesli natomiast wspotczynniki a; zaleza od rozwigzania to

uktad jest nieliniowy.



Uktady réwnan nieliniowych moga:

nie mieC rozwigzan,

mogg miec jedno rozwigzanie,

mogg miec skonczong liczbe rozwigzan,
mogg miec nieskonczenie wiele rozwigzan.

Warunki istnienia i jednoznacznosci rozwigzania, Scisle zwigzane z
konkretnymi przypadkami, sg badane indywidualnie. Wskazowki
0golne sg przewaznie trudne do wykorzystania praktycznego.

Wszystkie metody numeryczne rozwigzywania ukfadow rownan
nieliniowych sg metodami iteracyjnymi.



Uktady réwnan nieliniowych moga:

nie mieC rozwigzan,

mogg miec jedno rozwigzanie,

mogg miec skonczong liczbe rozwigzan,
mogg miec nieskonczenie wiele rozwigzan.

Warunki istnienia i jednoznacznosci rozwigzania, Scisle zwigzane z
konkretnymi przypadkami, sg badane indywidualnie. Wskazowki
0golne sg przewaznie trudne do wykorzystania praktycznego.

Wszystkie metody numeryczne rozwigzywania ukfadow rownan
nieliniowych sg metodami iteracyjnymi.



Ukfad rownan nieliniowych w ogodlnej postaci wektorowej:
F (X) =0,

gdzie: X = (X, X, X5, .0y X))/,
F(X) = (A(X), £(X), ..., 7{X)),
T — symbol transpozycji,
n—wymiar uktadu.

po rozpisaniu ma postac: 7£(x, X%, ..., X,) =0,
L(Xy, X5 ooy X)) = 0,

(X, X, ..., X;) = 0.

Rozwigzanie uktadu polega na znalezieniu wektora X spetniajgcego
ten uktad.



Geneza uktadow rownan nieliniowych:

« uktady wynikajg z zastosowania obowigzujgcych praw fizycznych
do analizy problemu inzynierskiego

przyktad: przeptywy ustalone w sieci wodociggowej;

- uktady pojawiajg sie jako jeden z etapdéw rozwigzywanego technicznego

przykfad: numeryczne rozwigzywanie nieliniowych réwnan
rozniczkowych o pochodnych czastkowych lub uktadu
rownan rozniczkowych zwyczajnych;




1) Metoda iteracji prostej (Picarda)

Z kolejnych rownan uktadu wyznaczamy kolejne niewiadome
otrzymujac rownowazny uktad:

X, = gy (X, X, oony X)),
X, = Gy (Xq, Xop eoey X)),
X, = g Xy, Xop eer X)),
ktory mozna zapisac krocej w postaci macierzowej:

X = G(X).



Majgc poczatkowg wartosc wektora X©), tworzymy ciag
okreslony zaleznoscig

X(*k+1) = G(X (),

gdzie: k— indeks iteracji.

Jesli powyzszy cigg dazy do granicy X, gdy A — «, to X jest
rozwigzaniem uktadu F(X) = 0.

 Ogodlne warunki zbieznosci tego ciggu przyblizen sg mato przydatne
w praktycznych zastosowaniach.

» Skutecznos¢ metody okresla sie na podstawie eksperymentow
numerycznych.

- Z doSwiadczenia wynika, ze metoda iteracji prostej jest metoda
wolnozbiezna.



Metode Picarda mozna zastosowac bezposrednio do rozwigzania
ukfadu rownan zapisanego w postaci A*X=B.

Poniewaz macierz A zalezy od rozwigzania X, iteracje Picarda
zapisujemy w postaci:

Al . xkd) _ B

gdzie: k— indeks iteracji.



2) Metoda Newtona

Wprowadzmy nastepujgce oznaczenia:

X% — przyblizenie rozwigzania uktadu w iteracji 4-tej,
AW — wektor odchytek - réznic w iteracji A-tej pomiedzy
rozwigzaniem doktadnym i przyblizonym uktadu.

Pomiedzy tymi wektorami a rozwigzaniem doktadnym ukfadu zachodzi
zwigzek:
X = XA + A,

Zatozenie:

funkcje £, tworzace uktad sg okreslone, ciggte i rozniczkowalne
wzgledem wektora X.



Poniewaz z definicji wiadomo, ze F(X) = 0, rozwijajgc F(X) w szereg
Taylora wzgledem wektora X i zaniedbujgc w szeregu cztony z
pochodnymi rzedu wyzszego niz 1, mozna napisac:

A ~0

(k)
F(X®) +A%) = F(X19) 4 © Fg)(( )

Wektor odchytek okreslamy nastepujgco:

AWK = X(k+1) — X(h),

gdyz przyblizeniem X bedzie X(4+1),



Zatem mozna napisac, ze:

(k)
OF(X )(X(k+1) B X(k)) _ _F(X(k))
o0X
gdzie:
o (xl(k),xék)a- | .xl(qk)) o, (xl(k),xék),. | .x’(qk))_

= ™

FXT) _ yw _ 3 3
oX o) a0
8)(:1 8xl/l

jest jakobianem ukfadu.



Metode Newtona mozna ostatecznie zapisa¢ w postaci:

X(k+1) = X0 — (J(0)-1 F(X(4)

Metoda tak zapisana jest zarowno pracochtonna, jak i wymaga
znacznej pamieci komputera. W kazdej iteracji nalezy obliczy¢ jakobian
ukfadu o wymiarach 77 x n, a nastepnie dokonac jego odwrdcenia.

W obliczeniach praktycznych zwykle metode Newtona zapisuje sie w
nastepujgcej postaci:

I AR = — FK

Zamiast odwracania macierzy J, rozwigzujemy uktad réwnan liniowych
wzgledem wektora odchytek, skad nastepnie obliczamy nowe
przyblizenie wektora niewiadomych:

X (k+1) = X(K) + AR



Ten sposob jest bardziej ekonomiczny, szczegolnie wtedy, gdy J
jest macierzg pasmowa.

Innym zabiegiem stosowanym w celu poprawienia ekonomicznosci
metody Newtona jest stosowanie statego jakobianu. Zamiast obliczac
jakobian w kazdej iteracji, wykorzystuje sie jego wartosc z iteracji

k = 0. Formuta iteracyjna jest nastepujaca:

JO) A = — R

Tak okresSlony proces jest wolniej zbiezny, lecz nie wymaga ciggtego
obliczania J, co jest ktopotliwe szczegdlnie wtedy, gdy pochodne
trzeba liczy¢ numerycznie.



Przykiad: sie¢c wodociggowa

Rozwigzanie sieci polega na obliczeniu natezenia przeptywu w jej
przewodach oraz cisnien w weztach

A o1

he |

v poz. por.

Q ; — doptyw/odptyw do/z wezta lle
g;— doptyw/odptyw zewnetrzny (pobdér wody)

/ —indeks wezta poczatkowego
J —indeks wezta koncowego

Rys. Schemat sieci wodociggowej l 9 de



Rownania

e Uproszczone rownanie energii

2
Al =Qys;

ey

|
: Iniaenergii |
| |
I I
| |
| |
| |
I |
' I

I
d Qii O
: i ”¢ ﬁ” J
L —L>_-_-_:-
$ I
< Li g

poziom porownawczy

Rys. Schemat odcinka sieci wodociggowej



Uproszczone rownanie energii:

2
Ahy = Qjs;

Strata ciSnienia w przewodzie:

Ah, =h —h,

Opor hydrauliczny przewodu (strata energii w przewodzie):

o _ i
j 2
Kij
. K _ 1 R2/3
gdzie: Kj; —charakterystyka przewodu K = n A
J
n —wspotczynnik szorstkosci wg Manninga
A;— pole przekroju czynnego
R ;— promien hydrauliczny



e ROwnanie ciggtosci:

suma przeptywow w wezle jest rowna zeru

2.Q=0 - Q;=Qu-0Q;-q;=0

Przyjeta konwencja: doptyw do wezta: +

odptyw z wezta: -

Rys. Schemat wezta



Uktad rownan dla przyjetej sieci

Rownania energii:

2)
3)

4)
9)

6)

7)

h—h, =s,-Qp
h,—h,=s,,-Q2,
h,—h,=s,-Q.
h,—h, =s,,-Q2
h,—h. =s,-QZ
h, —h, =5, -QZ

> =6 rownan

v poz. por.

A o1
he |




e ROwnania ciggtosci:

8) Q12 — Q23 — Q24 =0,
9 Q,-Q,-0Q.=q, > =3 réwnania
10) Q24 + Q34 - Q46 =0,

e Bilans rownan:
— liczba rownan: 6+3=09
— liczba niewiadomych: 6 + 6 = 12

Whniosek:
nalezy dodac 3 rownania wynikajace z przyjetych danych



e Rownania dodatkowe:

1) h1 — Hl
11) Qi =0 > =3 réwnania
12) Q46 =0

e Wymiar uktadu rownan: 12x12,



Przykiad: schematyzacja przekrojow kanatu naturalnego

Aby poprawic efektywnosc obliczen z zakresu hydrauliki rzek czesto
korzystna jest tzw. schematyzacja kanatu.

Polega ona na zastgpieniu przekroju naturalnego przekrojem regularnym.
Zwykle jest to trapez rownoramienny lub jego szczegolne przypadki
— prostokat albo trojkat.

Przyktad: schematyzacja przekroju poprzecznego Nogatu.

Celem postepowania jest zastgpienie przekroju naturalnego,
opisanego tabelarycznie przez 20 punktdw, przekrojem trapezowym.
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Rys. Przekroj rzeki Nogat potozony w kilometrze 52,380.



Przekrdj o ksztatcie trapezu rownoramiennego

poziom porownawczy

charakteryzujg nastepujgce parametry:

e szerokos¢ podstawy (dna) b,
e nachylenie skarp kanatu m
e gtebokosc kanatu H.



Na ich podstawie oblicza sie:

e pole przekroju czynnego

A=Db-H+m-H’

e obwod zwilzony

P=b+2HV1+m’

e szerokosc kanatu na poziomie zwierciadta wody

B=b+2m-H



Przyblizenie przekroju naturalnego przekrojem trapezowym
wykonujemy, przyjmujgc nastepujgce zatozenia:

e na poziomie przyjetego napetnienia kanatu, ktore okresla rzedna
zwierciadta wody A, szerokosc¢ kanatu trapezowego B jest rowna
szerokosci kanatu naturalnego B,

e powierzchnia przekroju czynnego A jest rowna powierzchni przekroju
naturalnego A, ;

e parametry kanatu trapezowego: m, H oraz b nalezy tak dobrac,
aby przy przyjetym napetnieniu wydatek byt rowny wydatkowi w
kanale naturalnym.



Korzystajgc z rownania Manninga trzeci postulat mozemy wyrazic
rOWNoscia:

gdzie: A,— pole powierzchni przekroju naturalnego,
P,— obwad zwilzony przekroju naturalnego,
A — pole powierzchni przekroju trapezowego,
P — obwdd zwilzony przekroju trapezowego.

Wobec zatozenia o rownosci powierzchni przekrojow, zaleznoSc¢ ta
implikuje rownos¢ obwodu zwilzonego kanatu naturalnego |
aproksymujgcego go przekroju trapezowego:

Pn2/3 _ P2/3



W tej sytuacji, poszukiwane wartosci parametrow charakteryzujacych

przekrdj trapezowy otrzymamy rozwigzujac ukfad utworzony
przez rownania:

b-H+m-H*=A
b+2m-H =B,

b+2HV1+m? =P,

Jest to ukfad trzech nieliniowych rownan algebraicznych o
niewiadomych b, moraz H.

Do jego rozwigzania nalezy uzy¢ metody iteracyjnej, na przyktad
metody Newtona.



Uktad zapisany w notacji macierzowej:

H H? 0 b
1 2H 0 &
1 0 2\1—|—m2

I 3

przeksztatcamy do postaci standardowej:

f=b-H+m-H*°-A =0
f,=b+2m-H-B, =0

f,=b+2H-/1+m? —-P, =0




Iteracyjna formuta Newtona ma postac:

JE& A KD — _fK)

gdzie: AXKH = XD _ %K)

H H?  b+2mH

J=|1 2H 2m (jakobian)
2Hm Zx/l-l- m2
x/1+ m2

k — indeks iteracji



Dla rozpatrywanego przekroju Nogatu, przy rzednej zwierciadta wody
= —0,06 m npm, parametry przekroju naturalnego wynosza:

A =4775m2, B =189.0m, P, = 189.49 m.

W wyniku rozwigzania uktadu réwnan otrzymano nastepujace
wartosci parametrow rownowaznego przekroju trapezowego:

m=>5.61, b=158.11m, H=2.75m, Z,= -2.81 m npp.
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Rys. Porownanie przekroju naturalnego z zastepczym

przekrojem trapezowym
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