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PCA - Principal Component Analysis - Analiza gtéwnych

sktadowych

PCA - jedna ze statystycznych metod analizy czynnikowej. Zbidr
danych skfadajacy sie z N obserwacji, z ktérych kazda obejmuje K
zmiennych, mozna interpretowac jako chmure N punktéw w
przestrzeni K-wymiarowe;.

Wikipedia
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sktadowych
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maksymalizowac w pierwszej kolejnosci wariancje pierwszej
wspdbtrzednej, nastepnie wariancje drugiej wspéfrzednej itd..

Tak przeksztatcone wartosci wspdtrzednych nazywane sa
tadunkami wygenerowanych czynnikéw (sktadowych gtéwnych). W
ten sposéb konstruowana jest nowa przestrzen obserwacji, w ktérej
najwiecej zmienno$ci wyjasniajag poczatkowe czynniki.

Wikipedia

Magdalena Mazur-Milecka



PCA - Principal Component Analysis - Analiza gtéwnych

sktadowych

PCA - jedna ze statystycznych metod analizy czynnikowej. Zbiér
danych sktadajacy sie z N obserwacji, z ktérych kazda obejmuje K
zmiennych, mozna interpretowad jako chmure N punktéw w
przestrzeni K-wymiarowe;.
Celem PCA jest taki obrét uktadu wspdtrzednych, aby
maksymalizowac w pierwszej kolejnosci wariancje pierwszej
wspbtrzednej, nastepnie wariancje drugiej wspdtrzednej itd..
Tak przeksztatcone wartosci wspétrzednych nazywane sa
tadunkami wygenerowanych czynnikéw (sktadowych gtéwnych). W
ten sposéb konstruowana jest nowa przestrzen obserwacji, w ktérej
najwiecej zmiennosci wyjasniaja poczatkowe czynniki.
Idea PCA jest ortogonalna transformacja uktadu badanych
zmiennych X w uktad nowych zmiennych nieobserwowanych Y.
Zmienne Y s3 liniowymi kombinacjami zmiennych X i nazywane s3
sktadowymi gtéwnymi.

Wikipedia
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PCA - Definicja problemu

Zatézmy, ze 3 rdzne obiekty (A,
B i C) przyjmuja 3 rézne wartosci
dla okreslonego parametru (Cell
1). Mozna przedstawi¢ to na

1-wymiarowej osi

youtube.com/StatQuest



PCA - Definicja problemu

Dla dwéch parametréw (Cell 1 i Cell 1.

Cell 2)wartosci mozna Cell 2.
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przedstawi¢ na osi 2D
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PCA - Definicja problemu

[ A[B]C
Cell1.[[10[ 0 | 14|

e A |A[B]|C]
B e e i o Cell1. {10 | 0 | 14
Cell2. || 8 | 2|10
IEI;
Co w takim razie z wieksza $ [
iloscia parametréw? Jak jestesmy ol
w stanie je zwizualizowac? 3
{B
|A|B]|C| T e

Cell1. 10| 0 | 14
Cell2. ] 8 | 2|10
Cell 3. || 2 22| 1
Cell4. || 3|4 3

youtube.com/StatQuest

Magdalena Mazur-Milecka




wizualizacja pomiaréw
redukcja liczby zmiennych (wymiarowosci),
wykrywanie korelacji pomiedzy zmiennymi zbioru,

badanie grupowania zmiennych,

klasyfikacja obiektéw w nowych przestrzeniach zdefiniowanych
przez utworzone czynniki.
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PCA - Redukcja wymiarowosci

Cell 2
Read Counts

Zatézmy, ze pewien parametr przyjmuje takie wartosci dla réznych

obiektow. Czy na jego podstawie mozemy réznicowaé
(rozpoznawad) okreslone obiekty?
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ukcja wymiarowosci

Cell 2 - - L

Read Counts

Cell 1

If we flattened the data (removed the

up/down var ), it wouldn’t look

different

Cell 2 - - - @ @ @ e e @

Read Counts

Cell 1
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PCA - Gtéwna idea

Cell 2 o e
Read Counts @ @ -

Cell 1

Parametry o matej wariancji nie réznicuja obiektéw zbyt dobrze.
Zalezy nam na znalezieniu parametréw, ktére maja duza wariancje.
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PCA - Gtéwna idea

Cell 2
Read Counts

Cell 1

Parametry o najwiekszej wariancji nie zawsze s3 zgodne z uktadem

wspotrzednych pomiaréw.
Dlatego tworzymy nowy uktad wspétrzednych najlepiej
odpowiadajacy pomiarom.
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PCA - Gtéwna idea

Cell 2
Read Counts

Cell 1

Dla nowej osi zgodnej z najwieksza wartoscia wariancji znajdujemy

os ortogonalna o kolejnej najwiekszej wariancji pomiaréw...
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PCA - Gtéwna idea

Cepr 5

%
r
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Cefy 4

.. 1 zgodnie z nimi obracamy uktad wspétrzednych
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PCA - Gtéwna idea

%
1

Nowy parametr (0$) o najwiekszej wariancji jest nazywany PC1,

kolejne przyjmuja kolejne numery (PC2, PC3 itp.
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PCA - Cechy

o Nie wszystkie wymiary (badane cechy) s3 znaczace,
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PCA - Cechy
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Skfadowe gtéwne s3 liniowa kombinacja badanych cech,
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PCA - Cechy

Nie wszystkie wymiary (badane cechy) s3 znaczace,

PCA tworzy nowy ukfad wspétrzednych (osi PC1, PC2 itd.),
posortowany wzgledem "wazno$ci” cech,

PC1 jest w kierunku najwiekszej zmiennosci (wariancji)
danych,

PC2 jest w kierunku 2. najwiekszej zmiennosci danych,

Skfadowe gtéwne s3 liniowa kombinacja badanych cech,
lloé¢ wymiaréw przed i po PCA jest jednakowa, jednak
ostatnie wymiary PC wnosza najmniej informacji i mozna je
pomingaC.
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PCA - Krok po kroku

Mouse Mouse Mouse Mouse Mouse Mouse

1 2 3 4 5 6
Gene1 10 1 8 3 2
Gene 2
Gene2 6 4 5 3 28 1

Gene 1
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PCA - Krok po kroku

Wyznaczanie $rednich dla wierszy

Gene 2

HK—> X

Gene 1

1 N
ulm) = 3" X{m.
n=1

youtube.com/StatQuest
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PCA - Krok po kroku

Wyliczanie macierzy odchylen
Gene 2

Gene 1

X,[ivj] = X[ivj] - u[i]

youtube.com/StatQuest
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PCA - Krok po kroku

Gene 2
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PCA - Krok po kroku

Gene 2
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PCA - Krok po kroku

Gene 2

Gene 1
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PCA - Krok po kroku

Wartosci wtasne macierzy kowariancji (korelacji)

Gene 2

d1

Gene 1

max: -V, d? - Wartosci whasne A

youtube.com/StatQuest
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PCA - Krok po kroku

PC1 - 1. sktadowa gtéwna - Wektory wtasne ((Eigenvector,
Singular Vector) - wektory o jednostkowej dtugosci

Gene 2 Gene 2

Gene 1

PCl=4x+1y =0,97x 4+ 0,24y

PCl = a1 X1 + app X2+ ... + alep

a;; - tadunki czynnikowe
youtube.com/StatQuest
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PCA - Krok po kroku

PC2
Gene 2

PC2 = —x+4y =—0,24x+ 0,97y
PC2 = an Xy +anX2+ ...+ angp

youtube.com/StatQuest
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PCA - Krok po kroku

PCi
Gene 2
o Kolejna sktadowa gtéwna
jest zdefiniowana tak, aby
maksymalizowaé zmiennos¢,
ktéra nie zostata wyjasniona
przez poprzednie sktadowe,

................. @ Sktadowe s3 wzajemnie

. o.rtogonalne, wzajemnie
nieskorelowane

PCi = aj1 X1 + aip X2 + ... 4+ ajpXp
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PCA - Krok po kroku

Gene 2

youtube.com/StatQuest
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PCA - Krok po kroku

PC2

Y
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PCA - Krok po kroku

PC2

DD * ......... »¢---- ¢ PC1
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PCA - Krok po kroku

PC2 (17%)
... @ eereeeierrrasees Peareareases PC1 (83%)

Aj
)\1—|—>\2—|—...—|—)\p
gdzie \ - Eigenvalue,

A=, d?

-100%
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PCA - Krok po kroku

Scree plot
90
67.5
45
225
. B
PC1 PC2
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PCA - Krok po kroku

Scree plot
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PCA - Krok po kroku

Scree plot
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PCA - Przyktady

s 2 Component PCA Score
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Kumar R, Singh GP, Gronhaug KM, Afseth NK, de Lange Davies C,
Drogset JO, Lilledahl MB, Single cell confocal Raman spectroscopy of human
osteoarthritic chondrocytes: a preliminary study, Int J Mol Sci, 2015
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ICA - Independent Component Analysis (Metoda

sktadowych niezaleznych)

Liniowy algorytm separujacy dane wejSciowe na komponenty
(nie-gaussowskie) statystycznie niezalezne.

P(Y1, Y2) = P(Y1) - P(Y2)
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ICA - Independent Component Analysis (Metoda

sktadowych niezaleznych)

Liniowy algorytm separujacy dane wejsciowe na komponenty
(nie-gaussowskie) statystycznie niezalezne.

P(Y1, Y2) = P(Y1) - P(Y2)

Jest to przyktad Blind Source Separation, rozwigzanie problemu

M 8 )))<\ {gj Underdetermined
Source 2 | 3 = M

Source 3

Convolutive BSS

Separated Sources

SangGyun Kim, Chang D. Yoo, Machine Learning for Speech
Processing, Blind Source Separation (BSS)
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ICA - Definicja

Dane reprezentowane przez wektor obserwacji
X = (X1, .0y Xm) |
Wektor ukrytych komponentéw

s=(s1,....,sn)".

Magdalena Mazur-Milecka



ICA - Definicja

Dane reprezentowane przez wektor obserwacji

X = (X1, .0y Xm) "

Wektor ukrytych komponentéw

s=(s1,....5n)".

Xj = aj151 + ... + @i nSn

x = As
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ICA - Definicja

Dane reprezentowane przez wektor obserwacji
T
X = (X1, ey Xm)

Wektor ukrytych komponentéw
-
s =(s1,...,5n) " -
Xj = @151 + ... + 3i,nSn
x = As

Zadaniem jest transformacja wektora x w wektor s (wtasciwie y)
przy pomocy macierzy separujacej W = A~!, gdzie komponenty
wektora s s3 maksymalnie niezalezne (mierzone funkcja
niezaleznosci F(si, ..., Sp)).

y = Wx
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ICA - Algorytm optymalizacji

Problem optymalizacji - maksymalizacja statystycznej niezaleznosci
komponentow:

e Minimalizacja wzajemnej informacji (mutual information)
wynikowych komponentéw,
Informacja wzajemna - miara tego, o ile poznanie jednej
zmiennej zmniejsza niepewno$¢ o drugiej. Zerowa informacja
wzajemna to zmienne niezalezne.
Uzywane miary:
e Dywergencja Kullbacka-Leiblera,
e maksymalna entropia.
@ Maksymalizacja nie-gaussowosci - na podstawie centralnego
twierdzenia granicznego.
Uzywane miary:
o kurtoza - miara sptaszczenia rozkfadu,
@ negentropia - negatywna entropia.
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ICA - zatozenia

Osiggniecie dobrego wyniku ICA wymaga zatozen:
@ dane zrodtowe s3 od siebie niezalezne,
@ wartosci danych Zrédtowych majg rozktad nie-gaussowski,

© liczba obserwacji nie moze by¢ mniejsza niz liczba zrédet
mz=n
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ICA - algorytm

Typowy algorytm:
@ centrowanie,
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ICA - algorytm

Typowy algorytm:
@ centrowanie,

@ whitening - transformacja wektora zmiennych o znanej
macierzy kowariancji w nowy wektor, ktérego macierz

kowariancji to macierz jednostkowa (zmienne nieskorelowane o
wariancji=1),
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macierzy kowariancji w nowy wektor, ktérego macierz
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wariancji=1),

@ redukcja wymiaru (PCA),
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ICA - algorytm

Typowy algorytm:
@ centrowanie,

@ whitening - transformacja wektora zmiennych o znanej
macierzy kowariancji w nowy wektor, ktérego macierz
kowariancji to macierz jednostkowa (zmienne nieskorelowane o
wariancji=1),

@ redukcja wymiaru (PCA),

© maksymalizacja statystycznej niezaleznosci.
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PCA vs. ICA

@ PC vs. ICA - rézne zatozenia, rézne wyniki, jeden cel:
wyodrebnienie " oryginalnych” danych
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PCA vs. ICA

@ PC vs. ICA - rézne zatozenia, rézne wyniki, jeden cel:
wyodrebnienie " oryginalnych” danych
@ PCA nie sprawdza sie w BSS,
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PCA vs. ICA
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@ Wyniki ICA s3 zalezne od struktury macierzy danych,
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PCA vs. ICA

PC vs. ICA - rézne zatozenia, rézne wyniki, jeden cel:
wyodrebnienie " oryginalnych” danych

PCA nie sprawdza sie w BSS,

Wyniki ICA s3 zalezne od struktury macierzy danych,

ICA nie jest w stanie odtworzy¢ ilosci sygnatéw zrédtowych,

PCA skupia sie na globalnych cechach, ICA na elementach
sktadowych danych,
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PCA vs. ICA

@ PC vs. ICA - rézne zatozenia, rézne wyniki, jeden cel:
wyodrebnienie " oryginalnych” danych

PCA nie sprawdza sie w BSS,

Wyniki ICA s3 zalezne od struktury macierzy danych,

ICA nie jest w stanie odtworzy¢ ilosci sygnatéw zrédtowych,

PCA skupia sie na globalnych cechach, ICA na elementach
sktadowych danych,

o wyniki ICA s3 wzajemnie niezalezne, PCA wzajemnie
ortogonalne.
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Funkcje kosztu i optymalizacja

Funkcja kosztu - funkcja okreslajaca w jaki sposéb " karzemy”
algorytm za bfedy; sposéb oceny, na ile algorytm sie myli.
Optymalizacja - procedura efektywnego wyszukiwania najlepszego
rozwigzania, czesto poprzez minimalizacje funkgji kosztu (btedu
algorytmu).
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Funkcje kosztu

@ Funkcje kosztu dla regresji:

@ Funkcje kosztu dla klasyfikacji (wynikiem jest
prawdopodobienistwo)
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Funkcje kosztu

@ Funkcje kosztu dla regresji:
o btad sredniokwadratowy (Mean Square Error)
L
MSE = N Z(fi -y
i=1

gdzie:

N - liczba danych,

f; - warto$¢ zwrdcona przez model,

y; - warto$¢ rzeczywista

Range of predicted values: (-10,000 to 10,000) | True value: 100
1e8

10

MSE Loss

10000 7500 s600 2500 Z00 S0 700 10000

Plot of MSE Loss (Y-axis) vs. Predictions (X-axis)
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Funkcje kosztu

@ Funkcje kosztu dla regresji:

o btad sredniokwadratowy (Mean Square Error)
e Mean Absolute Error

1 n
MAE = = S |f — yi2
N;:ll yil

gdzie:

N - liczba danych,

f; - warto$¢ zwrdcona przez model,
y; - warto$¢ rzeczywista

Range of predicted values: (-10,000 to 10,000 | True value: 100

10000
a0
a0
00
200
0

000 7E0 S0

MAE Loss

70 10000
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Funkcje kosztu

@ Funkcje kosztu dla regresji:

o bfad $redniokwadratowy (Mean Square Error)
e Mean Absolute Error

Range of predicted values. (-10.000 to 10,000 | True value: 100 Range of predicted values: (-10.000
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Funkcje kosztu

@ Funkcje kosztu dla regresji:
o btad sredniokwadratowy (Mean Square Error)
e Mean Absolute Error
e Huber loss

Ksztatt zalezny od dobieranego parametru
Dla § -~ 0— > MAE
dla § «~» co— > MSE

Huber Loss/ Smeoth MAE Loss vs. Predicted values (Color: Deltas)

1 | — o
1
]

Loss

-100 75 -50  -25 00 25 50 75 100
Predictions

Plot of Hoss Loss (Y-axis) vs. Predictions (X-axis). True value = 0
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Funkcje kosztu

@ Funkcje kosztu dla regresji:
o btad $redniokwadratowy (Mean Square Error)
e Mean Absolute Error
e Huber loss
@ Funkcje kosztu dla klasyfikacji (wynikiem jest
prawdopodobienistwo)
e Entropia,

o Entropia krzyzowa (cross entropy),
e SVM
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Optymalizacja

| : Przyktadem optymalizacji jest

: regresja liniowa - dopasowanie
Height - D > prostej do pomiaréw

W tym przypadku szukamy takich
parametréw prostej, aby fukncja

3 ; : | kosztu byta jak najmniejsza
e AL J J

StatQuest
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Optymalizacja

. Sum of
Height - D Squared
Residuals

&
«Q
=3
=3
O«
n

Intercept

Suma kwadratéw réznic pomiaréw (jasno-zielone punkty) oraz

proponowanej prostej (zielona linia) zaznaczona jest czerwonym
punktem

Poszukujemy jak najmniejszej wartosci

StatQuest
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Optymalizacja

Sum of [ ]
Squared
Residuals ®
o
- ([ ]
L 2P o
Cweint 0 1 2
Weight Intercept

Po kilku propozycjach prostych

Nie mamy pewnosci, czy punkt o najmniejszej wartosci jest w
rzeczywistosci takim. Aby to sprawdzi¢ musielibysmy
zaproponowac i obliczy¢ btedy dla jeszcze wielu innych prostych

StatQuest
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Optymalizacja - Gradient descent

- Gradient descent to
algorytm, ktéry nie

wymaga obliczania funkgji
kosztu dla duzej liczby

Sum of ..
ropozycji

Squared . propozy _

Residuals Propozycje parametréw

(oznaczone czerwonym
krzyzykiem) wyznaczane
s na podstawie

; ; nhachylenia zbocza

1 2 .
Intercept pochodnej funkcji: ]

SF S

StatQuest
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Optymalizacja - Gradient descent

Sum of
Squared .
Residuals
0 1
Intercept
StatQuest

Im wieksze nachylenie
zbocza, tym bardziej

oddalona jest nastepna
propozycja
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Optymalizacja - Gradient descent

Sum of -
Squared Im mniejsza pochodna,
Residuals tym mniejsze odstepy
miedzy propozycjami
0 2
Intercept
StatQuest
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Optymalizacja - Gradient descent

Sum of
Squared .
Residuals
0 2
Intercept
StatQuest
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Optymalizacja - Gradient descent

Sum of
Squared .
Residuals
0 1 2
Intercept
StatQuest
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Optymalizacja - Gradient descent

Wielkos¢ kroku zalezy od
nachylenia zbocza oraz
parametru Learning Rate:

Step Size=Slope x Learinng Rate

Sum of
Squared -

. Warunki zakonczenia
Residuals

optymalizacji:
© wielkosc kroku mniejsza niz
zatozona wartos¢,

% KNG

Intercept

N =

@ ilos¢ krokéw (iteracji)
wieksza niz zatozona
wartosc.
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Optymalizacja - Gradient descent
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Optymalizacja - Gradient descent
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Optymalizacja - Gradient descent
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