Mechanika budowli

dr inz. Karol Winkelmann
Katedra Mechaniki Budowli WILIS

na podstawie wyktadow prof. Izabeli Lubowieckiej
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Cele wyktadu z mechaniki budowli

» Poznanie metod rozwigzywania uktadow statycznie
niewyznaczalnych:

metody sit i metody przemieszczen.

» Zrozumienie istoty roéznic w zachowaniu sie konstrukcji
statycznie wyznaczalnych i niewyznaczalnych przy
podstawowych typach obcigzen, w zakresie statyki,
statecznosci | nosnoscl graniczne).




Podstawowe zagadnienia

» Zatozenia, podstawowe pojecia | definicje.
» Zasada pracy wirtualnej dla ciata sztywnego.

» Zasada pracy wirtualne| dla ciata odksztatcalnego.
Obliczanie przemieszczen w uktadach statycznie wyznaczalnych.

» Twierdzenia 0 wzajemnosci prac i twierdzenia z nich wynikajace
(0 wzajemnosci reakcji, o wzajemnosci reakcji i przemieszczen,

metoda kinematyczna wyznaczania linii wptywu).




Podstawowe zagadnienia

> Rozwigzywanie uktaddéw statycznie niewyznaczalnych
za pomocy metody sit.
> Rozwigzywanie uktaddw statycznie niewyznaczalnych

za pomocy metody przemieszczen.
> Wykorzystanie symetrii uktadu.

» Obliczanie przemieszczen w uktadach statycznie
niewyznaczalnych - twierdzenie redukcyine.

» Statecznos¢ belek ciagtych i ram ptaskich.
> Nosnosé graniczna belek i ram ptaskich.




. Typy konstrukcji

» Konstrukcja brytowa ,_

Trzy wymiary tego samego rzedu

» Konstrukcja ptaska (powierzchniowa)

Dwa wymiary podobne, trzeci zdecydowanie mniejszy
(gruboé¢ elementu)

» Konstrukcja typu pretowego

Jeden wymiar znacznie wiekszy od pozostatych
(dtugosé)
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Klasyczne zatozenia mechaniki budowli

> Clggtos¢

materiat wypetnia konstrukcje w sposob ciagty, nie
wystepujg mikropekniecia, pustki.

> jednorodnosé
w kazdym punkcie ciata materiat ma te same
wtasciwosci mechaniczne

> IZotropowos¢
materiat ma takie same wtasciwosci mechaniczne
we wszystkich kierunkach; wtasciwosci nie zaleza od
orientacji rozpatrywanej objetosci elementarnej ciata




I3 Klasyczne zatozenia mechaniki budowli

» zasada superpozyciji

Efekt dziatania réznych obcigzen (sity wewnetrzne lub
przemieszczenia) ss suma efektu dziatania
niezaleznie rozpatrywanych poszczegdlnych

obciazen.
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I3 Klasyczne zatozenia mechaniki budowli

» zasada zesztywnienia
Pomijamy wptyw deformacji na zmiane rozktadu sit w konstrukgji
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I3 Klasyczne zatozenia mechaniki budowili

> ptaskich przekrojéw (Bernouliego)
/aktada sie, ze przekrdj ptaski przeprowadzony myslowo w ciele
nieodksztatconym, chociaz moze zmieni¢ swe potozenie przy

12

odksztatceniu ciata, pozostaje nadal ptaski.
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I3 Klasyczne zatozenia mechaniki budowili

» zasada de Saint-Venanta
Sita dziafajagca na ciato ma wptyw na rozktad naprezen tylko
w bliskim sasiedztwie punktu przytozenia sity.
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= Analiza statyczna uktaddw pretowych

TC sty przyweztowe
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I3 Klasyczne zatozenia mechaniki budowili

> materiat liniowo-sprezysty, o=¢£
lo
/
’ E=tgux
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Zagadnienia wykraczajace poza klasyczne
zatozenia mechaniki — nieliniowosé
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Modelowanie materiatu — modele
fizycznie nieliniowe

model sztywno-
plastyczny

model sztywno-plastyczny

Ze wzmochnieniem
E:1gf3 -
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Modelowanie materiatu — modele
fizycznie nieliniowe

model sprezysto-
plastyczny
E=1gea

M’ﬁ
T S

model sprezysto-plastyczny
Zze wzmocnieniem
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¥ Nieliniowos¢ geometryczna — statecznosé
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Rys. 4.11. Diugosci wyboczeniowe sciskanych pretow o roznych schematach statycznych
18

>
==
=

h-—.-i—-.'.

¥~
-




* = \_‘I“""EP’E — Nieliniowoéé
e R D geometryczna -
DRgsreave statecznosé, Nosnosc

SPREZYSCIE SZTYWNE :
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Wg norm projektowania konstrukcji stalowych rozréznia sie rézne klasy przekrojow
poprzecznych w zaleznosci od mozliwosci uplastycznienia przekrojow
(niektdre przekroje szybciej stracg statecznosé niz mogtyby sie uplastyczni¢)
(A.Biegus: Nosnos¢ graniczna stalowych konstrukcyi pretowych)
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. Nieliniowosé¢ geometryczna — nosnosé graniczna

Rys. 3.22. Wykresy momentow zginajacych (b) oraz rozklady naprezen w przekrojach (c) belki statycznie
niewyznaczalnej (a) w sprezystej i pozasprezystej fazie obciazenia 5




Nieliniowos¢ geometryczna — nosnosé¢ graniczna
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. Analiza kinematyczna budowy uktadow
pretowych

Punkt na

ptaszczyinie...

Jak go .A
unieruchomié?




. Analiza kinematyczna budowy uktadow
pretowych

Punkt na

ptaszczyinie... naktadamy wiezy
A

Jak go \ '

unieruchomié¢? m
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. Analiza kinematyczna budowy uktadow
pretowych

Ptaskie ciato
doskonale sztywne
>> tarcza <K
Jak ja
unieruchomié? N




. Analiza kinematyczna budowy uktadow
pretowych

Ptaskie ciato
doskonale sztywne
>> tarcza K
Tak zamocowana
moze Sie obracaé N
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. Analiza kinematyczna budowy uktadow
pretowych

Ptaskie ciato
doskonale sztywne
>> tarcza K
Tak zamocowana
moze Sie obracaé N
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. Analiza kinematyczna budowy uktadow
pretowych

Ptaskie ciato
doskonale sztywne
>> tarcza <K .
Jak ja
unieruchomié? N




. Analiza kinematyczna budowy uktadow

pretowych

Jezeli mamy wiece;
tarcz potgczonych
ze soba...

Mozemy trzema wiezami potaczyé¢ tarcze 112 lub...
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. Analiza kinematyczna budowy uktadow
pretowych

... lub na’f,oz.yé | wiezy
jednoczesnie wiezy zewnetrzne
wiezy wewnetrzne  Wewnetrzne ’

| zewnetrzne \

Do unieruchomienia kazdej tarczy potrzebujemy 3 wigzy




. Analiza kinematyczna budowy uktadow

pretowych

Jezeli liczba tarcz = t, to minimalna liczba wiezéw/reakcji (w)
potrzebna do zapewnienia geometrycznej niezmiennosci
uktadu wyniesie 3t

~ =
n
"~

s =3t- w liczba stopni swobody uktadu
n=w- 3t stopien statycznej niewyznaczalnosci uktadu 35




TU

n=w-3t (ubn=r- 3t
Uktady
> statycznie wyznaczalne n =0
> statycznie niewyznaczalnen> 0 “
> geometrycznie zmienne n< 0 :
" chwilowy érodek
obrotu
Ale czy zawsze 3 wiezy

= Stopien statycznej niewyznaczalnosci

wystarczaja?
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Wiezy zewnetrzne (podporowe) i wewnetrzne

Liczba wiezOw zewnetrznych:




Wiezy zewnetrzne (podporowe) i wewnetrzne

Liczba wiezOw wewnetrznych:

W = 2 W = Z(k-].)

przegub wewnetrzny -> w =2




Wiezy zewnetrzne (podporowe) i wewnetrzne
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Analiza kinematyczna budowy uktadéw
pretowych

» Uktad a) --—-> r=6;t=2 czyli n=r-3t=66=0
(uktad statycznie wyznaczalny)
> Uktad b) ----> r=8t=3 czvli n=r-3t=89=-1
(uktad chwiejny o 1 stopniu swobody)
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Analiza kinematyczna budowy uktadéw
pretowych

i

> Uktad statycznie wyznaczalny, r=9;t=3czyli n=r-3t=9-9=0




= Uktad statycznie wyznaczalny

a niewyznaczalny

> W uktadzie statycznie wyznaczalnym sity wewnetrzne moga
powstac¢ tylko pod wptywem obcigzen czynnych czyli sit
zewnetrznych

» W uktadzie statycznie niewyznaczalnym mozliwe sg stany

samonaprezenia pod wptywem temperatury czy przemieszczenia

podpoér

> UWAGA: Temperatura i przemieszczenie podpér w uktadach
statycznie wyznaczalnych nie wywotuja sit wewnetrznych ani
reakcji podporowych!
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Uktad statycznie wyznaczalny

a niewyznaczalny
Dwie wersje ramy - wyznaczalna | niewyznaczalna

temperatura

osiadanie
podpory




na dowolnych przemieszczeniach wirtualnych byta
rowna zeru.

i=1

Podstawowe twierdzenia w mechanice
budowli
Zasada pracy wirtualnej dla ciata sztywnego
Warunkiem koniecznym i wystarczajacym rownowagi
ciata sztywnego jest by praca wszystkich obcigzen




/Zastosowanie twierdzenia Castigliano
do obliczania przemieszczen

Mozna obliczy¢ przemieszczenia w uktadzie na podstawie
pochodnej energii sprezystosci.

Jezeli energia naprezen materiatu liniowo-sprezystego jest
wyrazana jako funkcja sit P, wtedy pochodna czgstkowa tej
energii wzgledem tych sit jest rowna przemieszczeniom &, na
kierunkach sit P, w punktach ich zaczepienia.
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/Zastosowanie twierdzenia Castigliano
do obliczania sit

Mozna obliczy¢ sity w uktadzie na podstawie pochodnej energii
sprezystosci.

Jezeli energia sprezystosci materiatu liniowo-sprezystego moze
byc wyrazona jako funkcja przemieszczen o,, wtedy pochodna

czgstkowa tej energii wzgledem przemieszczen jest réwna sitom
P, zaczepionym w punktach przemieszczen.

OF
-
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Zastosowanie twierdzenia Castigliano
do obliczania sit

Energia potencjalna odksztatcenia sprezystego = praca
(rzeczywistych) sit wewnetrznych na odksztatceniach.

ds + | Kk —ds + i_ds
GA GI

1 5

2E, =2L, —j—ds+ M r IME

! 1
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Obliczanie przemieszczen w uktadach
statycznie wyznaczalnych

Obliczy¢ przemieszczenie aEp S
z twierdzenia Castigliano oP i

1P

e B |
ar o W :
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i48 Z twierdzenia Castigliano: )#;—- ? =2
obliczamy momenty zginajace - 2a *' a_,)
| energie A
43
J X = E "a\ ( *1
s Y mbdfe o) P

J‘( xZ) dx, +— Ile dx, =

Lesiar s 1"21213121313%:3
gsz(xz) dx2+EP2j(xl) dx = 2P (2a) +_P*—(a)' =—

0 0
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Obliczamy pochodng energii wzgledem obciazenia
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" l jest to, by suma prac wszystkich sit (zewnetrznych i wewnetrznych) dziatajgcych na uktad i
pracujgcych na dowolnych przemieszczeniach tego uktadu byta réwna zero.

0L, — przyrost pracy sit zewnetrznych

6Ly, — przyrost pracy sit wewnetrznych

6Ly = ); _.i °§“} = )i P; 6r; cosa; P. — sity zewnetrzne

oL, = Z]F} °5} = XjFj 6r; cosp; F; — sity wewnetrzne

*dowolne przemieszczenia nie musza by¢ przemieszczeniami rzeczywistymi czyli dziatajgcymi
wzdtuz konkretnego toru ruchu, odbywajacymi sie w czasie i zaleznymi od sit. S3 to przemieszczenia
uwolnione od czasu i sit, sg jedynie zgodne z narzuconymi dla uktadu wiezami stad sg nieskonczenie
mate.

*W uktadach NIEODKSZTALCALNYCH (doskonale sztywnych) odksztatcenia sa z zatozenia
rowne zeru stad ubytek energii potencjalnej skumulowanej w ustroju jest rowny zeru, a wiec
przyrost pracy sit wewnetrznych jest zerowy. Dla tych uktadow zasada prac przygotowanych

. e Rownowaga prac
. Warunkiem koniecznym i dostatecznym rownowagi jakiegokolwiek uktadu materialnego

przyjmuje formute dobrze znana z Podstaw Statyki, ktéra brzmi nastepujaco:

Suma prac wirtualnych wszystkich sit zewnetrznych (czynnych i biernych) na wirtualnych
przemieszczeniach zgodnych z kinematycznymi wtasciwosciami uktadu w przypadku
rownowagi tych sit jest rowna zeru.

6Lz=0




Zwigzki fizyczne (konstytutywne)
Def.: Zaleznosci jakie przyjmuje sie miedzy tensorami naprezen a tensorami

odksztatcen nazywa sie zwigzkami fizycznymi.

*W ptaskich uktadach pretowych rozroznia sie 3 sktadowe stanu odksztatcenia:

—odksztatcenie katowe Ad¢
—odksztatcenie postaciowe Adh
—odksztatcenie podtuzne Ads

Odksztatcenia te sktadaja sie na jedno odksztatcenie elementu, ktory po obcigzeniu pozostaje
w potozeniu rownowagi.

Rozpatrzmy nieskoniczenie maty element preta o
objetosci dV = A ds /
A — pole przekroju,

ds — elmentarny odcinek preta nieobciazonego

ds A




Zmiana kata miedzy

W wyniku obcigzenia w rozpatrywanym elemencie preta powstaj3 sity wewnetrzne i zwigzane
z nimi odksztatcenia.
. odksztatcenie

katowe Adg przekrojami

!
e £ ; //lAd:,:I ograniczajacymi
: | I~/ element, zwigzane
. /V\ jest ze zginaniem
4 k[P
| 1 Adg
Ad?g i \ = Ad(pl + Ad(pZ
odksztatcenie : Wzajemne,
postaciowe T A TR rownolegte,
Adh . ¥ poprzeczne
: — | przesuniecie scian
ds ograniczajacych
+ T+dT element, zwigzane
jest ze scinaniem (T).
odksztatcenie
podtuzne Ads N Zmianie dtugosci
o = | — | e elementu, zwigzane
— = - - jest z rozcigganiem
- S {
Ads = ds’' — ds

Adh
Adh




Ostatecznie w uktadach odksztatcalnych liniowo sprezyscie

zwigzki fizyczne mozna zapisac jako:

L .8 o, M-z M
Adp = ——=—ds = ds = ds = ——ds
¥ = E-z I,E-z EI,
kT
Adh =y = ——ds = —ds
xz GA
. N
Ads = g, ds = —ds = —ds
EA

e W stanie rzeczywisty przemieszczen i obciazen
— spelniony jest warunek statycznej dopuszczalnosci,
— spelniony jest warunek kinematycznej dopuszczalnosci,
—  zaleznos¢ naprezen i odksztalcen jest zgodna z zalozonym prawem fizycznym.

e W stanie wirtualnego obcigzenia
—  spelniona musi by¢ jedynie statyczna dopuszczalnos¢ stad:
* obcigzenia sg na tyle male, Zze nie zmieniajg aktualnego stanu konstrukgji,
* obcigzenia sg niezalezne od aktualnego stanu sit i przemieszczen konstrukcji.

e W stanie wirtualnego przemieszczenia
—  spelniona musi by¢ jedynie kinematyczna dopuszczalnos¢ stad:
* przemieszczenia sg na tyle male, ze nie zmieniajg aktualnego stanu konstrukcji,
* przemieszczenia sg niezalezne od aktualnego stanu sit i przemieszczen konstrukcji.




» Rozwazmy dowolny ukfad pretowy SW lub SN, w ktorym zadane obcigzenie zewnetrzne spowoduje
) l , powstanie w kazdym przekroju tego ukladu odpowiedniego stanu odksztalcen i naprezen
zaleznego od powstalych sit przekrojowych.

» Nastepnie na stan rzeczywisty nalézmy stan wirtualnych obcigzen (ukladowi bedacemu w
rownowadze nadaje sie dodatkowe obcigzenia, ktére sg nieskoriczenie male, dowolne, niezalezne
od istniejgcych sit i czasu, jedynie statycznie dopuszczalne):
- - - - stan rownowagi ukiadu
L T ’_ . - i‘ B " \\‘-
‘ 4 ,’.‘\“ — . “d-/
A,/ A7 VAN B Mo T XX
¥ e N ¥ = N\ N . ', T / \ =
‘ ! ' b y? Ar~= 3
: AN. A~V \Y
& \ o CERERY SN L N—
204 ds | Ads=ds-ds
Stan rzeczywisty okreslony przez :
Przemieszczenia Ay, Ag, Ac, Arp, Ay, Az, A3, A, i
odksztalcenia Ade, Adh, Ads
Stan wirtualny okreslony przez: -
ObcigzenieP,, P, P; , reakcje R , sily przekrojowe M, T, N.

. e Sformutowanie ZPP przy wirtualnym stanie obcigzen (ll-sformutowanie ZPP)
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Def.: Praca wirtualnych sit zewnetrznych na odpowiadajacych im rzeczywistych
przemieszczeniach jest rowna pracy wirtualnych sit wewnetrznych na odpowiadajgcych
im rzeczywistych odksztalceniach.

ZF,, A, +Z'R"m A,.m=f"M"Adgo +["T'Adh+f'ﬁAds
n m

Il sformulowanie zasady prac przygotowanych mozna zastosowac do wyznaczenia przemieszczen.
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