Obliczanie przemieszczen z zasady pracy
wirtualnej dla ciata sztywnego

Dla podanego ukladu wyznaczyc przemieszczenie pkt.D
wywolane przemieszczeniem podpory B (El=const).
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Obliczanie przemieszczen

Dla podanego ukladu wyznaczyc przemieszczenie pkt.D
wywolane przemieszczeniem podpory B (El=const).

L =P8 =0, 1x5, +Ax(-2)=0, &, =2A
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Aby obliczy¢ dowolne przemieszczenia z twierdzenia Castigliano
nalezy wstawi¢ jednostkowa site wirtualng w kierunku szukanego
przemieszczenia l |

5

M(P) A\I X

M(P)

P P2 EJ EJ
(P=1)

Obliczamy catke o= j
stosujemy catkowanie graficzne oriss vz IABELA LUBOWIECKA PROF. PG
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Catkowanie graficzne

Catkujac graficznie dwa wykresy -
mnozymy pole pierwszego wykresu A przez F1(x)
rzedng z drugiego wykresu 7, na wysokosci N
srodka ciezkosci pierwszego >\
S
J L0 E00=A7 rx
fa(x)
y
/I/ |
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Catkowanie graficzne

.

Zatozenia:

[ 1,00 1,(x)=An

- stata sztywnosc,

f1(x)
- wykres prostoliniowy zapisany jednym —
rownaniem, ?\
- catkujac parabole z wykresem / A X

prostoliniowym, zawsze bierzemy pole
paraboli i rzedng wykresu liniowego, 1

- jezeli wykresy sg po tej samej stronie to :
wynik catkowania jest dodatni, jezeli po | /fZ(X)

przeciwnych to ujemny
A |7
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Catkowanie graficzne

) | MM = A7

II\/I x Mdx =
=M x (ax+b)dx = y
= [ Maxdx + [ Mbdx = _>\

o o J//‘\A
:ajdex+ojde: | .

* *

moment _poleA —

statyczny l\/l = ax+b

> A <
=aAx, +bA= A(ax, +b)= Ay, , :
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Zwigzki sit wewnetrznych ze sktadowymi
odksztatcen znane z wytrzymatosci materiatow

.

Adp =N s, Ads=—"-ds, Adh=k——ds
£) EA GJ

k — wspotczynnik zalezny od ksztattu przekroju

A S’
=32l
J - moment bezwtadnosci wgl. osi gtdwnej, przekroju
S - moment statyczny wgl. osi gtéwnej,

b - szerokosé¢ przekroju w odlegtosci od osi gtéwnej
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Zasada pracy wirtualnej dla ciata
odksztatcalnego

Przemieszczenie wirtualne powoduje wzrost sktadowych
odksztatcen o wartosci:

Adp, Ads, Adh

Nazywamy je odksztatceniami wirtualnymi
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Zasada pracy wirtualnej dla ciata
odksztatcalnego

Praca obcigzen zewnetrznych na przemieszczeniach wirtualnych jest
rowna pracy sit wewnetrznych na odksztatceniach wirtualnych
uktadu.

Zpazj(l\/m?m N Ads + T Adh)

/ /

Praca momentu na wirtualne;j Praca sit tnacych na wirtualnych
zmianie kata odksztatceniach

Praca sit normalnych na
wydtuzeniach wirtualnych
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Zasada pracy wirtualnej dla ciata
odksztatcalnego

Praca obcigzen wirtualnych na przemieszczeniach
rzeczywistych jest robwna pracy sit wewnetrznych na
odksztatceniach rzeczywistych uktadu.

> P5=[(MAdg+ NAds +T Adh)
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W ponizszych réwnaniach nie wystepujg charakterystyki
fizyczne materiatu.

Zpazj(l\/m?m N Ads + T Adh)

3PS = j (MAdo + NAds + T Adh)

Zasada pracy wirtualnej jest stuszna niezaleznie czy
materiat jest sprezysty czy niesprezysty.

Wynika ona tylko z zatozenia rownowagi uktadu |
ciggtosci odksztatcen a zapis wynika z zatozenia ptaskich
przekrojow.
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Zasada pracy wirtualnej
dla ciata odksztatcalnego —>dla ciata sztywnego

.

> P5 = [(MAdg+ NAds + T Adh)
> Ps = [(MAde + NAds +TAdh)

Jezeli w obydwu réwnaniach przyjmiemy , ze Ad¢ = Ads =Adh=0

co odpowiada zatozeniu o nieodksztatcalnosci,
to otrzymamy zasade pracy wirtualnej dla ciata sztywnego:

Y Ps=0, »P5=0
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Zasada pracy wirtualnej dla ciata
odksztatcalnego - tylko zginanie

Przy matym wptywie sit normalnych i tnagcych mozemy
przyjac

Zﬁ&zjh_AAdgo

ZPS:IMAd_¢
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Przemieszczenia w uktadach pretowych

Pod wptywem obcigzenia uktadu powstang sity wewnetrzne
powodujgce odksztatcenia dane wzorami

Adgo:&ds, Ads:lds, Adh:des
EJ EA GJ

Odksztatcenia te okxeslajg rzeczywlsty stan przemfieszczen.
Wtedy szukane przen\eszczenie o dktadowej o, jgst
wyrazone rownaniem

1.6, = [MAdg+NAds +T Adh)
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Przemieszczenia w uktadach pretowych

Odpowiednie przyjecie obcigzenia wirtualnego daje wzoér na
poszukiwane przemieszczenie

(po podstawieniu wyrazen na odksztatcenia z poprzedniego
slajdu)

Wzér stuszny dla uktadow statycznie wyznaczalnych i
niewyznaczalnychl!
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Przemieszczenia w uktadach pretowych -
zestawienie wzorow

.

Belki zginane ) :I MM ds,
! ' EJ
» NN

Kratownice 0. = Ziﬂﬁl’

MM » NN
Uktady — "
ramowo-kratowe 2 -!: EJ dS+Zi:1 EA .
Diwigary zatamane 0. :". MM ds+I MSMSds,
W planle S EDJR HAB. INZ. IABESA LUB%W‘EJCI@ PROF. PG



Przemieszczenia w uktadach wyznaczalnych

.

Obliczy¢ przemieszczenie w srodku belki

lP

A E A
L L 0=" |
| |
P=1
: 5 (MM
| ' EJ
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Wptyw podpory sprezyste;.
Sztywnosé podpory sprezystej &

N LA N
— I —
[

LA
VY

wydtuzenie x (4/)

Al = — (z prawa Hooke’a)
EA
EA
N =
,/
N =k X
.« EA
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. Wptyw podpory sprezystej na szukane przemieszczenie
TC mozna znalezé modyfikujac wzor na obliczanie
przemieszczen dla kratownic:

.I\l _
15=>" NEA = [16= NkN

kratownice podpory sprezyste
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Wptyw temperatury

Zaktadamy liniowa zmiane temperatury w przekroju preta
: iy
t, ) dx (1+at2)
G > dx (1+aty)
N dx (1+at))

Na skutek nagrzania wtdékna preta wydtuzg sie wprost proporcjonalnie
do temperatury na danym poziomie.

.

Przekrdj preta po nagrzaniu pozostanie ptaski ale pret zakrzywi sie.

- dtugos¢ skrajnych wtdkien gérnych dx (1+at,),
- dtugos¢ wtdkien dolnych dx (1+aty).
a - wspt. rozszerzalnosci cieplnej (dla.betonu i stalics 1031 /°C)




Wptyw temperatury

.

—Adx (1+at2)

dx (1+atl) At

dX(1+at) —dx(1+at,) ot -t,) dx
h

AdgpzaTAtdx, Adgo:aTAtds

Adp =

prety prety
prostoliniowe zakrzywione
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Wptyw temperatury

Jezelitl =t2 =10, to pret nie doznaje zakrzywienia (ogrzanie
réownomierne), tylko wydtuza sie.

dx dx(1+octn)§

< N <

N

Ads = at,ds
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Wptyw temperatury

Jezeli wrocimy do réwnania na przemieszczenie

1-6,= [MAdg+NAds+T Adh

| w miejsce odksztatcen podstawimy wyrazenia

Adgo—aAtMtds Ads = ot ~tds, Adh =kt ds
h EJ EA GJ

otrzymamy

S = j_aAtds+INat ds+j +NNt+TTt ds
EA GA
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Wptyw temperatury

Wiemy, ze w uktadach statycznie wyznaczalnych zmiany temperatury
nie powodujg sit wewnetrznych, zatem trzecia catka znika.

Ale powoduja przemieszczenia:

S = I VI aAtds+INat ds
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Przyktad — obliczy¢ zmiane kata miedzy pretami
w przegubie C

) L
‘ b t,* const N\ )

.

% | at = const
1 h =const
7 . - 1 |
2 Fi
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4|

N
Aa:% sf—ds roct Jﬂds ////////d}
Pole pod wykresem M l N "//

Pole pod wykresem N

7/
2
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Wptyw przemieszczenia podpor

Przez M. , N, . oznaczmy sity wewnetrzne wywotane
przemieszczeniem podpér. Rzeczywisty stan odksztatcen bedzie
wtedy opisany sktadowymi

Adgo_MAds Ads_NAds Adh =k Ads

EJ EA GJ

Po wstawieniu wirtualnej sity jednostkowej w miejscu przemieszczone;
podpory i zapisaniu rownania pracy wirtualnej mamy

1-6,+Y RA=[MAdgp+NAds+TAdh)

| dalej — _
6, =—2 RA+ (MMA NN, | TT, st
S EJ DR &AZ |ABELA(§J&N CKA, PROF. PG




Wptyw przemieszczenia podpor

Jezeli uktad jest statycznie wyznaczalny, to przemieszczenia podpoér
nie wywotuja w nim sit wewnetrznych, czyli

O. =

ale powodujg przemieszczenia wyrazone wzorem

5, =—> RA
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Przemieszczenia w kratownicach - translacja

.

Przemieszczenie w kratownicach obcigzonych weztowo

5 Z—lEA

DR HAB. INz. IABELA LUBOWIECKA, PROF. PG



Przemieszczenia w kratownicach - obrot

.

Kat obrotu preta kratownicy - moment w postaci pary sit

s NN
_Zi_lEiA P
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Przemieszczenia w kratownicach - temperatura

.

Wptyw temperatury - wzér ogdlny (temperatura w precie
stata)

S, =Zin=1 N.atl +Z\:\N‘N“ |

i=1
EA_
Kratownice statycznie wyznaczalne

O = Zin=1 Nia G,
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Przemieszczenia w kratownicach -
przemieszczenia podpor

.

Wptyw przemieszczenia podpor - ogdlny

- RAZ\NQ\.

przemieszczenie podpor - kratownice statycznie wyznaczalne

" RA
1I

5= -
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Twierdzenie o wzajemnosci prac (Bettiego)

Dwa uktady statyczne

| uktad

S .~ Przyczyna

t Kk
Il uktad P K iejsce

L
i o =
5:;‘;': "j\wf
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Twierdzenie o wzajemnosci prac (Bettiego)

.

Praca sity Pi na przemieszczeniu wywotanym sitg Pk jest
rowna pracy sity Pk na przemieszczeniu wywotanym
sitg P
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Twierdzenie o wzajemnosci prac (Bettiego)

(dla sit uogdlnionych - moment i sita skupiona)

.

~
~
—————————
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Twierdzenie o wzajemnosci przemieszczen
Betti-Maxwella

.

Jezeli zatozymy we wzorze Bettiego = A =1

ta sama wartosc
przemieszczen
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Twierdzenie o wzajemnosci reakcji Rayleigh’a

.

Row = Ry -
RiAik — RkAki & ’gzx F FAV

Jezelllprfemleszczema J \}%/ ~
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Twierdzenie o wzajemnosci reakcji |
przemieszczen Muellera-Breslaua

.

nie ma przemieszczen

H ,
@ 417 . podpor .

U
<
l
©
I
—>3 b
R?U
P

@ Aﬁ‘:": nie ma sit
‘q__.._g_

T . 7

Po, +RA =0 e W L e
1 1k k—k e

Rk — _§ik Mozna stosowaé¢ do wyznaczania linii wptywowych
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Wyznaczanie linii wptywowych przemieszczen

; B b,

Z tw. 0 wzajemnosci’ | O
przemieszczen: X
5xi — é‘ix B | o 1 H
- . LR L.w.d;
podobnie dla kazdego T W. 6
potozenia sity = .
Ay

5x1i — é‘ixl

. "'"""m“"“'IHF
e 2

Kazda rzedna linii tgiecia od sity Jednostko%J w punkcie / jest réwna

ugieciu ¢, jakie wywotuje sita znajdujaca sie nad ta wtasnie rzedna linii
ugleua DR HAB. INZ IABELA LUBOWIECKA, PROF. PG




Wyznaczanie linii wptywowych przemieszczen

Kazda rzedna linii ugiecia od sity jednostkowej w punkcie
/ jest rdbwna ugieciu &;, jakie wywotuje sita znajdujaca sie nad ta
wtasnie rzedng linii ugiecia.

Oznacza to, ze linia ugiecia od sity jednostkowej zaczepionej w
punkcie / jest linig wptywu ugiecia w tym punkcie dla poruszajacej
Sle Sity pionowej.

Podobnie z tw. Maxwella w postaci dik = ¢k mozemy stwierdzi¢, ze
linia wptywu kata obrotu w punkcie / jest identyczna z linig ugiecia
od obcigzenia momentem jednostkowym zaczepionym w tym
punkcie.
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