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Obliczanie przemieszczen w uktadach statycznie
niewyznaczalnych. Twierdzenie redukcyjne

.

WYPROWADZENIE TWIERDZENIA REDUKCYJNEGO DLA UKtADOW
Z OBCIAZENIEM CZYNNYM

Do wyznaczania przemieszczen w konstrukcjach mozemy zastosowaé wzor
Maxwella-Mohra. Obliczanie przemieszczen polega na:

> rozwigzaniu danego uktadu (moze to by¢ dowolny uktad statycznie
niewyznaczalny lub statycznie wyznaczalny) od obcigzenia zewnetrznego,

» rozwigzaniu danego uktadu od obcigzenia jednostkowego - wirtualnego
w Kierunku szukanego przemieszczenia,

> catkowania wykreséw wg ponizszego wzoru (tylko wptyw momentéw

zginajacych!): M i
5=~
EJ
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Twierdzenie redukcyjne

Jezeli uktad jest statycznie niewyznaczalny to stosowanie wzoru Maxwella -
Mohra wymaga rozwigzania zadania niewyznaczalnego dwa razy:

M~ |

P
l Szukamy: 6="?
__ ,y >
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M x M
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Twierdzenie redukcyjne

Twierdzenie redukcyjne pozwala na uproszczenie obliczen.

W liczniku funkcji podcatkowej wzoru Maxwella-Mohra mozna rozpisa¢
kazdy moment zginajacy zgodnie z procedurg metody sit.

Zaleznosci na momenty zginajagce w danym uktadzie od obcigzenia
zewnetrznego M i momenty zginajagce w tym uktadzie od obcigzenia
wirtualnego M .

:IM xM:
EJ

(M, + M, X, +M,X, + M, X, )x (M, + M, X, + M, X, +M,X,)

ds
j EJ
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Twierdzenie redukcyjne

M xM
o=] EXJ B
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Twierdzenie redukcyjne

Po wymnozeniu sktadnikow wystepujacych w liczniku powyzszej
zaleznosci otrzymamy (licznik):

licznik =

MM, +

M M X, + M, XM, X, + M, X, M, X, + M_ X, M, X, +
M M, X, +M, X, M, X, + M, X, M, X, + M, XM, X, +
M M. X, + M X M. X, + M, X, M X, +M,X,M,X,
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Twierdzenie redukcyjne

licznik =

MM, +

MM X, + M XM X, + M, XM X, + M, XM X, +
MM, X, + M, XM, X, XM, X, + M, XM, X, +
MM, X, +M XM, X Xy + M, XM, X,

Po wyciaggnieciu za nawias hadliczsowych uktadu z obcigzeniem
wirtualnym mamy:

licznik =

MM, +

(MM, +M XM, +M,X, M,) X, +

(MM, +M, XM, +M, )X, +

(MM, +M XM, +M, X, M, + MX M) Xarin osowecen sror uczein



Twierdzenie redukcyjne
licznik =
MM, +
(MM, +M XM |+M, XM, + M, X.M,) X, +
(MM, + M, KM, +M, X, M, + M, X,M,)X, +
(MM, +MJX M, + M, XM, +M,X,M,)X,

.

| =<

Zarowno w rozvfigzaniu uktadu od obciazenia zewnetrznego jak i wirtualnego
mozemy zastosowac taki sam uktad podstawowy a wigc licznik powyzszej
zaleznosci mpzemy przeksztatci¢c wprowadzajac definicje przemieszczen
znane z rozyigzywania uktadéw za pomoca metody sit:

licznik =
MM, +
(010 HOX, + 0, X, +0,,X5) X, +

(02 + 0y Xy + 0, X, + X)X, +

(O30 + 05 Xy 03, X, + 033 Xg) Xy DRHAS 12 ZASELA LUBOWIECKA PROF UCZELN




Twierdzenie redukcyjne
licznik =

MM, +

(510 T 511X1 T 512X2 T 513X3)X1 T
(520 T 521X1 T 522X2 T 523X3)X2 T
(g + 0y Xy + 05, X, + 055X ) X,

Wykorzystujac zaleznosci opisOygce zgodnosci przemieszczen w kierunkach
wprowadzonych w uktadzie podgtawowym nadliczbowych:

O1p + 01 X +0,X,+0,X;,=0
Oy + 0, X, +0,,X,+0,,X,=0
Ogy + 05, X, +0,X, +0,X,=0
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Twierdzenie redukcyjne

.

licznik = MM
Uwzgledniajgc powyisza zaleznos¢ mozna sformutowad

Twierdzenie redukcyjne

MxM
6= - ds = |

M x

EJ _I
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Twierdzenie redukcyjne pozwala na uproszczenie sposobu obliczania
przemieszczen w uktadzie statycznie niewyznaczalnym na podstawie wzoru
Maxwella Mohra. Mozemy jeden z wykresow momentow zginajacych
wystepujacych we wzorze Maxwella Mohra wyznaczy¢ w dowolnym uktadzie
podstawowym metody sit. W powyzszej zaleznosci indeks ,,0” oznacza, ze
dany moment zginajacy zostat wyznaczony w uktadzie podstawowym
metody sit.

.

| twierdzenie redukcyjne: site wirtualng przyktadamy w UPMS:

p
q l Szukamy: 5=? 1
S - © >

| | =] =
obliczamy wykres M obliczamy wykres M,

5 — j E><‘JI\/| :jMXMOdS—IMOXMdS
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.

Il twierdzenie redukcyjne: obciazenie zewnetrzne przyktadamy w UPMS:

4_
Av]
M~ |

Vl"l"

== = = ==

obliczamy wykres M, obliczamy m//«esT/l
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TWIERDZENIE REDUKCYJNE W UKtADACH OBClAzONYCH
TERMICZNIE LUB PRZEMIESZCZENIAMI PODPOR

Uktady obciazone termicznie (tw. redukcyjne pierwsze)

Gdy obciazenie wirtualne przytozymy do uktadu podstawowego to
przemieszczenia wyznaczymy wg wzoru:

I\/IOI\/It 4+ NONt)dS
EJ  EA

5=j|\/|0ahAtds+jNOatods+j(

Poniewaz obciazenie termiczne dziata w uktadzie statycznie
niewyznaczalnym, powstaja sity wewnetrzne M, i N, wywotane dziataniem
temperatury.
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Twierdzenie redukcyjne (drugie)

Uktady obciazone termicznie

Jezeli obcigzenie wirtualne przytozymy do uktadu statycznie
niewyznaczalnego a obcigzenia termiczne do uktadu podstawowego
to twierdzenie redukcyjne przyjmie postac:

5=jMahAtds+jNatods

W tym przypadku nie wystepuja sktadniki My, i Ny gdyz w uktadzie
statycznie wyznaczalnym obcigzenie termiczne nie wywotuje sit
wewnetrznych (uktad ma swobode odksztatcen).
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Twierdzenie redukcyjne (pierwsze)

Uktady obciazone przemieszczeniami podpér.

W przypadku gdy obcigzenie wirtualne przytozymy do uktadu
podstawowego to przemieszczenia uktadu obcigzonego osiadaniem
podpdr wyznaczymy wg wzoru:

- M M N N
O=—YRA+ oA 4 ) ds
Zl: A+ EJ EA)

W uktadzie statycznie niewyznaczalnym pod wptywem osiadania podpor
wystepuja sity wewnetrzne.
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Twierdzenie redukcyjne (drugie)

Uktady obcigzone przemieszczeniami podpér

Jezeli obcigzenie wirtualne przytozymy do uktadu statycznie
niewyznaczalnego a obcigzenia przemieszczeniem podpdér do uktadu
podstawowego to twierdzenie redukcyjne przyjmie postacé:

Wynika to stad, ze w uktadzie podstawowym obcigzonym wymuszeniami
kinematycznymi - przemieszczeniami podpor nie powstaja sity
wewnetrzne: M, Ny,
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Twierdzenie redukcyjne

Przyktad - | twierdzenie redukcyjne
Wyznaczamy wykres momentdw zginajgcych od obcigzenia
zewnetrznego w uktadzie niewyznaczalnym

a)
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Twierdzenie redukcyjne

Jednostkowg site wirtualng mozemy zaczepi¢ w réznych
uktadach statycznie wyznaczalnych, np.

1) W uktadzie belki swobodnie podparte;
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Twierdzenie redukcyjne

Jednostkowg site wirtualng mozemy zaczepié
2) W uktadzie wspornika

v -

Mp
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Twierdzenie redukcyjne

Jednostkowg site wirtualng mozemy zaczepié
3) W uktadzie belki przegubowej

a)
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Twierdzenie redukcyjne

Odpowiedni dobdr uktadu utatwia zadanie
W tym przypadku najlepszy bedzie schemat ponizej
(dlaczego?)

a)
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Twierdzenie redukcyjne

Przyktad - Il twierdzenie redukcyjne
Wyznaczamy wykres momentdw zginajgcych od obcigzenia
wirtualnego w uktadzie niewyznaczalnym
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Twierdzenie redukcyjne

Jednostkowg site wirtualng mozemy zaczepi¢ w réznych
uktadach statycznie wyznaczalnych, np.

1) W uktadzie belki swobodnie podparte;
a)

c)
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Twierdzenie redukcyjne

Jednostkowg site wirtualng mozemy zaczepié

2) W uktadzie wspornika
M M
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Twierdzenie redukcyjne

Jednostkowg site wirtualng mozemy zaczepié
3) W uktadzie belki przegubowej

a)

e
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Twierdzenie redukcyjne

Odpowiedni dobdr uktadu utatwia zadanie
W tym przypadku najlepszy bedzie schemat ponizej
(dlaczego?)

a)
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Twierdzenie redukcyjne

Niezaleznie od tego na podstawie ktorego uktadu

podstawowego obliczamy momenty M otrzymamy
taki sam wynik.

Rozbieznos¢ wynikéw swiadczytaby o btedach w wykresie M.

/ uwagi na to, ze w projektowaniu zazwyczaj potrzebne nam
sg wykresy momentéw M niezaleznie od tego czy musimy
oblicza¢ przemieszczenia, zatem zazwyczaj wykorzystujemy
| twierdzenie redukcyjne.
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Przyktady obliczen - obciazenie czynne

> Obliczy¢ przemieszczenie on

1.5T/m PQ T "
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1.5T/m
N

2]

Rozwigzanie uktadu

niewyznaczalnego od
obcigzen zewnetrznych M



15T/m LT
O [T,

2]

:
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A}5.595 fMM
_ p _ _1
51:.{"5 Frds = 1,47 &3

EJ = 17 060 Tm®
5

5. = 8,62:10 ’m
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> Obliczy¢ przemieszczenie ¢r
1.5T/m L‘I’ZT
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mmmmmum |

» Uktad podstawowy

jednostkowy moment
wirtualny zaczepiony
na prawo od wezta F

10
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EJ = 17 060 Tm®

MM :
=/ P _g4s = - I
‘PF".[ gy 98 = ~1.,66 g5 =

L




Przyktady obliczen - temperatura
> Obl|czyc przemieszczenie wezta H od temperatury
¢ 2-20°
At =50° to= 5° At=30° 1o:-5° ~s.
23 21 '
at+20°1 i
df= J to220 A't: 1 60
h = const o
12.0 10,0 _



a) - $ 2-20°

Uktad podstawowy

-y

""'illlliil




. M M N
61 =fﬁpm%t ds +f N’p tods + (—gJ—t + + k+>ds
J

S S
b) 2256\ _15,205 §, = 1734-107° - 314,8 53
||||||||I IIIIIIII|i||||| I MITeneee
—— 5, = «0,00111 m

H.

&) ® 5
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» Plerwsze twierdzenie redukcyjne dla przyktadu ma postac

M M N N T T
~ At = pt_ "pt _pt
61 =_/¥p L 4s "'_/Np t,ds +_/( B3 Y EA T K GA ds.
S S

S

» Drugie twierdzenie redukcyjne

XAt .- _
5, = fM ds +thxt0ds

Skorzystamy z tw. pierwszego ze wzgledu na znane sity
wewnetrzne
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il Przyktady obliczen - przemieszczenie podpor

> Obliczy¢ przemieszczenie w punkcie E od przemieszczenia
podpor
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s
: Eil’é:?il
L Y| (HSE
Momenty od obcigzenia (
zewnetrznego -

przemieszczen podpor




» Uktad podstawowy

v

.

Momenty od obcigzenia
wirtualnego w miejscu
poszukiwanego przemieszczenia
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> Pierwsze twierdzenie redukcyjne dla przyktadu ma postacd

61="Z:§ f( —L+k—ria)ds

» Drugie twierdzenie redukcyjne ma znacznie prostszg postac

'31 = 'Zﬁé

Skorzystamy z tw. pierwszego ze wzgledu na znane sity
wewnetrzne

DR HAB. INz. IZABELA LUBOWIECKA, PROF. UCZELNI




Korzystamy z | twierdzenia redukcyjnego ze wzgledu na

znane momenty (pomuamleT) _ _
M M N N T T
- A
“'ZRA+_[( A-l-k—gh—a)d&

— 0,01791 11

i
A ]
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ZASTOSOWANIE TWIERDZENIA REDUKCYJNEGO
DO KONTROLI OBLICZEN STATYCZNYCH

Za pomocgy twierdzenia redukcyjnego mozemy dokonaé¢ sprawdzenia
Istniejgcego rozwigzania uktadu.

Na przyktad kontrola poprawnosci wykresu momentéw zginajgcych moze
polegaé¢ na wyznaczeniu pewnego zerowego przemieszczenia tego
uktadu.

Przyjecie uktadu podstawowego i obliczanie przemieszczenia powinno
by¢ takie aby wykresy momentéw zginajacych a co za tym idzie
catkowanie graficzne byto jak najprostsze.
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ZASTOSOWANIE TWIERDZENIA REDUKCYJNEGO DO KONTROLI OBLICZEN

przyktad

> Dane:
wysokosé¢ stupa lewego 6m, =2k

sztywnos¢ EJ, FY YRRy

wysokosé stupa prawego 8m,
sztywnosé¢ EJ, I

dtugosé rygla lewego 10m,
sztywnosé 2EJ, )

dtugos¢ rygla prawego 8m, %_m
sztywnosé¢ 1,5EJ. N=x

.

1403 | 2

Wykres momentéw zginajgcych 26 |-
(obciazenie g=2kN/m, P=2kN)
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ZASTOSOWANIE TWIERDZENIA REDUKCYJNEGO DO KONTROLI OBLICZEN

.

> Sprawdzenie wykresu momentow zginajagcych wykonujemy obliczajac obroét
lewego utwierdzenia powyzszej ramy. Wiadomo, ze szukane przemieszczenie
jest oczywiscie zerowe. Przemieszczenie to wyznaczamy zaktadajgc dowolny
uktad podstawowy i wirtualny moment zginajacy=1.

=2kNim
= 14.03 | 120
M 8.83
e 213 P=2kN
0 7\ Hmﬂﬂmmmm on | : |
046 3 _E'EIEJ!, I-l].". 1_5EJ 00 -10410 m 1000 G.;ﬂ m U;J m
0.00

M T
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ZASTOSOWANIE TWIERDZENIA REDUKCYJNEGO DO KONTROLI OBLICZEN

.

Kat obrotu utwierdzenia lewego stupa A@ML& — ]
jest réwny: 7\ /4 N

ey | WWM!D%LHH 0
(oz(O.5><4.75><6—0.5><9.46><6)E]:]+ %E WHHW j =y

o2
(10><25><2/3—9.46><O.5><10—14.03><10><0.5)1
2EJ %

[=]

.42

=
+(2.6><8><O.5—5.2><8><0.5)1= —/
EJ
—14.131+49.21671—10.41 ~0 T - -
EJ 2EJ EJ ]_
— 1
T =
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