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Statecznosé belek ciggtych i ram ptaskich

> Pojecie statecznosci ustroju, energia potencjalna a rodzaj
réownowagi uktadu

Statecznos¢ ustroju jest to zdolnos¢ powracania ustroju
do potozenia rownowagi, z ktorego zostat wyprowadzony przez
dziatanie dowolnej (lecz niewielkiej) przyczyny.
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Statecznosé belek ciggtych i ram ptaskich

.‘C potozenie rownowagi moze by¢ :

stateczne (6-1 k, 6-2 d, 6-1 a,e, 6-2a),

niestateczne (6-1b,f, 6-2b)

obojetne (6-1d, 6.2¢ wychylenie z potozenia réwnowagi w dowolng
stron¢ prowadzi do nowego potozenia rownowagi)

krytyczne (6-1c,g,h,1 uktad zachowuje si¢ roznie w zaleznosci od
nadanego niewielkiego przemieszczenia)
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M Statecznosé belek ciggtych i ram ptaskich

w zaleznosci od rodzaju potozenia rownowagi energia uktadu osiaga:
e Mminimum wiasciwe,
o maksimum wlasciwe
o jest stala w pewnym otoczeniu .
o ma punkt stacjonarnosci nie bedacy zadnym z wyzej wymienionych
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Na ponizszym rysunku podano (Flexural-Torsional Buckling of Structures) N.S.
Trahair, E&FN SPON1993) zaleznos¢ sily dziatajacej na konstrukcje P od
przemieszczenia.(np. przymieszczenia : poprzeczne y)

o Neutralna réwnowaga przy A
= Liniowy ™ robC|azen|u maksymalnym /
= i p’rzeskok
2 8] /
-~ Stan pokrytyczny Vd
stabilny ~
. | f{" Stan | |
Punkt pokrytyczny niestabilny
bifurkacji

przemieszczenie
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Zmniejszenie nosnosci

Pret idealny
._—rK N

Przemieszczenie y

>

Przemieszczenie x

Tﬁ
v

-
Przemieszczeniey /'
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N
Pret idealny
*
- T a
e
y, N
/ ;
/ Pret rzeczywisty
/
/
/
/
Przemieszczenie x

>

zaleznosci sity normalnej od przemieszczen x i y preta idealnego i rzeczywistego ( z
imprerfekcjami geometrycznymi 1 mimosrodem obcigzenia)
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Statecznos¢ - definicje

> Obciazenie krytyczne — najmniejsze obciazenie, dla ktorego jest mozliwa
rowniez druga postaé réwnowagi uktadu potgczona z zakrzywieniem
pretow.

> Wyboczenie w ptaszczyinie uktadu - wszystkie prety po wyboczeniu
pozostajag w ptaszczyznie uktadu (ptaska posta¢ wyboczenia).

> Wyboczenie z ptaszczyzny uktadu - prety po wyboczeniu nie pozostaja
w ptaszczyznie uktadu (przestrzenna postaé wyboczenia).
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Definicje
Postaé¢ przestrzenna jest zwigzana ze skrecaniem pretéw i zginaniem w obu

ptaszczyznach osi gtownych.

Jezeli przekroje pretow nie sg symetryczne lub jezeli ich osie symetrii nie
lezg w ptaszczyznie uktadu to ptaska postaé¢ wyboczenia nie jest w ogdle
mozliwa.

MECHANIKA BUDOWLI IZABELA LUBOWIECKA 9




. Przedmiot badania statecznosci — obliczanie
obcigzen krytycznych

Przypomnienie z wytrzymalosci materialow.
Sita krytyczna wyboczenia pojedynczego preta jest réwna (wg modelu
Eulera):

p n’EJ 1’EA
cr 12 o 22
. [,|. . .
gdzie| A = | jest smuklo$cia preta. W zaleznosci od schematu statycznego
I

preta przyjmujemy rozne dtugosci wyboczeniowe /, = ul, gdzie przez I,
oznaczono dtugos¢ preta.
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Dtugosci wyboczeniowe zalezne od warunkow
bodparcia

M=07 M=05

7t

—y L el

I
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Wzor powyzszy jest wazny dla materiatu sprezystego, czyli:

_P, _7EA
TT AT g O
czyli obowiazuje dla pretéw o smuklosei wiekszej niz smuktosé
porOwnawcza:
B
A, =7 |—
O,

Pewna graniczna wartos¢ smuktosci
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IR /atozenia

o Zakladamy, ze elementy sg 1dealnie proste,

o Materiat jest liniowo sprezysty,

o Wstepnie elementy moga by¢ poddane wylacznie dziataniu sit
normalnych (sily tnace 1 momenty zginajace sa rowne zeru),

o Zakladamy, ze elementy sg niescisliwe EA=oo,

o Rozpatrujemy tylko mozliwos¢ wyboczenia w ptaszczyznie ramy.

MECHANIKA BUDOWLI IZABELA LUBOWIECKA 13



Wzory transformacyjne metody przemieszczen
gl wg teorii ll rzedu - uwzglednienie sit hormalnych

W rzeczywistych konstrukcjach budowlanych elementy pretowe sa
najczescie] fragmentem wigkszej konstrukcji np. stup ramy, rygiel ramy,
prety kratownicy, elementy belek ciaglych, rusztow. Elementy te nie sa
podparte w tak prosty sposob jak to bylo zakladane w wytrzymatosci
materialow.

Przedmiotem niniejszej analizy jest wyznaczenie sit krytycznych ram 1
helek ntackich
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Rownanie rozniczkowe problemu:

Rozwazmy element obustronnie utwierdzony obciazony silgq osiowa S, na
koncach elementu wystapity przemieszczenia w;, @;, wi, @. Szukamy
réwnania linii ugiecia elementu w funkc;ji sity § w celu wyrazenia sit
przywezlowych w funkcji sity S.

W precie obowigzuje rownanie rownowagi:

EJy"(x)=-M(x)
M (x) = Sy(x)
EJ"(x)+ Sy(x)=0

\ W teorii | rzedu tego

zaktadamy, ze S>0 dla sity Sciskajacej sktadnika nie ma

IZABELA LUBOWIECKA
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Y()+ = y(x)=0

po dwukrotnym zrézniczkowaniu powyzszej zaleznosci wzgledem x
otrzymamy:

() S y)=0

podstawiajac zmienng bezwymiarowa;

X d 1 d
= — —L..)=—-—\..) ot ;
& lomzdx( ) ld§( ) otrzymamy
dy4 SI* dy*
d&’ iy, et
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. , _SI° L .
0znaczajac przez A~ = o7 otrzymamy rownanie rézniczkowe liniowe
rzedu II:

ay’ dy’
Y y + /12 y : — O (*)
d¢ dg

jezeli zalozymy, ze y(f ) =Ce™ 'otrzymamy rownanie charakterystyczne:
r'+ 2 =0
rownanie to ma nastgpujace pierwiastki:
1, = O,r_,j’  =Xid,i=- /-1 (zespolone)

rozwigzanie ogolne rownania rézniczkowego (*) ma wiec postaé:

WE)=C, +C,¢ +C,cos A& + C, sin A&
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Wykorzystujac powyzsze réwnanie linii ugiecia belki mozemy wyznaczy¢
sity wewnegtrzne M, T w funkcji zmiennej x
M(x)=—EJy"(x)

T(x)=-E}"(x)- Ssing = —-EJ"(x) - Sy'(x)

lub w funkeji zmiennej & = >

[

ME)=-222

I’ de
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__BIdy Sdy _ EJ &y, ,dy
7(¢)= Pde 1de P (df dé’)

sity wewnetrzne na koncach pre¢ta obliczymy z nastepujacych zaleznosci:
_ EJd’y v - EJd’y

ik — 12 d"fz » ki — l2 d§2

£=1

3
— I, =1, =-— EJ(d /1@
d&’ asg |,

wykorzystujac warunki brzegowe:
c=0,y(0)=w,y(0) =0l

c=Ly)=w,y) =9l
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mozemy wyrazic state C;, C,, Cs;, C,poprzez przemieszczenia na koncach
preta w, @, wi, @.. W ten sposob mozemy rOwniez wyrazi¢ sity
przyweztowe w funkcji przemieszczen koncow preta:

M, = E;J a(A)p, + B(A)p, = (A, ]
M, =" e, + B2, - (2, ]
Ty =T, == 1910, + 0~ 5(2, ]
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Powyzsze wzory mozemy zapisa¢ w formie macierzowe;:

T,
M,
T,

ki

M,

I _

EJ

5(4)

— 9(2) == HA) [y
a(A)! 19(1) B || @
Sym 5(1) -—-19(/1) W
o /I)l__gpki_
N _/
N

5(,1)

Macierz sztywnosci K
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w, —W.

Wz‘k_ﬁ“k_l :

w(i)= 21— SmA=Acosd L 4
2(1—cosA)—Asin A

pA)=r_  LTSMA i =2

2(1—cosA)— Asin A

$(4) =a()+ B(1),lim,_, $=6

In A
S =X = lim, ,,6 =12
) 2(1-cosA)—Asin A’ Mo

MECHANIKA BUDOWLI
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dla preta z jednej strony utwierdzonego a z drugiej strony przegubowo

podpartego:
EJ
M, = Ta (/1)(@ ~ V)
' EJy :
T, =T, == [a(A)p) -84y, ]
d'(A)= A — SinA Jdim, o' =3
sinA—AcosA
SA)=F—— Bt fim 53
sinA—AcosA
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Table of Stability functions
] E Lambda alpha beta. theta delta alpha* delta’

0.0 4.0000 2.0000 6.0000  12.0000 3.0000 3.0000
0.1 3.9987 2.0003 5.9990 11.9880 2.9980 2.9880
0.2 3.9947 2.0013 5.9940 11.9520 2.9920 2.9520
0.3 3.9880 2.0030 5.9910 11.8920 2.9820 2.8920
0.5 3965 o008 om0 11gwe e @
0.6 3.9518 2.0121 5.9639  11.5678 2.921 0:( ﬂ,) "y sin A — A cos A T
0.7 3.9342 2.0166 5.9508  11.4117 2.900 = ., =
0.8 3.9139 2.0218  5.9357  11.23% 2,865 2(1-cosA)—Asin A

_ 0.9 3.8908 2.0277 5.9185 11.0271 2.834 ‘1 _ Sll’l/l
1.0 3.8649 2.0344 5.8993 10,7986 2.794 ﬁ(ﬂ) =4 Jim, [ g =2
;.1 3.8360 2.0419 5.8779 10.5459. 2.745 2(1-cosA)—Asin ﬂ

.2 3.8043 2.0502 5.8545 10.2690 2.695

1.3 3.7695 2.059 5.8289 9.9678 2 6s HA)= 0:(/1) + /8(/1)7 11m,1—>o 9=6
1.4 3.7317 2.0695 5.8012 9.6424 2.581 -
1.5 3.6907 2.0806 5.7713 9.2926 2.517 5(1) = sin lim,  5=12
1.7 3.5991 2.1057 5,7048 8.5197 2.367 (I1-cosd)—AsinA
1.8 3.5483 2.1199 5.6682 8.0964 2.281 1
1.9 3.4940 2.1353 5.6293 7.6486 2.185 ar(/l) _ sin T
2.0 3.4361 2.1519 5.5880 7.1761 2.08¢ = . AL, & =
2.1 3.3745 2.1699 55444 6.6788 1.975 sinA—AcosA
2.2 3.3090 2.1893 5.4983 6.1566 1.86¢ cos A
2.3 3.2395 2.2102 5.4498 5.6095 1.3 §'(1) = pE lim, &' =
2.4 3.1659 2.2328 5.3987 5.0373 1.591 sin J— 4 ens A=0
2.5 3.0878 2.2572 5.3450 4.4400 1.437
2.6 3.0052 2.2834 5.2887 3.8174 1.270 . .__
2.7 2.9178 2.3118 5.2297 3.1693 1.0862 -6.2038
2.8 2.8254 2.3425 . 5.1679 2.4957 0.8833 -6.9567
2.9 2.7276 2.3756 5.1032 1.7965 0.6586 -7.7514
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W przypadku sity rozciagajacej S<O

@4_2}@2_0 ,12__§£

det moder EJ

r=2r'=0
rOwnanie to ma nastgpujace pierwiastki:

i, =01, =£4,

MECHANIKA BUDOWLI
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(&)= C, +C,& +C,cosh A& + C,sinh A&

sinh A — Acosh A4
2(coshA—1)—Asinh A’
A —sinh A
2(coshA—1)—Asinh A~

a(d)=2

B(2)= 7

sinh A

S(A)=72 _ ,
2(coshA—1)— Asinh A

Z‘E”'(ﬂ,) . 2’2 sinh A
AcoshA—sinh A’

cosh A
AcoshA—sinh A’

5'(A) =2

MECHANIKA BUDOWLI
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Obliczanie obcigzen krytycznych

> Wyjsciowe sity przyweztowe w elemencie belkowym wg teorii Il rzedu
(wptyw sit normalnych)

P
! %EI |
I—Za
P
‘ B
[ - |

> Wg teoriil rzedu: a=4, =2,60=6,6=12, ' =3,5 =3
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. Obliczanie obcigzen krytycznych

Przedmiotem analizy zagadnien stateczno$ci jest wyznaczanie sily
krytycznej wyboczenia sprezystego konstrukeji, lub krytycznego mnoznika
obcigzenia. Najpierw nalezy okresli¢ sily normalne wystepujace w
konstrukcji, nastepnie wykorzystujac wzory transformacyjne utworzy¢
macierz sztywnosci konstrukeji w zaleznosci od sit osiowych S,

Kg=P
dlaP =0
K(p)g=0

nastgpnie przy zalozeniu ze wektor obciazen P=0, z warunku:

detK(12)=0— s, 1,,...

mozemy wyznaczy¢ krytyczna wartos¢ obeigzenialnow [ZABELA LUBOWIECKA 28
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Sprowadzone dtugosci wyboczeniowe
elementow

W .normowych procedurach wymiarowania pretow wymagana jest
znajomosc dlugosci wyboczeniowej preta  konstrukcji. Znajac  sile
krytyczng preta ze wzoru Eulera dla preta jednoprzestowego mozemy

wyzpac;yé dlugos¢ wyboczeniowa preta, ktory jest elementem ramy, belki
lub innej konstrukeji z nastepujacej zaleznosci:

| ‘EJ
})cr — ﬂ.l 2 >lw :”\/EJ/PCF
- B

12 )
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Przykitad.1
Oszacowac przedziat w ktorym znajduje si¢ sita krytyczna, znalez¢ site krytyczna dla
nastepujacego uktadu oraz obliczy¢ dlugosé¢ wyboczeniowa elementu $ciskanego.

Przyjac¢ nastepujace dane: EJ, .

Réwnanie rownowagi w kierunku obrotu wezta

o1:
A4EJ o'EJ

M — -+ :0
! (0.82 z )P,
5EJ a'EJ
+ =0
[ [
o' =-5

na podstawie tabeli funkcji oraz po
aproksymacji:

/1 =3 9086MECHANIKA BUDOWLI IZABELA LUBOWIECKA
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0.8] @,

1.0l

T

2 ! cr 2
| |,
sita krytyczna preta wynosi:
2
P - 3.908;26 EJ _ s 277?

obliczenie dlugosci wyboczeniowej elementu:

[ =m EJ =7 EJEJ—O.804Z
P, 1527777

rzeczywista dlugos¢ wyboczeniowa preta wynosi 0.8041.
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Minimalng warto$¢ sity krytycznej znajdziemy dla przypadku gdy stup jest duzo

sztywniejszy od rygla:
2
P min=" fJ =9.87£J~
cr l lz

dtugos¢ wyboczeniowa takiego uktadu
wynosi /,,=I

MECHANIKA BUDOWLI
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Maksymalng warto$¢ sity krytycznej uzyskamy gdy rygiel
bedzie duzo sztywniejszy od stupa

2
L. )
P_max = ol . :19.75—2{
(0.7071) / P
dlugosé wyboczeniowa takiego uktadu
wynosi 1,=0.7 [ __T’

} 0.8] @,

1.0l

A 4
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UKLtADY O WEZLACH NiEPRZESUWNYC‘H{O

0%\_
&

X TN

A
R N7

i I 1 !
02 03 04 05 06 07 08 09 lw
utwierdzenie przegufetanKA BUDOWLI

b

analizowany pret

,
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2
2} 10 ukeaoy o WEZLACH PRZESUWNYCH %

przeguby
09+

.

08

. |
(& WL
0 01 02 03 04 05 06 07 Q8 qg/'K

utwierdzenie przegub 1
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. Przyktad 1.

7‘,: Wyznacz réwnanie, z ktérego mozna obliczyé A.

P
S~
S
I
S,
S
I
|
A 7 El = const.
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7‘1: Wyznacz réwnanie, z ktérego mozna obliczy¢ A.

obrot weztanr 1 okat p; =1
4 El/l 2 E
o @
I
—=<
I
L"*_ﬁ
I
,l’ El = const. Ky, = (a+4)El/I
Ky, = B El/I
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. Przyktad 1.

.TE Wyznacz réwnanie, z ktérego mozna obliczy¢ A.

P obrét weztanr1okat ;=1 obrot weztanr2 o kat ¢, =1

4 EINl 2 El/

O
o El/l f_\

N sen A/ E

= ARV

-
-

[TTTITT7
/

[TTTTTTT7
/

[

!

A A El =const. K11 ~ (at+4)El/I K,y =B El/I
Kip = B EI/I Kop = (2a+4)EI/I
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Przyktad 2.

TU Oblicz site krytyczng Py, .

obrétweztaokatp =1

ST S

| 3E1/I
\J E ~
| a(A) El/l
_\'T
El = const.
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= Przyktad 2. a() +3=0 2 a)
JIW  Obiicz site krytyczna P a(t) =—3 5.1 |-2.4394
obrétweztaokatp =1 5,2 -3,0516
interpolacja liniowa:
ST S s o)
-3,0516
| 3EI/] -3,0
\J RN
E = -2,4394
| a(A) El/l 1
.
~ 5,1 ? 52
¥ X /
El = const.
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Przyktad 2.

Oblicz site krytyczng Py, .
z podobienstwa trojkgtow:

(5,2 —5,1)/ (-3,0516 + 2,4394) = x / (-3,0 + 2,4394)

x=0,09517 4 =5,19157

A oY)
'3’0?31, ; P, = A2EI /12
= 26,95 El /2
-2,4394
5 |, =7l/A
= 0,605 |
|
51 ? 52
y X /
/l /
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Przyktad 2.

Oblicz site krytyczng Py, .

P = A2EI /12

= 26,95 El /| 2
|, =xl/)

= 0,605 |

Rozwigzanie miesci sie w przedziale miedzy dwoma
przypadkami o "klasycznych" warunkach brzegowych

0,71 > 06051 > 051

El, El,
T
L‘T
=071 El, 0,51 El,
LT L‘T
AN
El, << El, El, >> El,

MECHANIKA BUDOWLI IZABELA LUBOWIECKA
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. Przyktad 3.

Oblicz dlugo$¢ wyboczeniowa |,

AN

.
I

AR =1

TRm s

El = const.
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. Przyktad 3.

Oblicz dlugo$¢ wyboczeniowa |,

obrét weztao kat ¢ = 1

ST s

AN

| | J awen
R =
| N a'(A) Elll
TR =
El = const.
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. Przyktad 3.

Oblicz dlugo$¢ wyboczeniowa |, 20/(2) =0 A o(4)
a(t) =0 3,1 [0,1273
P interpolacja liniowa: 3,2 -0,1906
obrot wezta o kat p =1 A (/1 )
VIR = -0,1906
<]§ E 0,0 /
| \LJ '@ El 0,1273
R = |
| A a'(2) Elll >
3,1 72 3.2
X
R s
El = const.
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Przyktad 3.

Oblicz diugo$¢ wyboczeniowa |, .

interpolacja liniowa:

z podobienstwa trojkgtow:

(3,2-3,1)/(0,1273 + 0,1906) = x / 0,1273

x=0,04 /1=3]14

V>

A all)
-0,1906
0,0
0,1273
3,1 7?2 32
X

P, =2El/12

=986 EIl/I?

|, =7l/A
~1,01

MECHANIKA BUDOWLI
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Przyktad 4.

Oblicz wspotczynnik dtugosci wyboczeniowej M .

= const. | = const.
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Przyktad 4.

Oblicz wspotczynnik dtugosci wyboczeniowej U .

El = const. | = const.

obrét weztanr 1o kat ¢, =1

4 El/I

EN SIS A4
(1Y e

B EI

MECHANIKA BUDOWLI
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Przyktad 4.

7‘1: Oblicz wspotczynnik dtugosci wyboczeniowej U .

obrot weztanr 1o kat ¢, =1 obrot weztanr2 o kat ¢, =1

4 EI/l
4 EIl/I 2 El/I
v

o El/l

B EI

= const. | = const.
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. Przyktad 4.

Oblicz wspotczynnik dtugosci wyboczeniowej M .

u~0,7
o+4 2 l
det K = det Ell = 24(a+4)-4=0

2 24
a=-3,83
A =5,3075
UW=m/4A
=0,5919
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