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› Pojęcie stateczności ustroju, energia potencjalna a rodzaj 
równowagi układu

Stateczność ustroju jest to zdolność powracania ustroju 
do położenia równowagi, z którego został wyprowadzony przez
działanie dowolnej (lecz niewielkiej) przyczyny.
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Liniowy
Neutralna równowaga  przy 
obciążeniu maksymalnym

przeskok

Punkt 
bifurkacji

Stan pokrytyczny
stabilny
Stan 
pokrytyczny niestabilny
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ie

przemieszczenie
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Stateczność - definicje 
› Obciążenie krytyczne – najmniejsze obciążenie, dla którego jest możliwa 
również druga postać równowagi układu połączona z zakrzywieniem 
prętów.

› Wyboczenie w płaszczyźnie układu – wszystkie pręty po wyboczeniu 
pozostają w płaszczyźnie układu (płaska postać wyboczenia).

› Wyboczenie z płaszczyzny układu – pręty po wyboczeniu nie pozostają
w płaszczyźnie układu (przestrzenna postać wyboczenia). 
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Definicje 
Postać przestrzenna jest związana ze skręcaniem prętów i zginaniem w obu 
płaszczyznach osi głównych.
Jeżeli przekroje prętów nie są symetryczne lub jeżeli ich osie symetrii nie 
leżą w płaszczyźnie układu to płaska postać wyboczenia nie jest w ogóle 
możliwa.
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Przedmiot badania stateczności – obliczanie 
obciążeń krytycznych
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Długości wyboczeniowe zależne od warunków 
podparcia
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Pewna graniczna wartość smukłości
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Założenia 
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Wzory transformacyjne metody przemieszczeń
wg teorii II rzędu – uwzględnienie sił normalnych
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W teorii I rzędu tego 
składnika nie ma
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(zespolone)
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macierz sztywności K
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› Wyjściowe siły przywęzłowe w elemencie belkowym wg teorii II rzędu 
(wpływ sił normalnych)

› Wg teorii I rzędu: α = 4, β = 2, θ = 6, δ = 12, α ’ = 3, δ ’ = 3
27

Obliczanie obciążeń krytycznych
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Obliczanie obciążeń krytycznych
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Sprowadzone długości wyboczeniowe 
elementów
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Maksymalną wartość siły krytycznej uzyskamy gdy rygiel 
będzie dużo sztywniejszy od słupa
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Przykład 1.
Wyznacz równanie, z którego można obliczyć λ.

P

l

l

l

EI = const.
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Przykład 1.
Wyznacz równanie, z którego można obliczyć λ.

P

l

l

l

EI = const.

Przykład 1.
Wyznacz równanie, z którego można obliczyć λ.

P

l

l

l

1
2 EI/l4 EI/l

α EI/l

β EI/l

obrót węzła nr 1 o kąt φ1 = 1

EI = const. k11 = (α+4)EI/l
k12 = β EI/l
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Przykład 1.
Wyznacz równanie, z którego można obliczyć λ.

P

l

l

l

1
2 EI/l4 EI/l

α EI/l

β EI/l

obrót węzła nr 1 o kąt φ1 = 1

2

2 EI/l

4 EI/lα EI/l

α EI/l

β EI/l

Β EI/l

EI = const. k11 = (α+4)EI/l
k12 = β EI/l

k21 = β EI/l
k22 = (2α+4)EI/l

obrót węzła nr 2 o kąt φ2 = 1
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Przykład 2.
Oblicz siłę krytyczną Pkr .

P

EI = const.

l

l

3EI/l

α(λ) EI/l

obrót węzła o kąt φ = 1
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Przykład 2.
Oblicz siłę krytyczną Pkr .

P

EI = const.

l

l

3EI/l

α(λ) EI/l

obrót węzła o kąt φ = 1

α(λ) + 3 = 0
α(λ) = – 3

interpolacja liniowa:

λ α(λ)
5,1
5,2

-2,4394
-3,0516

5,25,1
x

-3,0516

-2,4394

-3,0

?

λ

α(λ)
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z podobieństwa trójkątów:

(5,2 – 5,1) / (-3,0516 + 2,4394) = x / (-3,0 + 2,4394)

x = 0,09517 λ = 5,19157

5,25,1
x

-3,0516

-2,4394

-3,0

?

Pkr = λ2EI / l 2

= 26,95 EI / l 2

lw = π l / λ
= 0,605 l

α(λ)

λ

41

Przykład 2.
Oblicz siłę krytyczną Pkr .



MECHANIKA BUDOWLI         IZABELA LUBOWIECKA

Przykład 2.
Oblicz siłę krytyczną Pkr .

Pkr = λ2EI / l 2

= 26,95 EI / l 2

lw = π l / λ
= 0,605 l

EI1 EI1

EI2 EI2

EI1 << EI2 EI1 >> EI2

~ 0,7 l 0,5 l

0,7 l > 0,605 l > 0.5 l

Rozwiązanie mieści się w przedziale między dwoma 
przypadkami o "klasycznych" warunkach brzegowych
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Przykład 3.
Oblicz długość wyboczeniową lw .

P

EI = const.

l

l α'(λ) EI/l

α'(λ) EI/l

obrót węzła o kąt φ = 1
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Przykład 3.
Oblicz długość wyboczeniową lw .

P

EI = const.

l

l α'(λ) EI/l

α'(λ) EI/l

obrót węzła o kąt φ = 1
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Przykład 3.
Oblicz długość wyboczeniową lw .

P

EI = const.

l

l α'(λ) EI/l

α'(λ) EI/l

obrót węzła o kąt φ = 1

2α'(λ) = 0
α(λ) = 0

λ α(λ)
3,1
3,2

0,1273
-0,1906

3,23,1
x

-0,1906

0,1273

0,0

?

λ

interpolacja liniowa:

α(λ)
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Przykład 3.
Oblicz długość wyboczeniową lw .

3,23,1
x

-0,1906

0,1273

0,0

?

λ

interpolacja liniowa:

z podobieństwa trójkątów:

(3,2 – 3,1) / (0,1273 + 0,1906) = x / 0,1273

x = 0,04 λ = 3,14

Pkr = λ2EI / l 2

= 9,86 EI / l 2

lw = π l / λ
~1,0 l

α(λ)
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Przykład 4.
Oblicz współczynnik długości wyboczeniowej µ .

obrót węzła nr 1 o kąt φ1 = 1 obrót węzła nr 2 o kąt φ2 = 1

EI = const. l = const.

P

4 EI/l

2 EI/l

β EI/l

α EI/l

2 EI/l
4 EI/l

5 x 4 EI/l



MECHANIKA BUDOWLI         IZABELA LUBOWIECKA 48

Przykład 4.
Oblicz współczynnik długości wyboczeniowej µ .

obrót węzła nr 1 o kąt φ1 = 1 obrót węzła nr 2 o kąt φ2 = 1

EI = const. l = const.

P

4 EI/l

2 EI/l

β EI/l

α EI/l

2 EI/l
4 EI/l

5 x 4 EI/



MECHANIKA BUDOWLI         IZABELA LUBOWIECKA 49

Przykład 4.
Oblicz współczynnik długości wyboczeniowej µ .

obrót węzła nr 1 o kąt φ1 = 1 obrót węzła nr 2 o kąt φ2 = 1

EI = const. l = const.

P

4 EI/l

2 EI/l

β EI/l

α EI/l

2 EI/l
4 EI/l

5 x 4 EI/l
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Przykład 4.
Oblicz współczynnik długości wyboczeniowej µ .

det K = det = 24(α + 4) – 4 = 0EI/l
α + 4 2

2 24
α = – 3,83
λ = 5,3075

µ = 0,5 µ ~ 0,7

µ = π / λ
= 0,5919


	Mechanika budowli
	Slajd numer 2
	Stateczność belek ciągłych i ram płaskich
	Stateczność belek ciągłych i ram płaskich
	Slajd numer 5
	Slajd numer 6
	Slajd numer 7
	Stateczność - definicje 
	Definicje 
	Przedmiot badania stateczności – obliczanie obciążeń krytycznych
	Długości wyboczeniowe zależne od warunków podparcia
	Slajd numer 12
	Założenia 
	Wzory transformacyjne metody przemieszczeń �wg teorii II rzędu – uwzględnienie sił normalnych�
	Slajd numer 15
	Slajd numer 16
	Slajd numer 17
	Slajd numer 18
	Slajd numer 19
	Slajd numer 20
	Slajd numer 21
	Slajd numer 22
	Slajd numer 23
	Slajd numer 24
	Slajd numer 25
	Slajd numer 26
	Slajd numer 27
	Obliczanie obciążeń krytycznych
	Sprowadzone długości wyboczeniowe elementów
	Slajd numer 30
	Slajd numer 31
	Slajd numer 32
	Slajd numer 33
	Slajd numer 34
	Slajd numer 35
	Slajd numer 36
	Slajd numer 37
	Slajd numer 38
	Slajd numer 39
	Slajd numer 40
	Slajd numer 41
	Slajd numer 42
	Slajd numer 43
	Slajd numer 44
	Slajd numer 45
	Slajd numer 46
	Slajd numer 47
	Slajd numer 48
	Slajd numer 49
	Slajd numer 50

