Mechanika budowl

|lzabela Lubowiecka
Katedra Mechaniki Budowli WILIS

70 | I |



Twierdzenia o wzajemnosci - przypomnienie
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Twierdzenie o wzajemnosci prac (Bettiego)
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Twierdzenie o wzajemnosci prac (Bettiego)

.

Praca sity Pi na przemieszczeniu wywotanym sitg Pk jest
rowna pracy sity Pk na przemieszczeniu wywotanym
sitg P
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Twierdzenie o wzajemnosci prac (Bettiego)

(dla sit uogdlnionych - moment i sita skupiona)

.

~
~
—————————

P*m = M*w

DR HAB. INz. IZABELA LUBOWIECKA, PROF. UCZELNI



Twierdzenie o wzajemnosci przemieszczen
Betti-Maxwella

.

Jezeli zatozymy we wzorze Bettiego = A =1

ta sama wartosc
przemieszczen
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Twierdzenie o wzajemnosci przemieszczen
Betti-Maxwella

mozna stosowac¢ do obliczania linii wptywowych
przemieszczen

O =0,
CofERel
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Wyznaczanie linii wp’fywowi/ch przemieszczen
' |

P={
. @ . :

Z tw. 0 wzajemnosci | O
przemieszczen: x
5xi — é‘ix B | o 1 H

- . e L. & L.w.d;
podobnie dla kazdego T W. 0
potozenia sity - .

Ay

5x1i — é‘ixl

. _-....uuu;“"";"c,.”i
ri=gin bui=

Kazda rzedna linii ugiecia od sity Jednostkowej"V&V"'punkue / jest.réwna

ugieciu ¢, jakie wywotuje sita znajdujaca sie nad ta wtasnie rzedna linii
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Wyznaczanie linii wptywowych przemieszczen

Kazda rzedna linii ugiecia od sity jednostkowej w punkcie
/ jest rdbwna ugieciu &;, jakie wywotuje sita znajdujaca sie nad ta
wtasnie rzedng linii ugiecia.

Oznacza to, ze linia ugiecia od sity jednostkowej zaczepionej w
punkcie /7 jest linig wptywu ugiecia w tym punkcie dla poruszajacej
Sle Sity pionowej.

Podobnie z tw. Maxwella w postaci dik = ¢k mozemy stwierdzi¢, ze
linia wptywu kata obrotu w punkcie / jest identyczna z linig ugiecia
od obcigzenia momentem jednostkowym zaczepionym w tym
punkcie.
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Twierdzenie o wzajemnosci reakcji Rayleigh’a

.
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Twierdzenie o wzajemnosci reakcji Rayleigh’a

.
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Twierdzenie o wzajemnosci reakcji |
przemieszczen Muellera-Breslaua

.

>, nie ma przemieszczen
), 417 L podpér .
ﬁ'* § A -:___’;—};-} ;7.&'2'
Z Roy =0, - TRy
@ ,'LC%K nie ma sit
PS, +RA, =0 7 T FinS
1 1k K=k e
Rk — _§ik Mozna stosowaé¢ do wyznaczania linii wptywowych

— S_____ 7 (dziatagdyP=1ia=1)
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Linie wptywowe sit — metoda kinematyczna

Linie wptywu dowolnej wielkosci statyczne] mozna traktowaé jako linie
ugiecia wywotana jednostkowym przemieszczeniem (uogdlnionym)
punktu zaczepienia tej wielkosci statycznej skierowanym przeciwnie
do jej dodatniego zwrotu.

Rzedne linii wptywu sg dodatnie, jezeli przedstawiajg przemieszczenia
skierowane zgodnie ze zwrotem dziatania sity jednostkowe,;.
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Wyznaczanie linii wptywowych reakcji — uktaady
wyznaczalne

.

L.W.MA
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wptywowych sit wewnetrznych _k|p=f' o
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Wyznaczanie linii wptywowych w uktadach
statycznie niewyznaczalnych

Linia wplywu pewnej wielkosci statyczne) Z (reakcja. moment zginajacy. sila tnaca.
sila normalna) nazywamy wykres przedstawiajacy zaleznos¢ pomiedzy wartoscia Z a
polozeniem poruszajacej sie po ukladzie sily jednostkowej o okreslonym kierunku.
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Linia wphywu momentu M o

DR HAB. INz. IZABELA LUBOWIECKA, PROF. UCZELNI




Linie wplywu majg zastosowanie do ustalania najbardziej niekorzystnych dla
konstrukcji potozen obcigzen zmiennych takich jak na przyktad obciazenie pojazdem,
obcigzenie tlhumem ludzi, obcigzenie zmienne uzytkowe. Projektant powinien tak
zaplanowac¢ ustawienie obcigzenia zmiennego aby wynikajace z niego sily i

przemieszczenia
okreslic.

byly maksymalne.

Bez znajomosci linii wplywu trudno jest to

V11
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ranslation
Contour: T3 Translation
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e Linie wptywu mozna wyznaczaé wprost z definicji. W tym celu nalezy
wyrazi¢ wielkosci statyczne w funkeji potozenia sity jednostkowej (x, x°).

X/I=¢ X/=¢’

i

W

e Drugi sposéb wyznaczania linii wptywu sit wewnetrznych lub reakc)i polega na
wykorzystaniu twierdzenia o wzajemnosci reakcii i przemieszczern.
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Reakcja na podporze k& od obcigzenia jednostkowego w punkcje i jest
Iy rowna liczbowo przemieszczeniu punktu i (w kierunku tego obciazenia)
wywolanemu jednostkowym przemieszczeniem podpory k& przeciwnie do

zwrotu reakcji. (zasada Mullera-Breslau’a).
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o Wyznaczanie linii wplywu momentu zginajacego:
W celu wyznaczenia linii wptywu momentu zginajgcego wprowadzamy
jednostkowe wymuszenie kinematyczne na kacie obrotu przekrojow.

.
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o Linia wpltywu sily normalnej
W celu wyznaczenia linii wplywu sity normalnej wprowadzamy
jednostkowe rozsuniecie przekrojow.

A=1
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o Wyznaczanie linii wptywu sily tnacej:
Wprowadzamy wymuszenie kinematyczne w postaci rozsuniecia
przekrojow preta w kierunku sity tngce;j.

.
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o Linia wpltywu reakeji: przesunigcie podpory o 1 przeciwnie
skierowane do zwrotu reakcji.

e Linia wptywu momentu podporowego : obrdt podpory o kat
jednostkowy przeciwnie skierowany do dziatajacego momentu.
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Wiasnosci linii wptywu:

 Tam gdzie kierunek przemieszczenia powstalego przy wymuszeniu
kinematycznym jest zgodny z kierunkiem dziatania sity jednostkowe;
znak linii wpltywu jest dodatni.

» W ukladzie statycznie niewyznaczalnym linie wplywu sg liniami
gtadkimi (nie majq zataman i nieciaglosci) za wyjatkiem przekroju w
ktorym nastapilo wymuszenie oraz przegubow.

« W obrgbie wspornika linia wplywu jest linig prosta
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W ukiadach statycznie wyznaczalnych réwniez mozna wyznaczaé
linig wptywu w sposéb kinematyczny. W uktadach statycznie
wyznaczalnych linia wptywu jest linig prostg lub sklada sie z linii
prostych.

o Przy podporach ksztalt linii wpltywu jest zgodny z warunkami
brzegowymi (na przvktad w utwierdzeniu styczna pozioma)
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Wyznaczanie linii wptywowych w uktadach
statycznie niewyznaczalnych - z definicji

.

Linie wptywowe wielkosci statycznych w uktadzie statycznie

niewyznaczalnym mozna wyznaczy¢ jezeli znane sg linie wptywowe
nadliczbowych: X1, X2, X3..., Xn.

0. 1
—= 1311 — 4 X1 — _1811510

OpX ==0, — X :_5 S
11 11

M,M M’
O,=|—2—2ds ¢,=|—=2ds
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Wréémy do réwnania metody sit

O XKy + 0, X, =—0y -5]-)(]:—[50]

Oy X+ 0y X, =—0y :X--:[éo]

1) Wyznaczamy wspoétczynniki stojace przy niewiadomych [§]

2) Szukamy macierzy odwrotne;
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511X1 +512X2 — _510 ] _[5] [5 ]
521X1 T 522X2 — _520

<

X1 — _1811510 — 1312520 511 512 :811 1312
Xz — _1821510 — 1522520 _521 522 _ 1821 1322 _
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3) Wyznaczamy wielkoéci Oyg, Oy
4) Wyznaczamy wielkoéci nadliczbowe X1, X2

5) Wyznaczamy réwnanie linii wptywowej szukanej wielkosci z
uogolnionych zaleznosci superpozycji

R=R%+X,R, + X,R,
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Przyktad
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Obcigzanie linii wptywowych

.

Linia wplywu danej wielko$ci statycznej Z przedstawia wartosé tej
wielkosci w zaleznosci od potozenia jednostkowej sily poruszajacej sie po
konstrukcji. Jezeli na konstrukcje dzialaja inne obcigzenia to linia wpltywu
moze by¢ wykorzystana do wyznaczenia danej wielkosci statycznej Z od

tych obciazen.
P, P, lP ;
A\ \4
Rzedna: 1,
Rzedna: m,
\\\
~ ‘\ /

R@{@dmg ZARA LUBO&QI,QR.OE(%CZELNI



Jezeli na uklad dziatajg sity skupione P, i obcigzenie ciagle g to wielko$é
statyczng Z mozemy wyznaczy¢ z nastepujacego wzoru:

I=n

2. Bx, + [ q(x)xn(x)dx

i=1

Z

Jezeli obcigzenie g jest stale na pewnym odcinku konstrukcji to powyzszy
wzOr przyjmie postac:

Z=Y Pxn+Axq(x)

i=1
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Przyktad
Sprawdzi¢ rozwigzanie belki za pomoca obcigzania linii wptywu. Dla podanego
obcigzenia obliczy¢ wartosé M, Ty, Ra, Rg, M4 .

12kN 10kN lSkN _ ZkN{m
HE1404 B Fay oL C

b6m 4dm — 2m

A
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l] 2kN / OkNl lcS’kN 2kN/m

[ A v ¥ vy
6m B= a 4dm CT 2m ]l)
. > ¢ >
Sl lﬂt%;
geometrla ukiadu
| “”ll :

o 4

3.2kNm
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Wykres momentow zginajacych M [kKNm]
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58 . ) ) _ rzedne linii wptywu ;. [sita P [KN]| P xn
Wartosci sit wewnetrznych uzyskane z rozwigzania statyki belki: 0.5110 12 6.1

7—E M, = 3.20kNm, To" =12.93kN, R4 =5.820 kN, Ry = 19.12 kN, Ma = 8.63 kNm — 0.9044 10 9.0

Sprawdzenie reakcji Ry 0.6765 8 5.4
= pole pod linia wptywu

] 2 kN ] OkN lgkN 2 kN / m /re:akcja Rg i 1-:):?

» TIid
| Linia wptywu
HE1404 ) : JVANGYS C ____f D xim] | reakcji R
6m 4dm 2m - 5,000
e s e > |
Im . Im | 0.076
0.266

RELLIELN
0.511

08 Linia wplywu reakgcji RB / / 0.754
-0.4 2

M

v

o

3m

[EY

N

0.936
1.000

0.904

! 0.677
' 0.360
0.000
-0.368
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Reakcja jest dodatnia gdy jest skierowana w gore.

Dodatnie rzedne linii wptywu dla sit skupionych §wiadcza o tym,
ze sity te wywotujg reakcje dodatnig, obcigzenie ciggte natomiast
powoduje reakcje ujemng - odrywanie belki od podpory.

Poprzez obciazenie linii wptywu uzyskano ta sama reakcje CO z
rozwigzania statyki belki.

DR HAB. INz. IZABELA LUBOWIECKA, PROF. UCZELNI




.

Sprawdzenie momentu M,

12N 10KN SEN 2 rzedne linii wplywu 1| [sita P [kN]] P x 7
a3 0.9265 12 11

4 IR 0.1544 10 1.

ﬂ=—= 0.1765 8 1,

i E z E pole pod linig wphywu
| SRl Om B dm Lrat Im D -0.2353 5 05
[ — - i__: :! r&ak}ﬁa MA. -8.63
i* 3m }!:'IEAMI
1.2 Linia wptywu
x[m] | reakcji MA
=1.0 5 ﬂ l:]
Linia u reakc
0.8 \"" i e 1 -0.7271
kﬁ., | pole pod nﬁr:li,tnriimn cigglym 2 -1.9935/
05 | = =linia kattw obrotu | 3 -0.9265
B rzedne pod sifami skuplonymi
| - 4 -0.6536
—— i hyw reakeji RE 1

04 Y AR e Iy | 5 0.3023
0.2 B 0
0.0 i 0.1544
B 8l 01765
0.2 | S . 1 9 0.1103
T —~— - . 1D ﬂ
. 11 0.1176
DR HAB. INz. IZABELA LUBOWIECKA, PROE. UCZELHIE -0.2353




Zatozono, ze moment MA jest dodatni gdy dziata w prawo, sita
12kN wywotuje ujemny moment przy podporze A, podobnie
obcigzenie ciagte, sity z przesta srodkowego wywotujg moment
dodatni.
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Ekstremalne obcigzanie linii wptywowych.
Obwiednie wielkosci statycznych

Obcigzenia konstrukcji mozemy podzieli¢ na obcigzenia stale 1
obcigzenia zmienne. Do obcigzen stalych mozemy zaliczy¢ na przyktad
obcigzenie ciezarem wiasnym. Obcigzenie zmienne to obcigzenia
sniegiem, wiatrem, obcigzenia uzytkowe, obcigzenia pojazdami,
suwnicami itp.

Przy analizie konstrukcji czesto powstaje problem takiego ustawienia
obcigzen zmiennych aby uzyskac¢ ekstremalne wielkosci sit
wewnetrznych, ktore sg najbardziej niekorzystne dla konstrukcji.

Przy poszukiwaniu takich ekstremalnych potozen sit wewnetrznych
przydatna jest znajomos¢ linii wpltywowych.
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gifl  Dla pojedyncze; sily skupionej najbardziej niekorzystna warto$¢ wielkosci
statycznej Z powstanie przy ustawieniu sity w ekstremalnych miejscach

lini1 wplywu:
P

\ 4

Rzedna: n,

\
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. W przypadku obcigzenia cigglego o skonczonej dtugosci warto$é Z jest rowna:

JU Z = Axq(x)

Rzedna: n, // / // | Reedna: m,
N T

Je Pole:d |
dx
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jezeli zatozymy przesunigcie odcinka obcigzenia o dx to nastapi zmiana
wielkosci Z:

dZ =dAxq=qx(—z, xdx+ z, x dx)

poniewaz poszukujemy takiego polozenia obcigzenia aby Z osiagalo
ekstremum z warunku zerowania si¢ pochodnej mozemy wyznaczy¢:

dz
—=gXx(-2,+2,)=0z =z : a
E 1 2 1 2 .

S T

Rzedna: n, / / e Rzedna: m,

ekstremalna wielko$¢ Z bedzie wtedy gdy rzedne z, = z, \é/// N

dx Pole: A .
A
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W przypadku obciazen o dowolnej dlugosci ekstremalng warto$¢ wielkosci
statyczne] wyznaczymy przyjmujac dtugos¢ obcigzenia tak aby sie ona
pokrywala z dodatnnig czgscia linii wplywu

R

N

/

max
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. Aby uzyskaé minimalne warto$ci danej wielkos$ci statycznej mozemy ustawié
obcigzenie tak aby pokrywalo sig¢ z ujemng czescig linii wpltywu wielkosci Z.
q
I
t /
min



Jezeli we wszystkich przekrojach poprzecznych
wyznaczymy wartos¢ maksymalng danej wielkosci
statycznej | wartos¢ minimalng tej wielkosci od
zadanego obcigzenia to uzyskany wykres wielkosci
ekstremalnych nazywamy obwiednia Z.
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Przykiad
Wryznaczyc obwiednie momentow zginajacych M dla belki obcigZzone) ciezarem
wiasnym i obciazeniem zmiennym o dowolnej diugoéei.

2kN/m=p
+
4kN/m=g
« + 4 4 4 & 4 4 3 o+ b1 4
A o B S B
HEI160A P LN LK
] M Im
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Przypadek 1. Momenty zginajace od obeiazen stalych.

.
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DR HAB. INz. IZABELA LUBOWIECKA, PROF. UCZELNI




. Przypadek 2. Obcigzenie zmienne w przesle AB 1 CD.
TC Max moment przestowy w prz. AB 1 CD, max moment na podporze A,
minimalny moment w przesle BC.
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JIFl Przypadek 3. Obcigzenie zmienne w przesle BC.
Max moment przestowy w prz. BC, min moment na podporze A 1 w przesle AB 1 CD.
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. Przypadek 4. Obcigzenie zmienne w przesle AB 1 BC.
TC Max moment przestowy w prz. BC, min moment na podporze B.
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Przypadek 5. Obcigzenie zmienne w przesle CD.
Max moment na podporze B.
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OBWIEDNIA MOMENTOW ZGINAJACYCH OD OBCIAZEN ZMIENNYCH-
NA JEDNYM RYSUNKU WYKRESY Z PRZYPADKOW 2-7
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OBWIEDNIA MOMENTOW ZGINAJACYCH OD OBCIAZEN STALYCH I
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. Wyznaczanie linii wptywowych przemieszczen
Metoda wtornych obcigzen

Linia wptywu dowolnego przemieszczenia (uogdlnionego) przy

poruszajacej sie sile pionowej jest identyczna z linig ugiecia tych
pretow uktadu, po ktérych porusza sie sita, wywotana dziataniem
jednostkowej sity (uogdlnionej) w kierunku tego przemieszczenia.

Rzedne linii wptywu sg dodatnie, jezeli przedstawiajg ugiecia
skierowane w dot.
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Wyznaczanie linii wptywowych przemieszczen

Dla belki wspornikowej okreslmy linie ugiecia 6; punktu 1.

W tym celu zaczepimy w p. 1 site jednostkowa i napiszemy r-nie
linii ugiecia — jako r-nie momentow zginajacych w uktadzie
zastepczym (rys. d).

51: 1 (1|X2_£X3j:_3(3§2_§3), 525
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Wyznaczanie linii wptywowych przemieszczen
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Wyznaczanie linii wptywowych przemieszczen

Linie wptywu kata obrotu ¢, otrzymamy jako linie ugiecia od
obcigzenia jednostkowym momentem zaczepionym w punkcie 1
(rys. f).
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Wyznaczanie linii wptywowych przemieszczen
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