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Twierdzenia o wzajemności - przypomnienie
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Twierdzenie o wzajemności prac (Bettiego)
Dwa układy statyczne

przyczyna

miejsce

I układ

II układ
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i ik k kiP Pδ δ=

Twierdzenie o wzajemności prac (Bettiego)

Praca siły Pi na przemieszczeniu wywołanym siłą Pk jest 
równa pracy siły Pk na przemieszczeniu wywołanym 
siłą Pi.
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Twierdzenie o wzajemności prac (Bettiego)
(dla sił uogólnionych – moment i siła skupiona)

P*m = M*w
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Jeżeli założymy we wzorze Bettiego Pi = Pk = 1

Twierdzenie o wzajemności przemieszczeń
Betti-Maxwella

ta sama wartość
przemieszczeń

ik kiδ δ=
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ik kiδ δ=

Twierdzenie o wzajemności przemieszczeń
Betti-Maxwella
można stosować do obliczania linii wpływowych 
przemieszczeń
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Wyznaczanie linii wpływowych przemieszczeń

Z tw. o wzajemności 
przemieszczeń:

podobnie dla każdego 
położenia siły

Każda rzędna linii ugięcia od siły jednostkowej w punkcie i jest równa 
ugięciu δi, jakie wywołuje siła znajdująca się nad tą właśnie rzędną linii 
ugięcia. DR HAB. INŻ. IZABELA LUBOWIECKA, PROF. UCZELNI



Wyznaczanie linii wpływowych przemieszczeń

Każda rzędna linii ugięcia od siły jednostkowej w punkcie 
i jest równa ugięciu δ i, jakie wywołuje siła znajdująca się nad tą
właśnie rzędną linii ugięcia.

Oznacza to, że linia ugięcia od siły jednostkowej zaczepionej w 
punkcie i  jest linią wpływu ugięcia w tym punkcie dla poruszającej 
się siły pionowej.

Podobnie z tw. Maxwella w postaci δ ik = φ ki możemy stwierdzić, że 
linia wpływu kąta obrotu w punkcie i  jest identyczna z linią ugięcia 
od obciążenia momentem jednostkowym zaczepionym w tym 
punkcie.
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Jeżeli przemieszczenia 
podpór = 1, to

Twierdzenie o wzajemności reakcji Rayleigh’a
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M R=

Twierdzenie o wzajemności reakcji Rayleigh’a
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Można stosować do wyznaczania linii wpływowych
(działa gdy P = 1 i ∆ = 1)

Twierdzenie o wzajemności reakcji i 
przemieszczeń Mueller’a-Breslaua

nie ma przemieszczeń
podpór

nie ma sił

0,

0
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Linie wpływowe sił – metoda kinematyczna

Linię wpływu dowolnej wielkości statycznej można traktować jako linię
ugięcia wywołaną jednostkowym przemieszczeniem (uogólnionym) 
punktu zaczepienia tej wielkości statycznej skierowanym przeciwnie 
do jej dodatniego zwrotu.

Rzędne linii wpływu są dodatnie, jeżeli przedstawiają przemieszczenia 
skierowane zgodnie ze zwrotem działania siły jednostkowej.
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Wyznaczanie linii wpływowych reakcji – układy 
wyznaczalne

k ikR δ= −
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k ikR δ= −

Wyznaczanie linii 
wpływowych sił wewnętrznych
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Wyznaczanie linii wpływowych w układach 
statycznie niewyznaczalnych 
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Wyznaczanie linii wpływowych w układach 
statycznie niewyznaczalnych – z definicji

Linie wpływowe wielkości statycznych w układzie statycznie 
niewyznaczalnym można wyznaczyć jeżeli znane są linie wpływowe 
nadliczbowych: X1, X2, X3…, Xn.
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Wróćmy do równania metody sił

1) Wyznaczamy współczynniki stojące przy niewiadomych [δ ]

2) Szukamy macierzy odwrotnej  
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3) Wyznaczamy wielkości 

4) Wyznaczamy wielkości nadliczbowe X1, X2

5) Wyznaczamy równanie linii wpływowej szukanej wielkości z 
uogólnionych zależności superpozycji

10 20,δ δ

0
1 1 2 2R R X R X R= + +
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Przykład  
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Obciążanie linii wpływowych
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Reakcja jest dodatnia gdy jest skierowana w górę. 
Dodatnie rzędne linii wpływu dla sił skupionych świadczą o tym, 
że siły te wywołują reakcję dodatnią, obciążenie ciągłe natomiast 
powoduje reakcję ujemną - odrywanie belki od podpory. 

Poprzez obciążenie linii wpływu uzyskano tą samą reakcję co z 
rozwiązania statyki belki.
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Założono, że moment MA jest dodatni gdy działa w prawo, siła 
12kN wywołuje ujemny moment przy podporze A, podobnie 
obciążenie ciągłe, siły z przęsła środkowego wywołują moment 
dodatni. 
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Ekstremalne obciążanie linii wpływowych. 
Obwiednie wielkości statycznych.

Obciążenia konstrukcji możemy podzielić na obciążenia stałe i 
obciążenia zmienne. Do obciążeń stałych możemy zaliczyć na przykład 
obciążenie ciężarem własnym. Obciążenie zmienne to obciążenia 
śniegiem, wiatrem, obciążenia użytkowe, obciążenia pojazdami, 
suwnicami itp. 
Przy analizie konstrukcji często powstaje problem takiego ustawienia  
obciążeń zmiennych aby uzyskać ekstremalne wielkości sił 
wewnętrznych, które są najbardziej niekorzystne dla konstrukcji. 

Przy poszukiwaniu takich ekstremalnych położeń sił wewnętrznych
przydatna jest znajomość linii wpływowych.

Ekstremalne obciążanie linii wpływowych. 
Obwiednie wielkości statycznych
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Jeżeli we wszystkich przekrojach poprzecznych 
wyznaczymy wartość maksymalną danej wielkości 
statycznej i wartość minimalną tej wielkości od 
zadanego obciążenia to uzyskany wykres wielkości 
ekstremalnych nazywamy obwiednią Z.
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A B C D

Przypadek 2. Obciążenie zmienne w przęśle AB i CD.
Max moment przęsłowy w prz. AB i CD, max moment na podporze A, 
minimalny moment w przęśle BC.
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Przypadek 3. Obciążenie zmienne w przęśle BC.
Max moment przęsłowy w prz. BC, min moment na podporze A i w przęśle AB i CD.
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Przypadek 4. Obciążenie zmienne w przęśle AB i BC.
Max moment przęsłowy w prz. BC, min moment na podporze B.
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Przypadek 5. Obciążenie zmienne w przęśle CD.
Max moment na podporze B.
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Wyznaczanie linii wpływowych przemieszczeń
Metoda wtórnych obciążeń

Linia wpływu dowolnego przemieszczenia (uogólnionego) przy 
poruszającej się sile pionowej jest identyczna z linią ugięcia tych 
prętów układu, po których porusza się siła, wywołana działaniem 
jednostkowej siły (uogólnionej) w kierunku tego przemieszczenia.

Rzędne linii wpływu są dodatnie, jeżeli przedstawiają ugięcia 
skierowane w dół.
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Dla belki wspornikowej określmy linię ugięcia δ1 punktu 1. 
W tym celu zaczepimy w p. 1 siłę jednostkową i napiszemy r-nie 
linii ugięcia – jako r-nie momentów zginających w układzie 
zastępczym (rys. d).
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1 1 1 3 ,
2 6 6

l xlx x
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Wyznaczanie linii wpływowych przemieszczeń
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Wyznaczanie linii wpływowych przemieszczeń
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Linię wpływu kąta obrotu φ1 otrzymamy jako linię ugięcia od 
obciążenia jednostkowym momentem zaczepionym w punkcie 1 
(rys. f).
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1 1
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x
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ϕ =

Wyznaczanie linii wpływowych przemieszczeń
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Wyznaczanie linii wpływowych przemieszczeń
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