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|. Wyznaczanie przemieszczen w uktadach statycznie wyznaczalnych

1. Zadanie
Dany jest uklad ramowy przedstawiony na rysunku Qbliczy¢ przemieszczenie poziomé rygla.
Znana jest sztywré na zginanie EI=10 000 [kNfh
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Rys. 1.1. Dany uktad ramowy z obgéniem zewstrznym

Do obliczenia poszukiwanego przemieszczenia zagiwsuzasae prac wirtualnych
dla uktadéw odksztatcalnych, z uwzdhieniem jedynie wptywu zginania.

T Wplyw pozostatych sit wewstrznych pomijamy, jako maty.
E Wz6r do obliczenia przemieszczenia ma pasta
o - — M M
R saos(m) , o=0(M), o= ?ds;
|
A gdzie:
M — momenty zginace wywotane obgzeniem zadanym,
M — momenty zginace pochodzce od obcizenia jednostkowego wirtualnego.

1) Obcizenie zewntrzne, wyznaczenie wykresu momentow zgioggh M .

it s 2D | o~
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Rys. 1.2. Wykres momentdw zgineych od obcizenia zewgtrznego

2) Obcizenie jednostkowe wirtualne w miejscu i na kierumpkiszukiwanego przemieszczenia; wyzna-
czenie wykresu momentow zgigaych M .

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS
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Rys. 1.3. Wykres momentéw zgigaych od obgjzenia jednostkowego wirtualnego

Stosujc do dalszych oblicZezasag prac wirtualnych mena wykorzysta tzw. ,catkowanie graficzne”
zgodnie ze wzorem

T jG(x)IZIf(x)dsz AR
E I
O gdzie:
R G(X) - funkcja krzywoliniowa,
A f(x) — funkcja liniowa,
A — pole pod funkej krzywoliniows,
/7f — rzdna funkgji liniowej odpowiadaga odcgtej w miejscusrodka cézkosci figury pod krzyva

(spr. wzér Wereszczagina).

Catkowanie graficzne przeprowadza si przedziatach w ktérych funkcj i M sa niezerowe.
Przedziat (A-1) — wielkéci pomocnicze):
1 2 8
==[4[-24) =-48, =—[-4=--.
A 5 [(-24) h 3[Q 4 3
Przedziat (1-2) — wielkaei pomocnicze):

1 2 8
A, == [B(-24)=-72, =£0¢ 4 =
> [(-24) =73 4y 3

A3:§E6[9: 36, /73:—2554):—2.

Zgodnie ze wzorem Wereszczagina szukane przemesecgest rowne

(MM 1 1 _
J_J—EI ds=Z- A+ o= (A, + A9 =0.0188 i

2. Zadanie
Dana jest swobodnie podparta kratownica przedstawioa rysunku 2.1. OblicZzyzaznaczone prze-
mieszczenied wezta w pasie gornym. Sztywsa wszystkich pgtdw g state EA= const.

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS
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Rys. 2.1. Dany uklad kratowy z ohzeniem zewstrznym

Przemieszczenia w kratownicach obliczamy stasmfisad prac wirtualnych wedtug wzoru
. _
5= Z—S =)
< EA
gdzie:
n — liczba petow,

S.,S§ - sity w petach wywotane odpowiednio: olgeniem zewgtrznym oraz jednostkowym olagie-
niem wirtualnym.

>—20Om--

1) Sity w pgtach kratownicy wywotane ohgieniem zewntrznym ().

Rys. 2.2. Sity w pgtach od obgjzenia zewgtrznego

2) Sily w petach kratownicy wywotane jednostkowym odaniem Wirtualnymé, ).
1

Rys. 2.3. Sity w pgtach od obejzenia jednostkowego wirtualnego

Zgodnie ze wzorend = z%n otrzymujemy:

J:Z%h =

=L py2) 22 a3 2P av P Yy 2Ptne 2R 22 20 & 2 ¢ 2pr—1)1%:
EA 2 2 2 2 2 2
Pa

:ﬁ[Z\/E‘F 1:|

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS
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3. Zadanie

Dany jest tuk paraboliczny o zmiennym przekrojuli€dy¢ kat obrotu przekroju poprzecznego w podpo-
rze (B) (identyczny jest gt obrotu stycznej do osi tuku w punkcie podporowyid) obliczeniach
uwzgledni¢ jedynie wptyw momentow zginagych. Moment bezwladioi przekroju zmienia gizgodnie

ze wzoreml| = lo , gdzie E}=1 000 [kNnf ] za& a oznacza i nachylenia stycznej do osi tuku w
cosa

danym przekroju.

T  Stosujc zasad prac wirtualnych przy uwzetinieniu jedynie momentu zginagpgo
E szukany kt obrotu (przemieszczenie uogoélnione) obliczymyzeru
o M M

R os :J- ds.

I

. El

A

Zmienne podcatkowa (s) przebiega wzdhwuku (rys. 3.1.a) zatem jej #niczka przyjmuje posta
dx
cosa

ds=

ds

Ad

N

a) Zamiana zmiennych b) Ohgenie tuku
Rys. 3.1. Dany ukiad z ohgieniem zewstrznym

1) Obcizenie zewntrzne, wyznaczenie wykresu momentow zgioggh M .

_GkN

Rys. 3.2. Dany uktad z olgieniem si4 skupiory i rownowazgcy reakcy
M (x) = -6y [KkNm

12

) [kNm]

Rys. 3.3. Wykres momentéw zginaych od obcjzenia zewsgtrznego

2) Obcizenie jednostkowe wirtualne w miejscu i na kierupkiszukiwanego przemieszczenia (w przy-
padku poszukiwaniagka obrotu jest to jednostkowy moment skupiony, abielkosci tworzg par sprz-

z0m); wyznaczenie wykresu momentow zgig@jch M .

M(x):%x

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS
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Rys. 3.4. Dany uktad z okgieniem jednostkowym wirtualnym i rownowgymi reakcjami

mmmwmwmmmml Wi

Rys. 3.5. Wykres momentdw zginaych od obcjzenia jednostkowego wirtualnegc

Zmienna podcatkowa przebiega wzdtutuku. Podstawiajc ds=

calka przyjmuje posta

cosa
v 8 v 8
¢B=jMds:ijd—x=i M CVidix.
. El E_'o cosa Elo g
cosa

Catkowanie graficzne

8
-2 N 1 Con
!Mde_gmq 12)%[( 1)= 32kNnt ], zatem¢5—m[32—f50.

4. Zadanie
Dany jest tuk kotowy przedstawiony na rysunku 4©bliczy¢ kat obrotug, przekroju w punkcie podpo-
rowym (A). Dana jest sztywr§é na zginanie EI=10 00&NnT].

Rys. 4.1. Dany tuk kotowy z ohgieniem zewstrznym

Rozwigzanie przeprowadzimy catkyg analitycznie w biegunowym ukfadzie wspébinych. Zmieng
podcatkovy s przebiegajcg wzdhuz tuku zasipimy wspoétrzdng katowsg ¢ (rys. 4.2) przyjmujc

ds= alldp .

Zaktadajc d¢ jako mate mena
przyja¢, ze d¢ Utg(dg)

tg(dgb):%S = ds= dd,

sin¢=l, cos¢:§.
a a

Rys. 4.2. Zamiana zmiennych

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS



v. 2010.02.26 Zadania z Mechaniki Budowli M.K. Jasina, M. Skowronek strona 7

1) Obcyzenie zewntrzne, wyznaczenie wykresu momentow zgioggh M .
M(¢) =-PLy=-Pasing .

2) Obcizenie jednostkowe wirtualne w miejscu i na kierupkaiszukiwanego przemieszczenia, wyzna-
czenie wykresu momentéw zgigaych M .

1
| Lo
= a = 2a
Y
- a !
Rys. 4.3. Dziatanie obgienia zewrtrznego Rys. 4.4. Dziatanie obhgenia jednostkowego wirtualnego

1 - _i - = —i — :_1
M (g9) =1 2a(a x)=1 2a(1 cogp) a 2(} cog) .

W wyniku catkowania po tuku (zamieniamy zmignds= alldp ) otrzymujemy:

(¢)EM(¢) 17 __ P2 _
ba j Ej( Pasm¢)t—§(1+ cop yach =-221 ] siw (¢ cob b=
I[S|n¢+5|n¢[bo$ﬁ]d¢———a2[— co¢+— Sﬁ'l¢:| P—&[— H 9-(3]e
2E| ZEl
__Pa?
T El
5. Zadanie

Dany jest uktad ramowy przedstawiony na rysunku ®lliczy¢ poziome przemieszczenié punktu
podporowego (B). Znana jest sztywtma zginanie EI=8 00kNnf].

6/kN/m] () ©)

-]

5. |® J2[kN] y

- — —

Rys. 5.1. Dany ukiad ramowy z obgéniem zewgtrznym

1) Obcizenie zewntrzne, wyznaczenie wykresu momentow zginggh M . Na odcinku (A-1) wykres
M rozktadamy na dwie ezci: liniowg i paraboliczg — wedtug rysunku 5.2.

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS
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Rys. 5.2. Wykres momentdw zginaych od obcizenia zewgtrznego

2) Obcizenie jednostkowe wirtualne w miejscu i na kierumplkaszukiwanego przemieszczenia; wyzna-
czenie wykresu momentéw zgigaych M .
Jlik
4

Rys. 5.3. Wykres momentow zgigeych od obecizenia jednostkowego wirtualnego

w wyniku catkowania graficznego wykresoM i M otrzymujemy szukane przemieszczenie
o= j sooo[ B~ 24)[3[(—4)+ Eajlzt}m(— 4% B{ 44 36) lD a- 48}2D—( %
= 0.096[m]— 9.6[cm].

6. Zadanie

Dany jest uklad ramowo-kratowy przedstawiony naunyal 6.1. Oblicz§ poziome przemieszczeni@
prawej podpory. Dla danego uktadu pegyfEI1=2 000 kNnf] i EA=1 500 kN].

12kNm
6kN_ A ”)
A4

24

i ,,;;,,’
BEP

Rys. 6.1. Dany uktad ramowo-kratowy z ofgginiem zewgtrznym

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS
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T  Wz6r shizacy do obliczania przemieszaze ukladach ramowo-kratowych ma pasta
E M M

o o= I ds+ Z S ES

R ) EA

|

Wzér ten wynika z zat@nia,ze w elementach ramowych uktadu uweriglia st jedynie
A wplyw momentow zginagych, za w pretach kratowych wptyw sit normalnych.

1) Sily wewrtrzne wywotane obgizeniem zewatrznym.

12
6 -12] 6 6 12 -
f) /) @
(S) [kN] 12 0] @2 \ @) [em)
6 6
18 b1

Rys. 6.2. Wyznaczenie sit wewtnznych od obeizenia zewgtrznego
2) Sily wewrtrzne wywotane jednostkowym olggeniem wirtualnym.
-1] 1 1

Rys. 6.3. Wyznaczenie sit wewtnznych od obeizenia jednostkowego wirtualnego

Przemieszczenie obliczamy korzystag uprzednio podanego wzoru

5= j—ds+ 3 D$ | ——l[ZE&EP_ElZGgDB mez}m% /if 1204 1) 2 ID—( 6) rz}z

1
—— [0+ —El2 0.028 2.8€m
2000 1500 in F em]
7. Zadanie

Dana jest sztywna tarcza podparta trzemgapm kratowymi przedstawiona na rysunku 7.1. Olglicz
poziome przemieszczeni@ zaznaczonego punku tarczy. Zaté, ze odksztalceniom ulegajylko prety

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS
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kratowe (tarcza jest nieskczenie sztywna). Zgodnie z powszymi zatgeniami szukane przemieszcze-
nie obliczamy stosag wz6r dla kratownic. Pola powierzchni przekrojgtpw podano na rysunku.

|

/) p.

A % A

Rys. 7.1. Dana tarcza podpartatpmi z obcizeniem zewstrznym
1) Obcyzenie zewntrzne, sity w petach kratowych (rys. 7.2).

2) Obcizenie jednostkowe wirtualne w miejscu i na kierupkszukiwanego przemieszczenia; sity w
pretach (rys. 7.3).

7/ 7/’*

©
©

» ’ TIRS A=)
—- Z T ]
P T P - % W
J l 2 2
Rys. 7.2. Sity w pgtach Rys. 7.3 Sity w pretach
od obcizenia zewstrznego od obcizenia jednostkowego wirtualnego

Obliczenie poszukiwanego przemieszczenia

_<S05, _,.PV20/2 (-P)T-2) _ 4Pl
J—Z EA l =0+ alz 2+ A | = =

8. Zadanie

Dany jest dwigar zatamany w planie przedstawiony na rysuniu &bliczy¢ pionowe przemieszczenie
O punktu (D). Przyj¢, ze sztywndci na zginanie i skicanie g statle w catym ukladzie i wie je zale-
nos¢ Glg =3El .

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS
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Rys. 8.1. Dany #lvigar zatamany w planie z olageniem zewgtrznym

Stosujc zasad prac wirtualnych przy uwzegtinieniu momentu zginagego i skecajacego
szukane przemieszczenie obliczymy ze wzoru
M M M, M
o= ds+ | ———=ds=9, +Jg;
lj E J Gl £

S

gdzie:
M, Mg —momenty zginage i skecajace wywotane obgzeniem zewantrznym,

M,My - momenty zginafe i skecajpce wywotane wirtualnym obgteniem jednostkowym.

>—xO0om-

1) Obcazenie zewntrzne. Wyznaczenie reakcji podporowych; wykredyi M .

1 1
D Mg =0=Rc=dl; D Mge=0= RA:EqI; > Mcp=0= RB:—E ql

qu/s

Rys. 8.2. Wyznaczenie reakcji od of¥@inia zewgtrznego

Rys. 8.3. Wykresy momentéw zgigeych i skecajagcych od obejzenia zewrtrznego
2) Obcizenie jednostkowe wirtualne w miejscu i na kieruplkaszukiwanego przemieszczenia. Wyzna-
czenie reakcji podporowych, wykresyt i M.

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS
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D Mcp= 0= Rg=~

7.

™

Rys. 8.4. Wyznaczenie reakcji od af¥gnia jednostkowego wirtualnego

Rys. 8.5. Wykresy momentdw zgigeych i skecajacych od obcjzenia jednostkowego wirtualnego
Obliczenie przemieszczenia (osobno podana jesickia Wynikaaca ze zginania i skcania)
4
j—d =— El—[—lgd-+ 1@—DE—I—E—I—+ 2IZI ﬁ]] =—63L,
8 21&|
M (M 4 4
8 = [~ ="2ds= 1 9“— ap=d—_d"
1 Gl 2Gl, G6El
4 4
5= +o5=—2d _Hd
216 El  24El

9. Zad_anie

Dany jest dwigar zatamany w planie przedstawiony na rysuniu @bliczy¢ pionowe przemieszczenie

O punktu 2. Przyj¢, ze sztywndci na zginanie i skicanie § state w catym uktadzie i wie je zalenos¢
Gl =4El .

/@‘ R
4 L1 ({qjl !
P
LD Z ﬂ"@’
Vs

Rys. 9.1. Dany #lvigar zatamany w planie z olageniem zewgtrznym

Przemieszczenied obliczymy korzystajc z zasady prac wirtualnych dla uktadéw odksztalpeh z
uwzgkdnieniem wptywu momentéw zgirggych i skecajgcych.

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl.

z gory dkujemy MKJ & MS
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1) Obcizenie zewntrzne, wyznaczenie wykresow momentow zgioggh M i skrecajacych M.

W

ql @ 3 @
e ql
LA —
q I g qr
e g " 5

"w=ql 12

H VZTNFV

IS

Rys. 9.2. Wyznaczenie wykreséw momentéw zgiowggh i skecajgcych od obejzenia zewstrznego

2) Obcizenie jednostkowe wirtualne w miejscu i na kieruplkaszukiwanego przemieszczenia, wyzna-
czenie wykresow momentow zgigaych M i skriecajacychMy .

4

Rys. 9.3 Wyznaczenie wykreséw momentéw zguwjch i skecajacych od obejzenia jednostkowego wirtualnego

®

A
A

Obliczenie przemieszczenia:

o= Ui e 2 -5 00+ - o) o) ) -

M. M 1 14 ql*
oo o)
S S

10. Zadanie
Dany jest ruszt belkowy przedstawiony na rysunkul1@bliczy¢ pionowe przemieszczenié punktu
koncowego wspornika. Przy sztywna¢ na zginaniéel = const

El=const.

Rys. 10.1. Dany ruszt belkowy z ohiggtniem zewastrznym

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS
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T Stosujc zasad prac wirtualnych przy uwzetinieniu momentu zginggego
E szukane przemieszczenie obliczymy ze wzoru

° M M

R o= [=—"ds.

I . El

A

1) Obcizenie zewntrzne, wyznaczenie wykresu momentow zgioggh M .

q
N .
341 lq_l
2 2 qr
2 /
3ql 3ql @
2 y

3;’]_7
4

TM
4

Rys. 10.2. Wyznaczenie wykresu momentow zginah od obgjzenia zewgtrznego

2) Obcizenie jednostkowe wirtualne w miejscu i na kieruplkaszukiwanego przemieszczenia, wyzna-
czenie wykresu momentow zgigaych M .

Rys. 10.3. Wyznaczenie wykresu momentow zginyah od obgjzenia jednostkowego wirtualnego
Obliczenie przemieszczenia

J(MIM oo I a0 By A d- 9 | 2y 3a2 _ o
J_IJ El dS_E|{3DEE 2JB§1[G )+ ZD]EE ZJG_S[G |)+2929rim1| Mém © 2&El

11. Zadanie
Dany jest ruszt belkowy przedstawiony na rysunkul1Obliczy kat obrotu ¢ przekroju na kacu

wspornika. Przyj¢ sztywna¢ na zginani€l = const

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS
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El=const. P

Rys. 11.1. Dany ruszt belkowy z ohiggtniem zewastrznym

1) Obcyzenie zewntrzne, wyznaczenie wykresu momentow zgioggh M .

2PL ( TZP———

Rys. 11.2. Wyznaczenie wykresu momentow zginyah od obcjzenia zewsgtrznego

2) Obcizenie jednostkowe wirtualne w miejscu i na kieruplkaszukiwanego przemieszczenia, wyzna-
czenie wykresu momentow zgigaych M

TI/L
1
l 1/L

Rys. 11.3. Wyznaczenie wykresu momentow zginah od obgjzenia jednostkowego wirtualnego
Obliczenie lgta obrotu

j—d ‘_[ Of-pPla+— DEG PI)GrEL+ m[q 2PI) 2[:];|:

3PI?

3 2EI
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12. Zadanie

Dany jest dwigar zatamany w planie w przedstawiony na rysutRul. Oblicz¢ zaznaczony 4 ¢
obrotu w punkcie (1). Przy Gl =4EI .
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Rys. 12.1. Dany dvigar zalamany w planie z olageniem zewstrznym

1) Obcazenie zewntrzne, wyznaczenie wykresow momentow zgioggh M i skrecajacych M.

7. 7.

é P P2
| Y

Rys. 12.2. Wyznaczenie wykresu momentow zginaih i skecajgcych od obgjzenia zewntrznego

2) Obcizenie jednostkowe wirtualne w miejscu i na kierupkiszukiwanego przemieszczenia. Wyzna-
czenie wykresu momentow zgigaych M i skrecajgcych M.

= il/Zl

Rys. 12.3. Wyznaczenie wykresu momentéw zgimajh i skecajgcych od obejzenia jednostkowego wirtualnego
Obliczenie lgta obrotug = ¢, + @

vi 2 v 2 2
¢Z=IM[Mds=i[2[_%[f_lg[_Eg}=i, ¢S=J'Mds=i[pggﬂ=l—i-
. El El 2 2 32 €&l

! Gl Glg Gl 4El’
_PI?(1 . 1)_5PI?
p=—| Tt | =

El\4 6) 12El
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13. Zadanie

Dana jest belka z jednej strony podparta z jedmenyg na podporze sgtystej przedstawiona na rysunku
13.1. Obliczg¢ przemieszczeni&d punktu leacego wsrodku przsta. Znana jest sztywlé na zginanie
El=1 000KNnT]

P=20kN
@ ®
Wé/c/% vS i k=100[kN/m]

Rys. 13.1. Dany ukiad z olgeniem zewatrznym

Przemieszczeni® obliczymy ze wzoru wynikagego z zasady prac wirtualnych

M M _
5= ds+3, [Ry;
|

El

T
g gdzie:
o 38 — przemieszczenie podpory gpystej wywotane obaizeniem zewgtrznymdg = dg [Rg,
R
I Os :ki — podatné¢ sprzyny (odwrotnd¢ sztywndaci,
A 'S

ks — sita, jaka powstaje w spynie po wydhieniu/ skroceniu jej o wielks d=1[m|),

Rg — reakcja w podporze sjiystej wywotana jednostkowym olgeniem

w miejscu i ha kierunku szukanego przemieszczenia.

1) Obcyzenie zewntrzne, wyznaczenie wykresu momentow zgioggh M .

PR —
o W%
® 1) fkNm]

20
Rys. 13.2. Wykres momentow zgineych od obcjzenia zewsgtrznego

Przemieszczenie podpory spystej od obcjzenia zewgtrznego

1 1
J =0, [Rg=—[Ry=——010=0,1[m].
B S B kS B 100 [ ]

2) Obcizenie jednostkowe wirtualne w miejscu i na kierumpkaszukiwanego przemieszczenia; wyzna-
czenie wykresu momentow zgigaych M .
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(JP @) )

Rys. 13.3. Wykres momentéw zgigeych od obgjzenia jednostkowego wirtualnego

Reakcja podpory spirystej od jednostkowego ol¢enia wirtualnego

= 1.
RB_E[]

Obliczenie przemieszczenia w uktadzie z podpEmezyst:
- wptyw zginania belki

3 = leE—?ﬁdszﬁloom‘%sz[‘%ng_%oz 2,667 ¢m ;
- wplyw przemieszczenia podpory spystej

0, =0 Ry = 0,1&2 = 0,05 [m].

Przemieszczenie sumaryczne

5=0,+5,=17,667 km]

14. Zadanie
Dany jest uktad ramowy podparty na podporaclkezsstych przedstawiony na rysunku 14.1. Obliczy
poziome przemieszczeniedaa wspornikad . Dana jest sztywrié na zginanie EI=2 000 [kNfh

10[kN]
S,

|

|-

k,=800[kN/m] . k=80[kN/m]
|- 2 —

Rys. 14.1. Dany uktad z ola¢eniem zewntrznym (; k, jednostkd
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T Przemieszczeni® obliczymy ze wzoru wynikagego z zasady prac wirtualnych
E dla uktadéw z podporami sgtystymi (patrz zadanie poprzednie). .
(@) M M —
o= ds+ » & [R.
R lf = Z, (R
A Drugi sktadnik prawej strony opisuje przemieszcednipodpor spgzystych.
1)

Obcizenie zewntrzne, wyznaczenie wykresu momentoéw zgioggh M .

101 20|

@ (M) [kNm]

U

Rys. 14.2. Wyznaczenie wykresu momentéw zgiryajh od obcizenia zewgtrznego

2) Obcizenie jednostkowe wirtualne w miejscu i na kierumplkaszukiwanego przemieszczenia; wyzna-
czenie wykresu momentow zgigaych M .

1, L
o @) m7
L 2L 7]

N
Rys. 14.3. Wyznaczenie wykresu momentéw zginyajh od obcizenia jednostkowego wirtualnego

Obliczenie przemieszczenia:
- wplyw zginania

M M 1
= | ——ds=——[-20)[2{-1) = 0,02m];
A -I.‘ El 2000[G ) EQ]) ]
- wplyw przemieszczenia podpér spystych

5, =L R, Ry +—~ MM, = —=[20r2= 0,05[m]
i N k, ~ " 800 ’ '

Przemieszczenie sumaryczne

5=6,+05,=0,07 [m].
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15. Zadanie
Dany jest uktad ramowy tréjprzegubowy przedstawioayrysunku 15.1. OblicZykat @, obrotu prze-

kroju preta przy vezle (B). Przemieszczenie wywotane jest przyrostempiratury At (nieréownomier-
nym ogrzaniem) w zaznaczonych elementach.

Dane liczbowe At =t4 —t, =30[C], a, = 10°[deg'], h=0,2[m]= cons.
A

- At

P IS S
Rys. 15.1. Dany uktad ramowy z oliggniem zewstrznym (temperatura)

Szukany kt obrotu oblicza size wzoru

. de J‘M ay [t Ilt
(E) gdzie:
r At — przyrost temperatury po wysald przekroju poprzecznegogpa,
| a — wspotczynnik rozszerzalga termicznej,
A h — wysokaé przekroju,
M — moment zginary od jednostkowego obgzienia wirtualnego na odcinkach

poddanych obgizeniu termicznemu.

Obcigzenie jednostkowe wirtualne w miejscu i na kierumdaszukiwanego przemieszczenia; wyznacze-
nie wykresu momentow zgingiych M .
04 |0

‘ 0,3
M)

0,1
—

0,1 lo, 1 7

Rys. 15.2. Wyznaczenie wykresu momentéw zginajh od obcizenia jednostkowego wirtualnego

Obliczenie lgta obrotu

—5
o = [ 3B gs=10 [BO{ @[f- o4)+21-03+

® 0O,
h 0,2 2

%: 4,35 10 rad 3 14'51

16. Zadanie

Dany jest uktad ramowy trojprzegubowy przedstawio@yrysunku 16.1. OblicZypionowe przemiesz-
czenie punktu (C). Przemieszczenie wywotane jesinainiernym ogrzaniem wszystkich elementéw
uktadu o wielkd¢ t, wzgledem temperatury monta. Dane g wielkosci: a, a;, t;.
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©

5 }
' a

<—a—>~<—a—><—a—>‘

Rys. 16.1. Dany uktad ramowy z ohgggniem zewstrznym (temperatura)

Przemieszczenie obliczymy ze wzoru wynikago zasady prac wirtualnych
przy obcizeniu w postaci rbwnomiernego ogrzania

T 6= [N, o ds;
E |
g gdzie:
| to — przyrost temperatury w osigba,
A O — wspotczynnik rozszerzalga termicznej,
N — sity normalne od jednostkowego a¥einia wirtualnego

na odcinkach poddanych ob#zéniu termicznemu.

Obcigzenie jednostkowe wirtualne w miejscu i na kierumlaszukiwanego przemieszczenia. Wyznacze-

nie wykresu momentow zgingiych M .
= O,
2/3
2/3 @
. p ME 2
T 2/

1

2/3

2
1/3 2/3

Rys. 16.2. Wyznaczenie wykresu momentow zginah od obgjzenia jednostkowego wirtualnego

Obliczenie przemieszczenia

J=-a, [ﬂo(%mﬁ +—§E2a+§[ﬁj = -3, [},

17. Zadanie
Dana jest kratownica przedstawiony na rysunku 1@Hliczy¢ poziome przemieszczeniegmta & wy-

wotane réwnomiernym ogrzaniem zeytmznych petéw kratownicy o wielké¢ t, =20[°C] wzgkdem

temperatury montai (przyrost temperatury w osijy, =1,2010° PC™].

==

Rys. 17.1. Dany ukiad kratowy z obéniem zewstrznym (temperatura)
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Przemieszczenie wywotane réwnomiernym ogrzanierntzdoiny ze wzoru o = '[ N (&, O, ds;
|

T
n _
E  w przypadku kratownic wzér przedstawimy w postacd = 3 SI a, Do q ;
O =1
R gdzie:
A n — liczba petow,
a, ,tq ,l; — wielkoici zwigzane z danym ptem,
é — sita w danym grcie od obcizenia wirtualnego.

Sity w pretach wywotane jednostkowym olggeniem wirtualnym.

1

25 125
1/3

Rys. 17.2. Sity w gtach od obgizenia jednostkowego wirtualnego

Obliczenie przemieszczenia

-5 s = ° - )+ N +Q =
J_iglgwti[roiq_l,zﬂo DZ({ZQ | zzé 3) 21242 BDf}Z— 18 1bm.

18. Zadanie

Dany jest uktad ramowy przedstawiony na rysunku 18bliczy¢ wzajemny kt obrotu przekrojow po-
przecznych (osi) ptow schodzcych s¢ w przegubie (C) wywotanzadanymi wymuszeniami kinema-
tycznymi — przemieszczeniami podpor.

I o et
(0] o

4

v .
| 0,04 777
¢ 0,05rad 10,03

6 ¥
@

TN
| 4m | 4m |

Rys. 18.1. Dany uktad ramowy z ohigtniem zewstrznym (wymuszenia kinematyczne)

Zmiarg kata obrotuA¢@ obliczymy ze wzoru wynikagego z zasady prac wirtualnych

n

w przypadku dziatania wymuszonych przemiesaqaedpor Ag = —ZAi R ;
i=1

gdzie:

A; — zadane przemieszczenie (osiadanie) podpory,

>—21Om-

R - reakcja przy jednostkowym obgéniu wirtualnym.
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Zadane przemieszczenia podpor (osiadanie):
N =¢,=0,05[rad],
A, =ug =-0,04[m],

1 1
Reakcje podporowe wywotane ~N/
jednostkowym obaizeniem wirtualnym. AN

0,25 0,25
+ +

R =Mp=15[m 0.25

R, = Hg =0,25[]

Ry =V =0[-] 0,25

\ 15

Rys. 18.2. Wyznaczenie reakcji od afieinia jednostkowego wirtualnego

Obliczenie zmiany &a obrotuA@ przekrojow z lewej i prawej strony punktu (C).

A¢:—23:Ai (R =-[1,5[D,05+ 0,25(- 0,04 =~ 0,0684d - °3 4.
i=1

19. Zadanie

Dany jest uktad ramowy tréjprzegu-
bowy przedstawiony na rysunku 19.1.
Obliczy¢ przemieszczeni@ powstate
w wyniku zaznaczonych &éw mon-
tazowych

Imperfekcije

(niedoktadnéci) geometryczne:
Al =0,03m],

Ag =0,01]rad].

Rys. 19.1. Dany ukiad z olgeniem zewatrznym
(przyjac spody

Przemieszczeni® obliczymy ze wzoru (zasada prac wirtualnych, pedgk bédéw montau —

E imperfekcji geometrycznych)

o 5= (0 N +Ag M, ) ;

R gdzie:

| Al;,Ag —imperfekcje geometryczne (tu rozumiane jakmyimontaowe),
A

N;, M; — sity wewrgtrzne w miejscu i na kierunku danej imperfekcji geiryczne;.
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Stan jednostkowego ol¢enia wirtualnego 0.5
i odpowiadagce mu wielkdci statyczne

! . czne wgpe: 0.3, N,,=0,5[-]
(sprzzone z zadanymi imperfekcjami).

M,=-2[m]
i
Obliczenie przemieszczenia
d=Nlcy INe; +A¢, M, = N 0.5
=0,03D0,5+ 0,00€ 2¥ - 0,00 =
0,5

Rys. 19.2. Wyznaczenie reakdji{.,, M,)
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Il. Metoda Sit

20. Zadanie
Dany jest uktad ramowy przedstawiony na rysunku 28poradzi¢ wykresy sit wewgtrznych. Sztyw-
nos¢ pretow na zginanie jest taka sab= const

) :@ § N
- ;
M)

TN -
1 / 1
Rys. 20.1. Dany uktad ramowy z ohiggniem zewstrznym

Uktad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalmyl().

Poprzez usugcie jednego z wizéw podporowych tworzymy ukfad statycznie wyznacyal
— Uktad Podstawowy Metody Sit (UPMS).

Sita X, bedaca odpowiednikiem reakcji z usgtej podpory jest niewiadomtzw. nadliczbow.

1

‘ e

§HHHH

Rys. 20.2. Ukiad podstawowy metody sit z atheniem zewgtrznym i nadliczbow
W uktadzie podstawowym metody sit (UPMS) rozpatrpea dwa niezalene stany obaizenia.
a) Dziala obgizenie zewntrzne — wyznaczenie reakcji podporowych i moment@mapgcych.
ql’2

7’%’% ar/2 D
®

ql2

@)

§HHHH

ql

ql/2

Rys. 20.3. Wyznaczenie wykresu momentow zginah od obgjzenia zewgtrznego

b) Dziata nadliczbowaX, =1 — wyznaczenie reakcji podporowych i momentéw zgieych M, .
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o

~I
~

N S

1
Rys. 20.4. Wyznaczenie wykresu momentéw zgiygjh od obcizenia jednostkownadliczbow X, =1 1

Przemieszczenia w ukfadzie podstawowym:

- przemieszczenie poziome w punkcie (B) wywotaneigigniem zewstrznym

_(MoMy o 11241 W e I B [
510_{ e T E 3%%2[@ )+ zgq_ztﬂgr?,[q g

- przemieszczenie poziome w punkcie (B) wywotamn@stkove nadliczbows X, =1

MM (o 1 2 2/
=|—L—1ds=—12 -10d -1)=——.
Z réwnania zgodriei przemieszcze & = J;y+J;,X ;=0 otrzymujemy X, = % al.

Rozwigzanie kaicowe uzyskujemy poddgj uklad podstawowy dziataniu ohgenia zewgtrznego oraz
nadliczbowej X, o rzeczywistej wartii (wynik koncowy jest superpozygjwynikdw sktadowych).

9q1/16
q = 24
L~ ql/16 S
] Y
. o 9/16
7q1/16 || 1/16
<40 &/ _

@nmoz'nik q!

ql/16

) | 1716 1/16 |
9/16
O)

49/512

7l/16
mnoznik ql mnoznik ql’
116/ Dmnoznikq ® .

Rys. 20.5. Wyznaczenie wynikowych wykresow sit wetkanych
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Uwaga:

Powyzsze zadanie nima rozwjzat przyjmugc w inny sposob uktad podstawowy metody sit (UPMS)
usuwamy wez wewretrzny pozwalajcy na wzajemny obrét przekrojowssadupcych w punkcie (1) (jest
to rbwnowane z wprowadzeniem przegubu westvanego). Nadliczbow X, jest w tym przypadku

moment zginajcy w (1), ktéry w uktadzie podstawowym ma pdstiavéch momentéw skupionych, .

Uktad podstawowy metody sit.

.

REREEED Sy

>

q

=

Rys. 20.6. Ukiad podstawowy metody sit z atheniem zewgtrznym i nadliczbow

§ ql/2 0

-0

a) Dziatanie obgizenia zewgtrznego.

(i
®

Rys. 20.7. Wyznaczenie wykresu momentéw zgiryajh od obcizenia zewgtrznego

b) Dziatanie nadliczboweK; =1.

70,
~

(7
2D 1P

1

)

Rys. 20.8. Wyznaczenie wykresu momentow zgiajh od obgizenia jednostkownadliczbowy X, =1

00

Przemieszczenia uogoélnione w uktadzie podstawowym:
- zmiana lgta obrotu w p.1 wywotana okgieniem zewstrznym

MoMl q|3
= [T flgs=T
%0 { El 24E|
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- zmiana kta obrotu w p.1 wywotana nadliczbgwx; =1

=|—2ds=——
% { El 3El

o - s _ - __qr
Z réwnania zgodrizi przemieszcze J; = 9,5+ 9,,X ;=0 otrzymujemy X, = 16

Rozwigzanie — uktad podstawowy poddany dziataniu gfemia zewgtrznego i nadliczbowej.

( s 9qU/16
N~— §

T gi/16

lqz/m

EEEREEN

|

ql/16

Rys. 20.9. Uktad podstawowy metody sit agjaoiny obcizeniem zewstrznym i rzeczywisf nadliczbowvy

Pomimo, £ schemat statyczny uktadu podstawowego metodyesitipny, nt w pierwszym wariancie
rozwigzania, to kacowe wykresy sit wewgtrznych g oczywicie takie same.

21. Zadanie
Dana jest kratownica przedstawiony na rysunku 2QMliczy¢ sity w pretach . Przyj¢, ze prty ukasne
mijaja sie nawzajem. DaneP, |, E, A. Pola przekroju poprzecznegaiiiw s zréznicowane.

Rys. 21.1. Dany uktad kratowy z ohoeniem zewstrznym

Przyjeta numeragj pretdbw zaznaczono na pasizym rysunku.

Rys. 21.2. Numeracja gow kratownicy
Stopie statycznej niewyznaczaléw uktadu obliczono wedtug wzoru

n=r+p-2w=3+6-8= 1.
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Uktad podstawowy metody sit tworzymy przez ,ragie” preta nr 1, przy takim zal@niu nadliczbowy
jest sita normalnes, w tym prcie.

7.

Rys. 21.3. Uktad podstawowy metody sit gjzoiny obcizeniem zewstrznym i nadliczbowy
Sity w pretach uktadu podstawowego wywotane atieniem zewstrznym (S;;, i=1,6).

Rys. 21.4. Wyznaczenie sit wegpach od obcizenia zewstrznego

Sity w pretach uktadu podstawowego wywotane atieniem X; =1 (S§;, i=1,6).

Rys. 21.5. Wyznaczenie sit wgtach od obeizenia jednostkownadliczbovg nie

Obliczenie przemieszc#ianozna uporadkowa: przy pomocy poriszej tabeli.

| S S Ii ao | 2BE 4
A

1 - 1 [ A - /A
2 - 1 | A - /A
3 - -2 12 AV?2 - 21 /A
4 P2 -2 12 AJ2 2PI/A 21 /A
5 P 1 | A PI/A /A
6 - 1 | A - [/A

3PI/A 8l /A

Przemieszczenie uogoélnione w ukladzie podstawowymiana odleghai miedzy kaicami rozcgtego
preta (1), wywotane odpowiednio:

— obchzeniem zewstrznym

- 6S()i%il_:3_|:>|.
510 é EA i EA,
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—nadliczbow X; =1
6
-vSg,_8
S Y B N iy
d.l.l |Z:1: EA i EA

Z réwnania zgodrizi przemieszcze J; = 0,5+ 9,,X ;=0 otrzymujemy X, = —g P.

Rozwigzanie otrzymujemy obgiajac uklad podstawowy obgieniem zewetrznym wraz z nadliczboyy
3P/8 3P/ P 3P/8 3P/

Rys. 21.6. Wyznaczenie sit wgbach ¢ prawej powinno hy5P/9
Sity w pretach kratownicy mena uzyskéa drog superpozycji§ = $; + $ U X — patrz tabela poigj.

i S Sy S 0% S
1 - 1 3p 3p
8 8
2 - 1 -3p -3p
8 8
3 3
3 - -2 Zpy2 Zpy2
8 8
3 5
4 -2 -2 SPV2 | P2
5 P 1 ~3p10 %p
8 8
6 - 1 -3p -3p
8 8

22. Zadanie
Dany jest tuk kotowy przedstawiony na rysunku 22Myznaczy funkcje (wzgledem kta ¢ ) i naryso-

wa¢ wykres momentow zginagych. tuk jest poddany nierbwnomiernemu ogrzaditi=ty —t.

Dane :At =40[°C], a, =10 [deg' ], h=0,2[m], r =2[m], EI =(20007) kNnt].

Rys. 22.1. Dany ukfad — tuk kotowy z obéniem zewstrznym
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Uktad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny.

Uktad podstawowy metody sit pragp na rysunku pone;.

y

Aa

Rys. 22.2. Uktad podstawowy metody sit z nadliczipow
Momenty zginaice wywotane dziataniem nadliczbowj =1, M;(¢#) =1k =r $ing .

~]

y

Rys. 22.3. Uklad podstawowy metody sit z nadliczheveaznaczono uktady wspédnych

Przemieszczenia w ukfadzie podstawowym:

- przemieszczenie pionowe punktu (B) wywotane prgtem temperatury (oddziatywanie zetvane),
m IT

2 -5
=IM19"—thw dsz"thwj OB (At stm¢d¢—"f g 100 240[2% 0,008 n’
L 0 !

- przemieszczenie pionowe punktu (B) wywotane dmwm nadliczbowejX; =1,

m s

1

2 32 3
M;M, ds:éj[ My(#)]” Crdg =%J.sin2¢d¢ =%{—
0 0

El

=]

L

3 3
= m —i O 00
4EI ~ 410007 kN

Z réwnania zgodrizi przemieszcze J; = 0,5+ 9,,X ;=0 otrzymujemy X; = —-8[kN]

1 . n
2¢—Zsmm} I=

Rozwigzanie Wynik

kN;
16 ) iing

M (#) = -8k = —1605ing kNm]

Rys. 22.4. Wyznaczenie wykresu momentow zginyagh
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23. Zadanie
Dana jest kratownica przedstawiona na rysunku Z3kliczy¢ sity w pretach powstate na skutek réwno-
miernego ogrzania zaznaczonycktpw o wielka¢ t, wzglkdem temperatury monta. Pola przekrojow

pretdw poziomych i pionowych rowne séwne A, pretdw ukasnych A2,
Dane :t, =30[°C], a, =210* [deg’ ’, EA=7000[kN], a=3[n].

Rys. 23.1. Dany ukiad kratowy z obéniem zewstrznym (temperatura)

Likwidujemy wiez podporowy w punkcie (C) i wprowadzamy nadliczigava miejscu i kierunku dziata-
nia reakcji zwgzanej z usurtym wiezem (uktad wy§ciowy jest zewantrznie statycznie niewyznaczalny,
zas wewretrznie wyznaczalny).

Uktad podstawowy metody sit (UPMS) prztg na rysunku 23.2. (podano numeegmjetow).

7.

Rys. 23.2. Ukiad podstawowy metody sit atioiny nadliczbow
Sity w pretach uktadu podstawowego wywotane atieniem X; =1.

7.

1 2
Rys. 23.3. Wyznaczenie sit wgtach UPMS od jednostkowej nadliczbowve;
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Obliczenie przemieszczenia w uktadzie podstawowyregrowadzamy w tabeli.

2

A e s smo g | 2
1 A 3 30 -1 -90 1 3/A
2 AV2 3/2 0 -2 - 2 6/A
3 A 3 30 1 90 1 3/A
4 A2 | 32 | 30 N 180 2 6/A
5 A 3 0 1 - 1 3/A

180 21/A

Przemieszczenie pionowe punktu (C) wywotane réwmonyim ogrzaniem,
5

30 =S [y O, | = 20107 (180= 0,0361fn .
i=1

Przemieszczenie pionowe punktu C wywotane gigsiiem X; =1,

5 o2
S 21 [ m }
=» =M =—=0,003 — |.
% ,Zl: EA S kN
Z réwnania zgodrizi przemieszcze J; = 0,5+ 9,,X =0 otrzymujemy X; =-12 [kN].
Rozwigzanie otrzymane poprzez olsenie UPMS wyznaczamadliczbovg X; =-12.

TIZ 24
Rys. 23.4. Wyznaczenie sit wgtach UPMS od rzeczywistej nadliczbowej

Rozwigzanie mana rownie uzyska ze wzoru§ = §; + $ 0 X.
w przypadku oddziatywania poza statycznego (temperpzachodziS,, =0,

wiec § = § O0X=-12 $ [ kY

Whniosek
Sity w pretach kratownicy (rozwizanie kawcowe zadania)asproporcjonalne do sit otrzymanych w ukia-
dzie podstawowym przy okgieniu X; =1.

24. Zadanie
Dana jest belka sgta przedstawiona na rysunku 24.1. Spdex wykresy sit wewntrznych.
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4 kN/m

S8 kN
@ m

7.

33— ]

Rys. 24.1. Dana belkaagjta z obcizeniem zewstrznym (1-2) 2E)
Uktad jest dwukrotnie statycznie niewyznaczalny.

Uktad podstawowy metody sit (UPMS) przyjmujemy vwospb podany na rysunku poej.

4 8
X,

Rys. 24.2. Uktad podstawowy metody sit gfzoiny obcizeniem zewstrznym i nadliczbowymi

Momenty zginajce w ukladzie podstawowym w poszczegdinych stanachzenia:
a) stan obezenia zewgtrznego,

W © D12 Oy rNm]

o Vi

9

N

1 4*3/8=4,5
Rys. 24.3. Wykres momentéw w UPMS od abienia zewgtrznego

b) stan obeizenie jednostkownadliczbowy X; =1,

Rys. 24.4. Wykresy momentéw w UPMS od alieh jednostkowymi nadliczbowymi
Réwnania zgodniei przemieszcze— uktad réwna kanonicznych 1):
- zmiana lta obrotu w p.1 0, + 0, X+ 9,,0X ,=0,
- zmiana kta obrotu w p.2 G,y + 0, [X 1+ 0,,X ,=0.
Wyznaczenie wspoétczynnikéw uktadu rowina

I
S = j—MOMl ds:i[—;mm%+—§mpﬁ)@ﬂ+% [—I—;[BEHG:—M’ T,

El El 2 4 El
S :jMOMZ ds= —= FBr6Et+— gz -2
El 2EI 2 2 El 2 3 El

L
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MM, 10 MM, 2 MM, 8
=|—=—=ds=— ;0,=0,=|—=5ds=— ;0,,=|—5—= ds=s—.
% { El EI A { El El { El 3
Z uktadu réwna 1) otrzymujemy: X; = -8,1316 kKNm], X, =-6,9671KkNm].
Rozwigzanie
IR Y,
12
) ) N ~r ~+ ~+
g 73 3y
NS <~ N <

Rys. 24.5. UPMS obgiony obcizeniem zewstrznym i rzeczywistymi nadliczbowymi
Na tej podstawie mima wyznaczy koncowe wykresy sit wewgtrznychM i T .

25. Zadanie

Dany jest uklad ramowy przedstawiony na rysunkil2Sporadzi¢ wykres momentdéw zginagych po-
wstatych w uktadzie pod wptywem wymuszonego przeageenia podpory B. Jeden ztow uktadu ma
znacznie wgksz sztywnd¢ na zginanie i pozostate ity (przyja¢ w tym elemencieEl =)

Dane g wielkosci: a, A, El .

4a - 2q =

Rys. 25.1. Dany uktad ramowy z ohiggtniem zewstrznym (wymuszenie kinematyczne)

Uktad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny.

Uktad podstawowy metody sit (UPMS) przedstawionays 25.2 — nadliczbayjest moment zginagy
w wezle 1.
X,

7. 7.

Rys. 25.2. Ukiad podstawowy metody sit atioiny nadliczbow

Momenty zginaice w uktadzie podstawowym wywotane dziataniem rathowej X, =1.

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS



v. 2010.02.26 Zadania z Mechaniki Budowli M.K. Jasina, M. Skowronek strona 36

D

Rys. 25.3. Wyznaczenie wykresu momentéw od jedioegtknadliczbowe;j
Przemieszczenia uogélnione w ukladzie podstawowym:

- zmiana lgta obrotu w wzle 1 wywotana wymuszonym przemieszczeniem podpory,
1 A
==Y AR =-Al—-—— |=— :
510 IZ i Eé 33) 3a

- zmiana kta obrotu w p.1 wywotana dziataniem nadliczbowgj=1,

Sy :deszi(}mgg%m_l@am?[@ - &
. El El\ 2 3 2 3 FEI
. , L . ’ El [A
Z réwnania zgodrizi przemieszczewyznaczamyX, = - el
a

Rozwizanie M =My + M; X;;
My— ~momenty wywotane oddziatywaniem zepnznym — zerowe,
M;- momenty wywotane obgieniem X; =1.

Styd M = M1D<1=i|2A M.
8a

O |EIA/SG

)

(M) [kNm]

Rys. 25.4 Kacowy wykres momentéw zgingjych

26. Zadanie
Dany jest uktad ramowy przedstawiony na rysunkil2&poradzi¢ wykresy sit wewntrznych powsta-
tych w ukfadzie na skutek wmontowania ear (A-1) dheszego o Al =3[cm]. Przyp¢

El =1400 kNnt .
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Rys. 26.1. Dany uktad ramowy z oligniem zewstrznym w postaci lgdu montau (dhuzszy pet A-1)

Stopier statycznej niewyznaczalég uktadu n=2.
Uktad podstawowy metody sit (UPMS) przig jak na rysunku po#gj.

Rys. 26.2. Uktad podstawowy metody sit z nadliczipmiv
Uktad podstawowy poddany dziataniu nadliczbowgj=1.

A
|1/3
Rys. 26.3. Wyznaczenie wykresu momentow w UPMSeddgstkowej nadliczbowe;
Uktad podstawowy poddany dziataniu nadliczbowgj =1.

0017

V13

Rys. 26.4. Wyznaczenie wykresu momentow w UPMSeddgstkowej nadliczbow,

Kat obrotu przekroju mita z prawej strony przy gile (A) w poszczegolnych stanach:
- oddziatywanie zewgirzne (imperfekcja)d,, = Al IZINA_l(l) =0;
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- stan X; =1: Jllzjmdszi[&ﬂ[;gggﬂz_l;
| El El 2 3 El

- stan X, =1: 512=JM|1£'\|A2
L

Zmiana lgta obrotu przekrojéw ptéw schodacych sé w wezle (1) w poszczegdinych stanach:

ds=— Eamdn=——;
El 2 3 2E|

- oddzialywanie zewgirzne (imperfekcja)d,, = Al IN,_[?) =0, 03% = 0,01fn],

MoMy o 1

El 2El’
—_1. — MZMZ

- X, =1t 522-{ z

Réwnania zgodniei przemieszcae

O+ 011X +9,[X =0 = 2X+ X,=0, (1)

0,0+ 0,1 X +0,5[X,=0 = X +4X,=-28, (2)

stad X; =4[kNnj, X =-8[ kNrh.

- X =10 8y =
L

ds=— (2G BAE L=
El 2 3 El

Rozwigzanie otrzymujemy analizag uktad podstawowy poddany jedynie dziataniu natéavych o
wartasciach rzeczywistych (brak zewinznego obejzenia czynnego).

83 ©

o () kg

'y

Rys. 26.5. Wyznaczenie wykreséwnkowych — sity normalne

S
o o

3 (D)rkNy (M) [iN]

8/3
Rys. 26.6. Wykresy sit titych i momentow zginagych

27. Zadanie
Dana jest sztywna tarcza podparta netgmh przedstawiona na rysunki 27.1. Oblicajty w pretach
podpieragcych sztywn tarcz.
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.
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N

v. 2010.02.26

]l 2,
A A
A2 A2

-~ ] ——»l(ff [

Rys. 27.1. Dana sztywna tarcza podpart¢tapni kratowymi z obaizeniem zewatrznym

‘4

Kazda tarcze opisuj trzy rownania réwnowagi. Tarcza z zadania jestpaoth na czterech ¢gitach (na
uktad ,narzucono” cztery wiy, co w rezultacie daje cztery niewiadome sity mtach podpierajcych
tarcz), sbd wnioskujemyze ukfad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny

7/}

7. 7.

Uktad podstawowy metody sit.

X,

Rys. 27.2. Przygie uktadu podstawowego metody sit wraz z nadliezbo

Rozwigzania w ukladzie podstawowym:
- sity w pretach uktadu podstawowego wywotane atieniem zewgtrznym,

- sity w pretach uktadu podstawowego wywotane atieniem X; =1

Rys. 27.3. UPMS obgtony obc. zewetrznym Rys. 27.4. UPMS ohgiony jednostkow nadliczbovg

Obliczenie przemieszcaav uktadzie podstawowym przy pomocy tabel

. SEH | S8
[ Si Sy l A A A

1 0 1 I A 0 /A
2 P2 2 12 AV?2 2PI/A- 21/A
3 -P -1 | A PI/ A /A
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4 o | vz | W2 | A& 0 21 1A
—PI/ A 6l /A

Przemieszczenia w ukfadzie podstawowym — odkéghaiedzy rozcetymi koncami peta (1),
wywotana odpowiednio:

- obchzeniem zewstrznym,

~SS, __P
8=y 23 =2,

- nadliczbow X; =1
4
-y, _6
S Y B N iy
d.l.l |Z:1: EA i EA

Z réwnania zgodrizi przemieszcze J; = d;5+ 01,X ;=0 otrzymujemy X; =% .

Rozwigzanie

Rys. 27.5. Kacowe sity w petach

Rozwigzanie m@na otrzyma z superpozycj§ =  + $ 0 X;

_P = —E :E = - —E :—Z :E
S=5 S, = R/2 651/5 6R/_2, §=-P-c0=-CP § 6&.

28. Zadanie
Dany jest dwigar zatamany w planie przedstawiony na rysunkl28porzadzi¢ wykresy momentow
zginapcych M i skrecajacych M w dzwigarze zatamanym w planie. Pragjzaleznos¢ Glg = 6EI .

GIL=6EI

Rys. 28.1. Dany @vigar zatamany w planie z olageniem zewstrznym

Uktad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny.
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Uktad podstawowy metody sit (UPMS).

I
Rys. 28.2. Uktad podstawowy metody sit z peryjnadliczbovy
Rozwigzanie w ukladzie podstawowym.
Uktad podstawowy poddany dziataniu of¥@nia zewgtrznego.

0
ql’/2

Rys. 28.3. UPMS wykresy od obgenia zewsgtrznego

Uktad podstawowy poddany dziataniu nadliczboXgF1.

Rys. 28.4. UPMS wykresy od jednostkowej nadliczbjowe

Ugiecie w punkcie A w uktadzie podstawowym:
- wywotane obgjzeniem zewetrznym:
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MM M (M 112qgl? 1 ql?) 2 1 gl?
30 = [0V g4 [ 20 1ds=—EF—Bq—DIEEEﬂ—2I)+—DE€——]E!—D?I}+ fng-2)=
0 { J El [3 2 8 2 2)°3 2

El ! Gl Gl
4 4 4

:_i(ij&j_l:_ilg%
El\12 3) &I 12 El

- wywotane nadliczbow X; =1

Ay = MM oy (MiMs 4o L ot oo i+ 26t eine? |+—L mooe =
7] 3 2 3 Gl

El | Gl El [ 2 <
_|3(2 8) 43 43
= | |+
EI\3 3) 6El EI

Z réwnania zgodrizi przemieszcze J; = 0,5+ 9,,X ;=0 otrzymujemy X, = i—; aql.

Reakcje podporowe uzyskujemy z superpozycji:

11
R, ==—|,
A 48q
ol 1 13
R > 289 28"
11 13
=qgl-—ql=—q|,
Re=d 24q 24q
gl 11 1
=——+—ql -
Ro 2 24q 24q
Rozwigzanie
q
ql/24
13¢1/48
l]3ql/24 :
~131/24 >
T11q1/48
11qF/48 0
0
ql’/24 @
Rys. 28.5. Wyznaczenie koowych wykreséw momentéw zginaych i skecajgcych
29. Zadanie

Dany jest ruszt belkowy przedstawiony na rysunkul 2$porzdzic wykresy momentéw zginagych.
Przyja¢ El =const.
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. Nd

Y/

Rys. 29.1. Dany ruszt belkowy z ohiggtniem zewstrznym

Uktad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny.

Uktad podstawowy metody sit tworzymy przez rozdaié obu cgici rusztu, sita wzajemnego oddzia-
tywania (reakcja) jest nadliczbawX; .

q§
) X,

TH007000%.

>

7000
Rys. 29.2. Uktad podstawowy metody sit (belki pedst zaznaczennadliczbovy

Rozwigzanie w ukladzie podstawowym:
- ukfad podstawowy poddany dziataniu alieinia zewstrznego,

0707070

70070
Rys. 29.3. UPMS obgiony obcizeniem zewstrznym — wykres momentéw

- uktad podstawowy poddany dziataniu nadliczboef 1
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DN

?1/2
Rys. 29.4. UPMS obgiony jednostkow nadliczbovg — wykres momentéw

Przemieszczenia w ukfadzie podstawowym:
- wywotane obgcjzeniem zewatrznym

4
@o={mds:%%mﬁ )[—ED _a-

El &l
- wywotane nadliczbow X; =1

Jll:jmds:i EIEIE—EEIHZE—I— do?
) El 27372 E

El
Z rownania zgodnii przemieszcze J; = 9,5+ 01,X =0 otrzymujemy X, _qzl
Rozwigzanie
q
* ql/4 4
vz

qu/8 ql/4 3ql/4
|

Rys. 29.5. wyznaczenie koowego wykresu momentow zgineych

30. Zadanie
Dana jest belka (rys. 30.1), kidobcihzono wymuszajc obrot lewej podpory ogk ¢ . Stosugc metod

sit sporadzi¢ wykresy sit wewrtrznychM i T.

i

/ |
Rys. 30.1. Dana belka olgzbna obrotem podpory

Stopie statycznej niewyznaczaléw ukladun=1.

Przyjmujemy uktad podstawowy metody sit (UPMS) wgunku

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS



v. 2010.02.26 Zadania z Mechaniki Budowli M.K. Jasina, M. Skowronek strona 45

X
[ / -

Rys. 30.2. Uktad podstawowy metody sit z nadliczipow
Stan X; =1 I

(W@% -y

iz/z A

Rys. 30.3. Wyznaczenie wykresu momentéw od nadbes) jednostkowej

Przemieszczenia w ukfadzie podstawowym:
- wywotane obcjzeniem zewetrznym

s .

Rys. 30.4. Obaizenie zewgtrzne (wymuszenie kinematyczne) w UPMS

w ukfadach statycznie wyznaczalnych atienie w postaci wymuszeniatl obrotu (obrotu podpory o
dany lat) nie generuje sit wewtrznych i co waniejsze deformaciji, zaterd,, =0.

. M;M 1 I
- wywotane nadliczbow X; =1 = MMy o= L Fonfn=-_1
i WXt o { El El 2 3 &l
o . , s . _ Oy _3El
Po rozwazaniu rownania kanonicznegl, + 5,,X,=9,= ¢ otrzymujemy X; = —E —|—¢.
1
3EI§D/[<>
y SElp/F 3Elp/l
SElp/ | © | (D)
3Elp/l ’ ® M)

Rys. 30.5 Kdcowe wykresy sit wewgtrznychT i M
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lll. Metoda przemieszczen

31. Przyweztowe momenty wyjsciowe metody przemieszczen

Zestawienie momentow utwierdzenia — ,momentéwsaigiwych” w belkach, przy rnych schematach
obcigzenia (lewa kolumna — obustronne utwierdzenie, pr&efumna — jednostronne utwierdzenie),
na rysunkach pokazano rzeczywiste zwroty momentaywgztowych. Warto odni& je sobie do dodat-
nich momentéw przyjmowanych zgodnie z konwegrmjakdéw metody przemieszéeze

Uwaga:
Wyjsciowe sity tmce mana wyznacz§ kazdorazowo z warunkéw réwnowagigba.

Ry -2

4EI o1 EQ_EJ iE_IC =1
I\ i NS N 2

Y,

§ E) 6EI §

A I é ;
6EI ™ ~ A=1 ” 3EI 7S | A= z
I Y P I

He 2"

Rys. 31.1. Wyjciowe momenty przyeztowe metody przemieszaze
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32. Zadanie

Dany jest uktad ramowy przedstawiony na rysunkd 33poradzi¢ wykresy sit wewgtrznych N, T, M.
Zadanie rozwjza¢ metod, przemieszcze

o VOO
YT © 21 ©§7
5
16kN / X
L5
@W/;m 1
3 4 [m]

Rys. 32.1. Dany uktad gtowy z obcizeniem
Uktad jest jednokrotnie geometrycznie niewyznacyahieprzesuwnyng = n, =1.
Uktad podstawowy metody przemieszeZ&/PMP) — schemat geometrycznie wyznaczalny po wpro
dzeniu fikcyjnego wzu w wezle (1) — z przylaonym obcizeniem zewetrznym przedstawiono na ry-

sunku 32.2, zaznaczono rzeczywiste zwrotyseigwych momentéw przyeetowych od danego ohgie-
nia.

7.

Rys. 32.2. UPMP z zaznaczonymi momentami pezyawymi od obcizenia zewgtrznego
Momenty wygciowe (wywotane obgzeniem zewetrznym):
3% 3%
MO =-=2—"=—4[kNni, M ="—"=4[kN
1c 12 [kNmi a1 =5 = 4[kNm

3
M% == [16[B= 9 KkNm].
1B =75 kNm]

Momenty przywziowe w UPMP wywotane wymuszeniem gtém obrotug =1 wezla (1).
2 2 1

mnoznik EI

7.

Rys. 32.3. UPMP zdeformowany w wyniku of¥@nia ¢ =1, zaznaczono momenty przymowe
Sumaryczne momenty przyatowe (od obcjzenia zewntrznego i obrotu w wzle):

M, =2El¢, My =9+Elg, My =—4+2Elp, Mg =4+Elg.
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Niewiadomy metody przemieszcagkat obrotu ¢ wezta 1, obliczymy z réwnania réwnowagi — zerowa-
nia st reakcji w fikcyjnym wezie. Réwnanie to mama tu rozumié jako zerowania gisumy momentow
w przekrojach przywztowych petow wychodacych z wzta (1) ZM; =M, +M g + M, =0.

Stad 5+5El¢g=0 = ¢:—é.
Podstawiajc za ¢ rzeczywist wielkos¢ wyznaczymy wartéci momentéw przywziowych:

My, = —2EI GEl—l =—2kNml, M =9+El (—%) =8[kNn,

Wykresy sit przywztowych najtatwiej spormzi¢ analizupc rownowag kazdego elementu osobno.

2 6 3
@ CET ) 1,
B 0,667y | 75 5.5
0.6674 8 [T70.667
16
5,333

Bl

Rys. 32.4. Uktad obgiony momentami przygztowymi wraz z wyznaczonymi sitami poprzecznymi
Powyzszy schemat unitiwia sporzdzenie wykreséw sit ftych i momentoéw zginagych.
Celem sporgdzenia wykresu sit normalnych zapisujemy réwnagiamowagi wycttego wezta (1).
0,667¢ ¢6,75
N]A <——|— —»Nlc
10,667
Y
Ny
Rys. 32.5. Sprawdzenie warunku rownowagi sit nonyeh i tycych w wezle (1)
N;5 =0,

>R, =0= Ny =-6,75+ 0,667 — 6,083N ,

D P =0=> N;c =-10,667 kN .
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6,75

0,667

o
/
L
f;b
[

; |
\ 2 \JIS/
A+ — i s

10,667

@[kN] 6,0833

Rys. 32.6. Wykresy sit wewgtrznych

33. Zadanie
Dany jest uktad ramowy przedstawiony na rysunkd 3Sporadzi¢ wykresy momentoéw zginagych.
1kN 3kN/m
=
3 @) 21 ©) 3l A
2
I

16kN __|1 *}

® )

VL -1

1

o0 a

~ 2= 4 3 | [m]

Rys. 33.1. Dany uktad ramowy z olpggniem

Uktad jest dwukrotnie geometrycznie niewyznaczamgprzesuwny, =, =2, (¢,,¢,) .

Uktad podstawowy metody przemieszeZ&JPMP) — schemat geometrycznie wyznaczalny po wpro
dzeniu fikcyjnych wgzéw w weztach (1) i (2) — z przylmnym obcizeniem zewstrznym przedstawiono
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na rysunku 33.2, zaznaczono rzeczywiste zwrotyseigjvych momentdéw przygziowych od danego

obcizenia.

T0/07707%

Rys. 33.2. UPMP z zaznaczonymi momentami pezymwymi od obcizenia zewgtrznego

Momenty wygciowe:
M3 = 2[kNn ,
M2\ :8?@:4[an1, M$ =-4[kNni,

2
My, = —%: -4[kNni, M3, =4[kNnj

Przyweztowe momenty zgingge w ukladzie geometrycznie wyznaczalnym wywotae@npstkowymi
wymuszonymi ktami obrotug, i ¢,, odpowiednio wztéw (1) i (2) (patrz rys. 33.3).

M3 =2,

Mip =4+El@,, MA1=—4+%EI¢1,

M,, =4+ 2EIg, +Elg,, M, =4+Elg, +2Elg,,
M,g = Elg,,

M,c =4Elg,, M, = 2El g,

1

7. 7.

@, =I| mnoznik EI @,=I| mnoznik EI
T

Rys.33.3. UPMP zdeformowany w wyniku of@nia ¢, =1 i ¢, =1, zaznaczono momenty przysowe

4

Rownania zerowaniagreakcji w fikcyjnych wézach — réwnania réwnowagi, zapisano gefi

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS



v. 2010.02.26 Zadania z Mechaniki Budowli M.K. Jasina, M. Skowronek strona 51

My =My +Mpg+M =0 = 4+El¢g+7EIP,=0 = ¢+ B ,= —% (wezet 2)
Z rozwigzania powyszego uktadu réwrekanonicznych metody przemieszfzgrzymamy

. __ 1
==

Wartasci momentow przywztowych otrzymujemy z superpozycji trzech stanéwigtenia:
My3=2[kNni,

M, =4+0,5= 3,5kNm], M =-4-0,25=-4,25kNm],

M,, =—4-1-0,5=-55kNm], M, =4-0,5-1= 2,5kNm,

M,g =-0,5[kNm],

M, =—2[kNni, Mco =—1[KNNi.

Wyznaczenie wykresu momentow zgamjch.

l K:‘\/’(’O 25
1 2 2 i Fe-e___ 2,
2,0 | T.2.0
- 3 . \ )
B W \E |
//.w\ 55 2,5%§> 357 ~1 7 o5 \110
3.5 0,5 i 2
I
|
__16 ] 3875 ———1—> 4,125
[
| [kNm]
. ! @
i
|

4,25
; 4,25

Rys.33.4. Uklad obgrony momentami przygztowymi oraz wykres momentow zginajch

34. Zadanie
Dany jest uktad ramowy przedstawiony na rysunku 38poradzi¢c wykresy sit wewgtrznych N, T, M

dla uktadu poddanego nierbwnomiernemu ogrzanigtapr(A-1). Dane: A =ty —t, =40[C],

a, =107°[deg ], EI =2000 kNnf], h=0,2[m].

3
© v
21 ,

1 4
1
i

T/, )

| 4 ! 3 | [m]

Rys. 34.1. Dany uktad ramowy z oliggniem zewstrznym (temperatura)
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Uktad jest jednokrotnie geometrycznie niewyznacyatieprzesuwnyn, =, =1.

Uktad podstawowy metody przemieszeZ&/PMP) — schemat geometrycznie wyznaczalny po wpro
dzeniu fikcyjnego wjzu blokupcego maliwosé obrotu wezia 1 — z momentami przysmtowymi beda-
cymi skutkiem dziatania przylonego obgjzenia zewgtrznego przedstawiono na rysunku 34.2, zazna-
czono rzeczywiste zwroty wigiowych momentow przygztowych od danego ohgienia.

070
Rys. 34.2. UPMP z zaznaczonymi momentami pezymwymi od obcizenia zewgtrznego

Momenty wygciowe:

aht 0°#40_

-500 =- 10kNm,
0,2

M8, =-2,5El

MP, =10 [KNnj .
Momenty przywziowe w UPMP wywotane jednostkowym wymuszeniematein obrotug =1 wezta 1.

mnoznik EI

4

Rys. 34.3. UPMP zdeformowany w wyniku cds@nia ¢ =1, zaznaczono momenty przymowe
Sumaryczne momenty przyatowe
Mja =10+ 2El9, M, =-10+Elg,
Mg =Elg, Mg =0,5El¢,
M;c =2Elg .
Roéwnanie zerowaniagsieakcji w fikcyjnym wezie — réwnowagizM; =M, + Mz + M =0.

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS



v. 2010.02.26 Zadania z Mechaniki Budowli M.K. Jasina, M. Skowronek strona 53

Stad 10+ 5Elg=0 = ¢:—é.
Wartasci momentow przywziowych po podstawieniu rzeczywistej wietkd ¢
Mip =10-4= 6kKNm], M, =-10-2=-12kNm],

Mg =-2[kNni, Mg =-1[kNnj,

Wyznaczenie wykreséw.
@M 12
v
71,2

>6 Nm 0, 6N1A

} 1,333
( 4 O,SMI J
1,2/ ~\d © 0,72 NI
g Y1333 ;/%W |
0751 ’ ’ 12" 096 ~——075
0,75 2 1,333
! N

ors| !
i

Rys. 34.4. Uklad obgiony momentami przygztowymi oraz réwnowaga w g¥le (1)

0,038

1,333

(W) [k (M) [kNm] (DN;
= 0,396 1 Z 0,75

Rys. 34.5. Wykresy sit wewtrznych
Sity normalne w elementach (1-A) i (1-B) obliczanagpatrujc rownowag wezta (1).

SP, =0 = 0,75~ 0,72 0,8,,= O = Nj,=- 0,038N,
SR =0 = 0,6N4+0,96- 1,333 Njz= 0= N,z=- 0,396(N .
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35. Zadanie
Dana jest belka ggta przedstawiona na rysunku 35.1. Spdex wykresy sit wewntrznych. Zadanie
rozwigza¢ metod, przemieszczea nasgpnie sprawdzi metod, sit.

14kNm
@ N ®
Wﬁ% 21 % I %
| 6 ! 4 '~ [m]
Rys. 35.1. Dana belkaagjta z obcizeniem zewstrznym

Metoda przemieszcie
Uktad jest jednokrotnie geometrycznie niewyznacyatg = n, =1.

Momenty wygciowe g zerowe (brak obgken przgstowych).
Momenty przywztowe pochodzce od lgta obrotug =1.

/r 0,75
M% mnoznik £/
” ] 7. 7.

Rys. 35.2. UPMP zdeformowany w wyniku cs@nia ¢ =1, zaznaczono momenty przymowe

Sumaryczne momenty przyatowe: M;, =Elg, Mz =0,75El¢.

Rownanie rownowagi.
14

MMD@ (Mw

Rys. 35.3. Rownowaga wedle (1)

M =M +M +14=0 = L7El¢+ 14 0= ¢:—%

Wartasci kancowych momentéw przygziowych
Mia =-8[KNmM, M;g =-6[KNn].

Wykresy
8 \ ( 6
i 1,3331 W%// T], %/ﬁ
1,333T L5
L5
1,333 ’
| | © (T) k]
6
l@ (M) [kNm]
3y
8
Rys. 35.4. Uktad obgiony momentami przygztowymi — wykresy sit wewetrznych
Metoda sit

Stopier statycznej niewyznaczalém uktadun=1.
Przyjmujemy uktad podstawowy metody sit (UPMS) aghiagc wiez wewretrzny — powstaje przegub.
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Rys. 35.5. UPMS obgiony obciazeniem zewstrznym oraz nadliczbogv X,

Zaktadamy,ze obcizenie zewntrzne (moment skupiony przytony w wezle 1) dziata po lewej stronie
przegubu powstatego po przgju UPMS.

Stan obcizenia zewrtrznego

0
D (M)[kNm]
14
Rys. 5.4.3
Stan X; =1
W
1 e

Rys. 35.6. UPMS — wykresy momentéw od gbenia zewgtrznego oraz od jednostkowej nadliczbowgj =1

Przemieszczenia w ukfadzie podstawowym:
- Wywoiane obgjzeniem zewstrznym

j 1ds 1 El]—'IZl4 E—EDL—E

3
- wywo%ane nadhczboxayx1 =1

3, = jMMlds— 1 El]—'[BELE-EEH—G-DﬁlEﬂG-ZEl-
! El 2E| El 2 E

Z réwnania zgodrizi przemieszcze J; = d;5+ 91,X ;=0 otrzymujemy X; = - J'LO =—6[kNnj.
1
8 ,\ ( 6

1’333T 1,333l T1,5 11,5

1,333 15
| | @ (7) (k]

S (M) [kNm]

8
Rys. 35.7. Wyznaczenie wykresow sit wetvanych

@

36. Zadanie
Dana jest belka ggta przedstawiona na rysunku 36.1. Remat ukiad stosujc meto@d przemieszcae

Dane: Aty g =ty —ty=20[°C], a; =10°[deg™" ], h=0,2[m], EI =40000 kNnf ].
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@ ® ©
o L w2

<At ——— >

5 ‘ 6 [ [m]
Rys. 36.1. Dana belkaagjta z obcizeniem (temperatura)

Uktad jest jednokrotnie geometrycznie niewyznacyatg = n, =1.

Uktad podstawowy metody przemieszeZ&/PMP) — schemat geometrycznie wyznaczalny po wpro
dzeniu fikcyjnego wizu w wezle (B) — z momentem przyetowym kedacym skutkiem dziatania przyto-
zonego obgjzenia zewrtrznego przedstawiono na rysunku 36.2, zaznaczeeozywisty zwrot wyj-

sciowego momentu przyztowego od danego oléenia.

Rys. 36.2. UPMP z zaznaczonym momentem peziawym od obcizenia zewgtrznego

-5
Moment wyjciowy M3, =§EI a8 _ 6000 OO EQO= 60 kNm].

Momenty przywztowe wywotane jednostkowym wymuszenigim=1.
0,6 1

-

7. Z Z

! mnoznik EI

Rys. 36.3. UPMP zdeformowany w wyniku cdg@nia ¢ =1, zaznaczono momenty przymowe

Sumaryczne momenty przgatowe: Mg, =60+ 0,6lEl9, My.=Elg.
Réwnanie zerowaniaerieakcji w fikcyjnym wezie — rownanie rownowagi wesle (1)
37,5

ZMB=MBA+MBC=O = 60+1,E|¢=O:> ¢:_E,

Wartasci momentow przywztowych po podstawieniu rzeczywistej wiescd ¢ :

37,5\ f37,5
ol

7.

17’5 7,5 6,25 6J25l
37,5
6,25

= () kg
——

Rys. 36.4. Uktad obgiony momentami przygztowymi — wykresy sit wewetrznych

37. Zadanie
Wyznaczy sity wewretrzne w uktadzie z rysunku 37.1 powstate na skwtekontowania pgta (A-1)

diuzszego oAl =3[cm] . Przyp¢ El =1400 kNnf ].

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS



v. 2010.02.26 Zadania z Mechaniki Budowli M.K. Jasina, M. Skowronek strona 57

= g
3
[m] 3

Rys. 37.1. Dany uktad ramowy obzbny wmontowaniem diszego pgta (A-1)

Stopieh geometrycznej niewyznaczakwo uktadu ng =n, =1.
Uktad podstawowy metody przemieszaeZ&/PMP) — uklad geometrycznie wyznaczalny.
§ ~ Al

14

7.

Rys. 37.2. UPMP z zaznaczonym momentem peziawym od obcizenia zewgtrznego

Moment wyfciowy
ML =- 3;'5' ol =-3249%0 03=—14 kNm]

Momenty przywziowe w uktadzie geometrycznie wyznaczalnym povestet skutek wymuszenia obrotu
wezta o kgt ¢ =1.

2/3

mnoznik EI

7.

Rys. 37.3. UPMP zdeformowany w wyniku ofs@nia ¢ =1, zaznaczono momenty przymowe
Sumaryczne momenty przyatowe:
4 2

Réwnanie rownowagiM; = M, + M5 =0,
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7 6
stad ~14+—Elp=0 = $=—.
ty 3 ¢ ¢ 5

Wartasci momentow przywztowych:

MlA:gHB:8[kNm], Mg = -14+ 6= —8 kNm], MAl:g[es:MkNm].

Wyznaczenie wykreséw

b #4 4??4\8 4‘

(M) [kNm]
2,667
~— .
O
S
4 2,667
® 0
(DN Ol
2,667 4

Rys. 37.5. Uktad obgkony momentami przygztowymi — wykresy sit wewegtrznych

38. Zadanie
Dany jest uktad ramowy przedstawiony na rysunkd 38/yznaczy sity wewretrzne powstate na skutek
réwnomiernego ogrzania jednego z elementéw o wiélitg wzgledem temperatury morta.

Dane:a, =10°[deg’ ], EI =10000 kNn? ].

-

’ D £o_=j22;2° _C_§'®
4 21

gl

[m] . 3 >

Rys. 38.1. Dany uktad ramowy z ohiggtniem (temperatura)

Stopieh geometrycznej niewyznaczakwo uktadung =n, =1.

Swobodne wydlzenie termiczne elementu (1-B)
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Al = a, [, =107 R20B= 610%

Uktad podstawowy metody przemieszoZgeometrycznie wyznaczalny).

Rys. 38.2. UPMP z zaznaczonymi momentami pezy@mwymi od obcizenia zewgtrznego

Momenty wygciowe:

3[EI 3010000 _
MloA=—?mlt= 2 B10* = -2 kNm],
_6EL2I GDZOOOOEGS 4
M2 =M Al = 10" = 4,5kNm
ic =Mec1= 2 t 16 kNm].
Momenty przywziowe (vykona: rysunel:
=2+7Lp= 2+ Elg,
My = 3E 2l SER S or1g,
Mic =4, 5+4E4D?I ¢=4,5t Elg, M =4,5+ 2E L2l ¢=4,5Elg.
Rownanie rownowagkM, =M , +M _+M _=0.
1
Stad 2,5+ 5EI 0 > g=—-——"—
fa 9= ¢ 6
Wartasci momentow przywziowych:
Mg =-1[kNni,
M,c =4,5-1= 3,5kNm], M; =4,5-0,5= 4kNm]
Wyznaczenie wykreséw.
el
0,833 @ 1o
25 1 1,0 0,333 1
f sl e
40,333 ' 0,833
35 y 0,333 ©
f» 1.875 0] 2,708
©)
L 4,0 1,875 =1 0,333
1,875
4= (M) [kNm] (Dkny (N)[kN]

.

Rys. 38.3. Uktad obgiony momentami przygztowymi — wykresy sit wewetrznych
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39. Zadanie
Dany jest uktad ramowy przedstawiony na rysunkd .38poradzi¢ wykresy sit wewgtrznych M, T, N.
N o
3 I
o W /->M:35kNm
® O
4 I
! © MW
[m] < 3 e

Rys.39.1. Dany ramowy giowy z obcizeniem zewgtrznym

Uktad jest jednokrotnie geometrycznie niewyznacyaig =n; =1.

Poniewa jedynym obcizeniem jest moment skupiony przgmy w wezle, wyjsciowe momenty przy-
weztowe g zerowe.

Wplyw wymuszenia —& obrotu ¢ =1.

mnoznik EI

Rys. 39.2. UPMP zdeformowany w wyniku of¥@nia ¢ =1, zaznaczono momenty przymowe

Momenty przywztowe pochodzce od kata obroty =1:

Mip =El¢, Mz =3El¢, M, =Elg, MCl=%EI¢.

Réwnanie réwnowagi wyetego wezta (1) — suma momentéw przgstowych oraz skupionego momentu
weztowego jest réwna zeru.

Rys. 39.3. Réwnowaga wedle (1) — zewntrzny moment skupiony dziata beZpednio na wzet
My =-Mjp MMy +M =0 lub My, + Mg+ M =M

Stad 5EI¢-35=0 = ¢:é.
Mozliwa jest takke inna interpretacja.
Dodatkowy element (1-3) ohgiony momentem skupionynM , w elemencie tym powstaje moment

wyjsciowy M, =-M .
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e

Rys. 39.4. Réwnowaga wedle (1) — inna interpretacja olgenia momentem

Wartasci momentow przywztowych:

Mja =7 [kNM,

Mg = 21 KN,

My =7[kNni, Mg, =3,5KNn]
Wyznaczenie wykresow .

2,333
21 2,333

X 3,5 2,625

< (M) [kNm] (DN

Rys. 39.5. Uktad obgiony momentami przygztowymi — wykresy sit wewetrznych

Obliczenie sit normalnych w elementach (A-1) i (L-C
Przyjmujemyze sita N;, jest rozcigajaca, z4 sitaN,- $ciskapca.

A
N/A TNM NM
7 — — - J—
\l Y
TR 3 TR
N[(: TNM NIC
Rys. 39.6. Analiza obgtenia peta (A-1-C)
Rownanie réwnowagp. R, =0= Njp+ Nic = 7[kN]
. . N;AB N4

Warunek zgodnei przemieszcze Al 5| = |Al | = ﬁ = % N4 =4N e

Z powyzszych réwna otrzymamyN; o = 4[kN], Ny =3[kN],
dodatkowoN,g = 2,625~ 2,333 0,2914N

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
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4

S

0.2917
@

3
W)y

Rys. 39.7. Wykres sit normalnych

40. Zadanie
Dany jest uktad ramowy — rysunek 40.1. Spdzx wykresy sit wewgtrznych. Przyj¢ El=const.
2kN (B)
D AN
> 4
3kN/m >
. -

Rys. 40.1. Dany uktad ramowy z ohiggniem zewastrznym

Uktad jest dwukrotnie geometrycznie niewyznaczapigesuwnyn, =n, +n, =1+1=2.
Uktad podstawowy metody przemiesztzegeometrycznie wyznaczalny.

N

|
AERRERE
~ g

Rys. 40.2. UPMP z zaznaczonymi momentami pezy@mwymi od obcizenia zewgtrznego

Momenty wygciowe:

2
M,ﬂlz—%z—qmn@, M2, =4 [kNni .

W obliczeniach pouiej przyjmujemy El=1.

Momenty zginaice w uktadzie geometrycznie wyznaczalnym wywotatnpstkowymi wymuszeniami
g=1iA=1.
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A==

7. 7.

Rys. 40.3. UPMP zdeformowany w wyniku op&nia¢ =1 i A =1, zaznaczono momenty przymlowe
Sumaryczne momenty przgatowe:
MA1=—4+0,5¢—§A, M1A=4+¢—§A,
M =¢.
Poniej zapisano odpowiednie réwnania rownowagi.
1) Suma momentoéw wedle (1).
M;=M,+Mp=0 = 2¢—§A+ 4=0 => 1@p- d=- 3 (réwnanie rownowagi gzta — 1)

2) Rownowaga sit dzialggych na wyajty element (1-B).
2

T e
M=,

T
MAI\_’<—/H
i

Rys. 40.4. Réwnowaga wytego elementu (1-B), zaznaczono sily przgtewe w pecie (1-A)
Przyweztowe sity tryce:

My +M . .
T =T IA L0 T,% =6 (od obcizenia zewstrznego);

3 3
Ta=—¢-——A+6.
AT
Rownanie rownowagi
3R, =0 = Tap+2=0 = :—;¢—1—3:3A+ 8=0 = @- a&=- 12 (réwn. réwn. rygla — 2)

Rownanie (2) mena otrzyma inna drog — tworzic uktad przegubowy (mechanizm) i zagaj nim
przemieszczenie wirtualng=1.

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS



v.2010.02.26 Zadania z Mechaniki Budowli M.K. Jasina, M. Skowronek strona 64
I @’—W%
: <TIA 7.
3
Rys. 40.5. Uktad przegubowy (mechanizm)sty do wyznaczenia rownowagigba (1-B)
Réwnanie réwnowagi wyetego elementu (1—82 PR=0 = T,0+20=C,
T,5 - 0d strony wzia (1).
Po podstawienil; 4 = a1 +6 otrzymujemy réwnanie (2).
Do tego samego rezultatu oma dof¢ wprowadzajc wielkos¢ kata obrotu pgta (A-1): W, =% =% i

zapisugc rownanie pracy wirtualnej
Z ukladu réwné (1) i (2) otrzymujemyg =9,6, A =61,8667.

Wartasci momentow przywztowych:
My =—4+4,8-23,2=- 22,4fNm, M;, =4+9,6- 23,2=- 9,6kNm,

Wyznaczenie sit przygziowych.

9,6('

|
=T 32
9,6/‘\ » 7 ’ 2
A
2 32
14
247
Vo

Rys. 40.6. Uktad obgkony momentami przygziowymi
Wykresy sit wewstrznych.

(réwn. réwn. rygla — 2)
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9,6 2

9,6 O 35 0

(M) [kNm] © (Dkny o (N)[kN]

22,4 14 3,2
Rys. 40.7. Wykresy sit wewtrznych

41. Zadanie
Dany jest uktad ramowy przedstawiony na rysunkd 4&porzdzi¢ wykresy sit wewntrznych.

24kNm

2

2

momr.

Rys. 41.1. Dany uktad ramowy z ohiggniem zewastrznym
Uktad jest trzykrotnie geometrycznie niewyznaczafprgesuwnyng = n; +r, =2+1=3.

.
Rys. 41.2. UPMP z zaznaczonymi momentami pezyawymi od obcizenia zewgtrznego

Momenty wygciowe:

M&:—%“:—a[mm], Mp, =6 [kNn .

Momenty przywztowe w ukfadzie geometrycznie wyznaczalnym wywetsarymuszeniamig, =1,
¢, =1, A=1.
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0,4

/7.

/A

7.

;

Rys.41.3. UPMP zdeformowany w wyniku op@nia ¢, =1 i ¢, =1, zaznaczono momenty przysowe

7.

Rys. 41.4. UPMP zdeformowany w wyniku oi@nia A =1, zaznaczono momenty przymowe

Sumaryczne momenty przyasowe:

M, =—6+0,4p,— 0,3, My, =6+0,8,— 0,3;

My, =20, +@,+0, 70, My =@, +2¢,+0, 73 ;
3

Rownania rownowagi.

a) Sumy momentow w gztach (1) i (2).

M =M +M,=0 = 2,8,+¢,+ 0,4A=-¢ (réwnanie rownowagi gzta 1)
My, =My +M g =M =24 = ¢,+2, 75¢2+%A = 24 (réwnanie rownowagi yeta 2)

b) Réwnanie rownowagi rygla czyli wytego peta (1-2) sumy rzutéw sit na kierunek przesuwu —eby
otrzyma, tworzymy uktad przegubowy (mechanizm) i zadajgmrgemieszczenie wirtualnd =1.

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
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Rys. 41.5. Rzutowanie sit na kierunek przesuwu ommaczenie sit poprzecznych naikach pgtow

Przyweztowe sity tryce:
+
T1A=N|1A—5N|A1+4’8= 0,244, - 0,12+ 4,,
M., +M
T12=—123 2l=¢,+¢,+0,5,
M 3 3
To=—28="4p -2 A,
2B 4 16¢2 64

Réwnanie pracy wirtualnej nana zapis&w postaciT; [—]j:—T12 E—E +Tx[A=0.

W réwnaniu tym zwroty sit przyjmujemy zgodnie z keencp znakow — od wztéw. W przypadku braku
obcigzenia dzialaicego bezp@ednio w wezltach mana podstawd sity T od strony pgtow. Po podsta-
wieniu otrzymujemy

9 183 . I . .
0,45¢, +E¢2 +%A = 6. (réwnanie rownowagi rygla czyli elementu (1-23)
Inny sposéb wyznaczenia réwnania (3). Obliczamty lobrotu poszczegdélinych ¢iéw uktadu przegu-
bowego (mechanizmu).

A 7.

Rys. 41.6. Wyznaczenie prac wirtualnych za parsmhematu kinematycznego

Réwnanie pracy wirtualnej:
%(MAl +Mya) ‘%(M 21+ M) +—ij »+1200,5= G,

1
Z(MA1+M1A_M21_M12+M 8)16=0,

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
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= 0,459, + —¢2 %A 6. 3)
Po rozwyzaniu uktadu réwna(l), (2), (3) otrzymujemy:
@, = —6,6450€,
@, =9,9248¢,
A =5,95861.

Momenty przywziowe:

M 5 =-10,4456 kNm], M;, =-1,1036 kNm];
M,, =1,1036 KNm], M,, =17,6736 kNm];
M,g =6,3264 KNm].

Wyznaczenie sit tscych.

1,1036 17,6736

)

7625900
~

N 2,4901
N 6,3264

13816

™ 17,1098 1,5816

Rys. 41.7. Wyznaczenie sitgtych na podstawie rownowagigpdw

Sity normalne w pgtach (2-B) i (1-2) uzyskujemy z rownowagemia (2).
> P,=0 = N,z=-6,25907KkN],

> P =0 = N;,=158161KN.
Site normalm N;, uzyskujemy z réwnowagi gzfa (1).
sz =0 = -0,6N,+0,812,49016 1,58161 0= N, = 5,956&

T 6,25907
X010 138161

Y

0,6N,,,7:

YO,8N,,
NIA
Rys. 41.8. Réwnowaga wedle (1)
Sprawdzenie —z R, =0.

Z réwnowagi w punkcie (3) otrzymujemy giormalr Ny = Nj, +7,2=13,1562[kN.

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
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/NIA

7,2
,//@
4\]/41
Rys. 41.9. Réwnowaga w punkcie (3)
Wykresy sit wewstrznych.

17,6736

1,1036
6,3264

10,4456 7,329

(M) [kNm]

1,5816

13,1562

2,4902

(Dkn] 1,5816 (N)[kNy
Rys. 41.10. Kacowe wykresy sit wewgtrznych

6,2591
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IV. Linie wptywu i obwiednie

Wyznaczanie linii wplywu metoda kinematyczna
Twierdzenie o wzajemroi reakcji i przemieszcze (tw. Mullera-Breslau) stanowi podstawnetody
kinematycznej wyznaczania linii wptywu wielka statycznych.

Linia wptywu pewnej wielkéci statycznej (reakcji podporowej, sity przekrojguma ksztatt linii uggcia
(badz odpowiedniego fragmentu tej linii) osighdw danego ukladu, powstatej pod wptywem wymuszenia
kinematycznego, spgzonego z 4 pewry wielkoscig statyczm, i rownego —1 (wymuszenie skierowane
przeciwnie do poszukiwanej wielkd statycznej.

Uwagi:

a) tg(A¢) =10A¢ (zal. o matych ktach).

b) Na rysunkach oznaczono zwrot wsiraz znaki (+) i (—) odrémie wartgci linii wptywu.

42. Zadanie
Dana jest belka swobodnie podparta gbmha jednostkow sita skupiory poruszajca sie ha diugdci
belki. Wyznaczy linie wptywu Ra, T, i M,,.

Belka jest statycznie wyznaczalna — wykresjiriowe w przedziatach.

Rys. 42.1. Dana belka olgona obcizeniem ,ruchomym”

Lw.R, 1|9
@
- |
LT, | - 4Ab=] /{ o
| ®
L/”,/
Lw.M, ] g

Rys. 42.2. Linie wptywu wyznaczone metddnematyczn

43. Zadanie
Dana jest rama tréjprzegubowa (rys. 43.1) atmnia jednostkow sitg skupiory poruszajca sic po ryglu.
Wyznaczy linie wptywuHp i M,,.

Uktad jest statycznie wyznaczalny — wykregyisiowe w przedziatach.

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
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H,

7. .

Rys. 43.1. Dana rama trojprzegubowa gbmna obcizeniem ,ruchomym” (na ryglu)

LwH,

LwM,

34\?1:1

Rys. 43.2. Linie wptywu wyznaczone metddnematyczg (zakreskowane)

44. Zadanie
Dana jest belka dwupggtowa (rys. 44.1) z jednostkowym olpgeniem ,ruchomym” na catej jej diugaoi.
Wyznaczy linie wptywuM,, Mg, Rg i T,,.

Belka jest statycznie niewyznaczalna, wykresy wlogiti nie g liniowe (liniowe g jedynie w niekto-
rych przedziatach, nalg zauwayc¢ z czego to wynika).

Rys. 44.1. Dana belkaagita obcizona obcizeniem ,ruchomym”

Lw.M, TTTTTTT S)

CLW \w@
Il

S)
®

LW.R, /\/m )
®

Iw.T, —ectl1] T )

=
Ah=1 e

Rys. 44.2. Linie wptywu wyznaczone metddnematyczn
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45, Zadanie
Dana jest belka dwupggtowa (rys. 45.1) obgiona jednostkowym obgiteniem ,ruchomym” na catej jej
dtugdsci. Wyznaczy linie wptywu Rg, T,, M,, i Mg.

Belka jest statycznie niewyznaczalna, wykresy piérsowe; jedynie w niektorych przedziatach (naje
zauway¢ dlaczego tak jest).

Rys. 7.4.1. Dana belkaggta obcijzona obcizeniem ,ruchomym”

Lw.R, /’

S
\_Ji—/ @
IwT, ' 1 e S)
L @
l.W.]W‘x /I @
RN ®

Ap=1
LwM, Ap=1 ©
T—®

Rys. 7.4.2. Linie wplywu wyznaczone metddnematyczan

46. Zadanie

Dany jest uktad ramowy (rys. 46.1.a), ktérego ri@bciazony jest poruszaga sie sita jednostkow.
Wyznaczy linie wptywuM,, i Mg.

Uktad jest statycznie niewyznaczalny, wykregyneliniowe.

le] )
o ___
]
o
A Z
/M,
(b) (©)
(@)
Rys. 46.1. Dana rama oraz otrzymane mgtddematyczna linie wptywu
47. Zadanie

Dany jest uktad ramowy (rys. 47.1.a), ktérego riygibcigzony jest poruszaga sic sita jednostkowy.
Wyznaczy linie wptywu Ra, Hp | My.
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Uktad jest statycznie niewyznaczalny, wykregyiliniowe.

Rys. 7.6.1. Dana rama oraz otrzymane metdgdematyczna linie wptywu

48. Zadanie
Dany jest uktad ramowy (rys. 48.1.a), ktérego leskyp obcizony jest poruszags sie sitg jednostkowy
skierowam w prawo. Wyznaczylinie wptywu ,Ma, M, N2, Hp.

Uktad jest statycznie niewyznaczalny, wykregyiliniowe.

N

o

Lw.N,,
(d)

Rys. 48.1. Dana rama oraz otrzymane mgtddematyczna linie wptywu
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Wyznaczanie obwiedni - obcigzanie linii wptywu
Szkic linii wptywowych sit wewstrznych (M) w wybranych (niekorzystnych) przekrdjacktadu mae
postwy¢ do ustalenia ekstremalnych schematéw gitedii narysowania obwiedni sit wewtrznych.

49. Zadanie
Wyznaczy i narysowé obwiednie momentéw zgingjych w belce gigtej przedstawionej na rysunku
49.1. Zatay¢, ze obcizenie réwnomiernie rozimne dziata na odcinku (odcinkach) o dowolnej diego

o =3 =0

Rys. 49.1. Dana belkaagjta

Aby okresli¢ niekorzystne ustawienia obgenia caglego szkicujemy linie wptywu momentéw w prze-
krojach przstowych M 55, M g 0raz momentéw w przekrojach podporowykh,, Mg, M ..

§A B W/é%c

=1
LwM, P i —— /\ )
®
S
Lw.M, Ap=] \‘ ®
lwM,, < = S
Ap=1 \! ®

o=
e e —

Ap=1
0 0 v 1o
Lw.M, f f

w l@

Rys. 49.2. Wykresy (szkice) linii wptywu odpowiedhimomentow

Niekorzystnym ustawieniom okgienia cagtego (1), (II), (Ill) i (IV) odpowiadaj ekstremalne warkoi
momentéw w przekrojach pygtowych lub przekrojach podporowych (uwaga na fezin wykresie
brak jest proporcji rdnych, rysunek naky samodzielnie przerysowaachowujc proporcje).

@ max M, min M @ min M, max M,
min M,, min M. max M,

18 18
10286 5,
——— 1N 0
10,125, 2,25 | 5,143 — ~ 1

13,224
Rys. 49.3. Wykresy momentéw zgigeych w przypadkach ohgien (1), (11)
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@ min M, @minMc
§HHHHHH 1 EER

15.429 18
10,286 ‘ 257 ‘
K\L_/ \L/ HO e
\I/
5.234
1L113 5 5.14
3214

Rys. 49.4. Wykresy momentéw zgineych w przypadkach ohgien (1II), (V)

Obwiednt otrzymujemy nakladag na siebie poszczegdine wykresy od gisi (1), (11), (1), (1V)

15,429

10,286k /\/\
2,57 obw. M[kNm]
5 1431/\/M 224

10133/ 5 s ) 2,571

Rys. 49.5. Wynikowa obwiednia momentow zgijegich

50. Zadanie - Wyznaczanie linii wplywu z definicji (zastosowanie metody sit)
Belka przedstawiona na rysunku 50.1 gbena jest poruszaga si¢ sita jednostkow.
Wyznaczy linie wptywu momentéw przekrojach podporowyth, i Mg orazRz, M, , T,

lP=1
———————————————————————— El=const.

5 o,,@,,’ =0

Rys.50.1. Dana belkaggjta obcizona obcizeniem ruchomym

Dany uktad jest dwukrotnie statycznie niewyznacyat = 2. Usuwajc wigzy wewrgtrzne w przekro-
jach podporowych (A) i (B) otrzymujemy uktad podstavy metody sit pokazany na rysunku 50.2.

Obliczenie wspoiczynnikowd,;, J,, i J;, (nie zalea od obcyzenia zewgtrznego).

§/'X’ AVl
Y\ B 52
=
0 0
: - /-] 10
o @ %2 = 3
-1
9 — e g
1

Rys.50.2. Uktad podstawowy metody sit (UPMS) orgkregsy momentéw od jednostkowych nadliczbowych
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Celem wyznaczenia wspotczynnikogy, = J‘%s i Oyp = J%s
L L

nalezy wyznaczy momenty zginajce M .
Ze wzgkdu na toze sita skupion@=1 zmienia swoje pole@nie, trzeba rozpatréytrzy przypadki poto-
zenia sity w poszczegolnych przedziatach (A-B), (B-£prawej strony punktu (C).

1) Sita w przedziale (A-B).

Rys.50.3. Wykre#,, sita w przedziale (A-B)

Przypadek Ogé|ny,
P
DR
&l

&l

dla wyznaczenia §,,

+ —

m—ceaa
\(}\l]@

Rys.50.4. WykresW,, M; i M, przygotowane do catkowania graficznego

PV SO PR SN N D G e
610—{ = dS—EI[ZIEI31+2<‘I(<‘I)3<‘} =(€-€°).

S(MoMp o 1(1 1) g gL e
%0 El E|[2I631+2<‘1(<‘l)3<‘} fEI({ £)

L
Wprowadzamy pomocnicze oznaczemig(é) = £ - &2, wr (£)=&'-&5.
Dzigki czemu otrzymamy
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12 12

A0 —ﬁwr(f) Oy = 6El —awr ().

Uwzgledniajgc dane liczbowd= 6 [m] otrzymujemy
6 . 6
Ao :Ewr(f) O :Ewr(f) .
Po rozwia(zaniu uk+adu r(’)wn’akanonicznych metody sit obliczymy

wr(f) wr(f) Xz-—wr(f)+ wr(f)

2) Sita w przedziale (B-C).
42
0p=0, Oy= 6E| (f)_ wr ().

Po rozwgzaniu uktadu rowrtakanonlcznych metody sit obliczymy

18 -16
X1:1—70-’r(<t')a X, :Fa’r(f)-

3) Sita w przedziale z prawej strony punktu (C). Uwaga: M; =const=0.
/§a
§ lP=1
‘<‘ / ></ a >

”0 A @

Rys.50.5. WykresW, i My; sita z prawej strony punktu (C)

_ _1 fa)= -t
5,6=0, 520—E|D%mﬂ%ﬁ(€a) = <a.

Uwzgledniajac dane liczbowd =4[m], a=2[m] otrzymamyd,, = —3—;{.

Po rozwyzaniu uktadu réwn@kanonicznych metody sit obliczymy
4 8
X;=——=¢&, X,=—=¢.
T 2=17¢

Szkic linii wptywu nadliczbowych przedstawia rysénB0.6 (wielk@ci rzednych na rysunku zostaty
celowo przeskalowane i nie odgageczywistych proporcji linii ugt).

Lw.X, —

LlwkX,

@0 0

—~

Rys.50.6. Szkic linii wptywu nadliczbowych
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Koncowe wykresy linie wptywu otrzymujemy drgguperpozycji dwdch stanéw obgénia dziatajcych
na UPMS. Dziatanie wyznaczonych nadliczbowych +po&zdnie dziatanie obgienia P =1.

X, X,

(X-X,)/6 T (X-X,)/6 T T-X/4 TX/4
Rys.50.7.Ukfad podstawowy metody sit (UPMS) abeny nadliczbowymi

. 1 11 X 3
Stad otrzymujemy Ry =5 X, - x2(6+zj+[ R T, =—72+[Ta], M, =Zx2+[Ma].

[R] — |©
®

— T

1

LwR, /I ©)
| ®

1

Rys.50.8. Wyznaczenie (sumowanie) linii wptywu rejapodpory Ry

1/4_ -~

[T e
T ®
3/4
IwT, — —] S)
o = © "

Rys.50.9. Wyznaczenie (sumowanie) linii wptyviy

[M,] _—1 |©
N @
3/4
Lw.M, ] S)
@
Ap=1

Rys.50.10. Wyznaczenie (sumowanie) linii wptywd,
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V. Symetryczne ukfady pretowe

51. Zadanie
Dany jest uktad ramowy posiaday o symetrii (Symetryczny) przedstawiony na rysunkul5$porza-
dzi¢ wykresy sit wewgtrznychN, T, M.

16kN

R I

V4 0
- 4 >
Rys. 51.1Dany symetryczny uktad ramowy z ohigniem
Obcigzenia rozktadamy na sktadowe ofp@nia — czé¢ symetryczg (S) i antysymetryczn(A).
8kN 8kN 8kN 8kN

S ®

Rys. 51.2. Obaizenie symetryczne i antysymetryczne w sumie@ daciazenie wygciowe

Obcigzenie symetryczne (S) wywotuje jedynie sity normaimegdrnym ryglu (obowjzuje zatgenie o
braku odksztatcalrioi podiuznej prtoéw), mazna zatem zapisa Tg = M g=0.

[[[®[[]]8

(N )

Rys. 51.3. Wykres sit normalnych od of¥@nia symetrycznego (S)

Do analizy wptywu antysymetrycznejezi obcigzenia (A) przyjmujemy schemat zredukowany. W ukta-
dzie zredukowanym natg przyja¢ warunki brzegowe (podporowe) na osi symetrii uldtadyjsciowego

w taki sposob aby zapewnione byly identyczne presmuzenia (deformacje) w uktadzie worpwym i
zredukowanym.
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8kN

e

7

wn T /4

Rys. 51.4. Przycie zredukowanego schematu potowy uktadu gioeiego obcizeniem antysymetrycznym (A)

Nastpnie prowadzimy rozvazanie uktadu zredukowanego mejai.

Uktad podstawowy. Momenty od obc. zesnznego. Momenty od obeizenia X; =1.

}1 32
2

7

[§)

1,
1 b

(o] | o

Rys. 51.6. Stan obc. zeiwamego

32

Rys. 51.5. UPMS

Rys. 51.7. Stan ob¢=1
Calkujgc graficznie mana obliczy wspotczynniki réwnania kanonicznego:

qO:jMOMlds:iEﬁmzmmzﬁ,
! El El 2 El
JllzjMlMlds:imcm+iEQ[-&Dz:nDer:—lm(4+ >
! El El 4, 2 3 E El
3

Dzigki czemu obliczymyX; = —% = —6—; =-12,8[kNm].

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl.

z gory dkujemy MKJ & MS



v. 2010.02.26 Zadania z Mechaniki Budowli M.K. Jasina, M. Skowronek strona 81

Rozwigzanie od cgsci antysymetrycznej obgienia (A).

8 —
} 9,6 3
1 {1 TTe
9,6 ] N | 96 N
@ & @ @
12,8 — —
N4 — .
§ - - . EEERERE
9,6 [} @ ‘ 1
i"ﬁ ® & D 24 |
12,8 —
8 C —

f 32 o

v ()]

kY -

12,877 s/ 132 kNm |
4 | J//L

344,8 a2
s //
|

g ~—

32

Rys. 51.8. Wyznaczenie wykreséw od afienia antysymetrycznego (A)

Rozwigzanie — sumaryczne wykresy sit westnznych.

81 19,2
o6 | LI[®] ] 8 o2 Tl
— ] H el [H = 7
] - ] 9,6 | |/ L/
D] D) (D] & /
[ - (- | A p ,L44’8
] ] ] : ] 12,8/ 32 - ] 1
. | 4481 12,81/
= | |® l ’ - - -
& ® 524 [T R 2 7 vl
+— — /

Sz@[kN] (1)) (o) ]

Rys. 51.9. Kacowe wykresy sit wewgirznych ((S) + (A))

Jesli zauwaysz bgdy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi, podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS



v. 2010.02.26 Zadania z Mechaniki Budowli M.K. Jasina, M. Skowronek strona 82

52. Zadanie
Dany jest uktad ramowy przedstawiony na rysunkd 53porzdzi¢ wykresy sit wewntrznychN, T, M.
N
& 21 21
3/41 1 1 I
Y wm . o
/ : / |

Rys. 52.1. Dany symetryczny uktactimwy z obcizeniem symetrycznym

Uktad prtowy jest symetryczny. Ohgienie jest symetryczne — do dalszej analizy przygmyj schemat

zredukowany. W ukfadzie zredukowanym rgl@rzyja¢ warunki brzegowe (podporowe) na osi symetrii
uktadu wygciowego w taki sposéb aby zapewnione byly identgcpnzemieszczenia (deformacje) w
uktadzie wygciowym i zredukowanym.

L

3/41 1
Y m
| / >

Rys. 52.2. Uktad zredukowany
Rozwizanie przeprowadzimy metpgrzemieszcze ny =n, =1.
Momenty wygciowe:
|2 |2
Mo =-9 mo =9

B 127 BL™ 12
Sumaryczne momenty przygatowe:
3El . 4E
W=7 #="0.

4E[2I , ql*> &l , ql? 2EE2I ql2 4E| , ql?

—_—Y——=—0-—, M +—=—0p+—.

|¢12|¢12 m=— ¢ BART
Zapisujemy rbwnanie rownowagi

2 3

12EI ql = 4= ql

Mg =

SM, =M., +M.x, =0 = —gp-—""—= )
e Te 4 14|
Wartasci momentow przyv.yzlowych.
_q?
M
1A — 36
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_q®> g?®_ q? _q®> q*_qgl?
B g 5" T anr Mp T ot
18 12 36 36 12 9

Rozwigzanie — wykresy sit wewttrznych w uktadzie zredukowanym.

Sql ™

S EERICIIN o

() © @
Sql T4l
12 12 4l
27
©wm o
2
2 ql
36 7
§ B // //
)
/ laql
2 |\ /
ey 4 36 |
flz\\ 12 12 . D .
. -— ‘ 7
al
36 7 \‘ o
7 gl
I — 18
y
:‘T
A §
T, 27

() )

Rys. 52.3. Wyznaczenie wykresow sit wetvanych w ukladzie zredukowanym
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Rozwigzanie uktadu wyjciowego (catego). Wykres sit normalnych i momentginagcych jest syme-
tryczny (podobnie reakcje) a wykres sig¢gch antysymetryczny.

s (o[ [e] [

S © ©

3ql Tq! 5ql
12 12 12
D

sal

12 (—E T _ 12 @ . i

12 sl

ql gl
27 27
[kN]
r'\\
2 \
2 o/
S S T R .
uqlizf 7 /
\ ’

() )

Rys. 52.4. Wykresy sit wewtrznych w uktadzie wyjciowym
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53. Zadanie
Dany jest uktad ramowy przedstawiony na rysunkd 53porzadzi¢ wykresy sit wewntrznych. Przyjé

El = const.
2P

AW
~

I/ 0077 70,077
P I S ! >
Rys. 53.1Dany symetryczny uktad ramowy z ohigniem
Rozkfad obcizenia na cgs¢ symetryczg (S) i antysymetryczn(A).

. i i 1

I 4 0. T A mnm.
Rys. 53.2. Rozkiad ohgienia na symetryczne (S) i antysymetryczne (A)

Obcigzenie symetryczne (S) — przyjmujemy schemat zredakgwspetniajcy warunki przemieszcze-
niowe na osi symetrii.

(1) l §

B

A
o,

Rys. 53.3. Uktad zredukowany dla przypadku ebania symetrycznego (S)

Rozwigzanie przeprowadzimy metpg@rzemieszcae
Uktad jest jednokrotnie geometrycznie niewyznacyatn = n, =1.

Momenty wygciowe:

PI Pl
0 0
MY =-—, M) =—
1B 8 B1 8
Sumaryczne momenty przyatowe:
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w2 B B PL 28 P
§| I I 8 I 8
4
Mozemy zapis& réwnanie rownowagi
ZMl:M1A+MlB:O = §¢—ﬂ:0 = ¢= PP’
I 8 64E|

Wartasci momentow przywztowych:
PI M. = Pl Pl _ PI

“o1e' 0 16 8 168 P 32 8
Momenty przywziowe zaznaczono na paszym rysunku.

¢y

32

Pl Pl 5
—="p

4

Rys. 53.4. Wyjciowe momenty przyeztowe wraz z odpowiadggymi sitami tracymi
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Rozwigzanie dla cgsci symetrycznej obgienia.

(ol [T T[] [

@)

e[ [
5

13 19 13
32 32 32

19
13 2
=2 32
5 e ®

32

32

0]
o]
©

\‘»7 64 | |
| y @XPI

Rys. 53.5. Wykresy sit wewtrznych w uktadzie wyciowym od obcizenia symetrycznego (S)
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Obcigzenie antysymetryczne (A) — przyjmujemy schemat @ked/any spetniacy warunki przemiesz-
czeniowe na osi symetrii. W tym przypadku uktaddede@wany jest statycznie wyznaczalny.

P P

tp tr tp
2 2 2

Rys. 53.6. Uktad zredukowany dla przypadku ghmnia antysymetrycznego (A)

Rozwigzanie od cgici antysymetrycznej obgienia (A).

@
S

oY

0|~y
|

o
@-
®4

()=

Pl
— i
Pl

Rys. 53.7. Wykresy sit wewtrznych w uktadzie wyjciowym od obcizenia antysymetrycznego (A)
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Rozwigzanie kaicowe uktadu od obgkenia wygciowego (S) + (A).

ST TeT TT T Tl T

@ @ é @xP
2 wf 3
32 16 32
29
5 lel TerTri

— %| !@1 ]

g / g @XP
1] S
2 5 12

32

1 / i I 1
1 ] ’ s

I
—

_ : — @XPI

Rys. 53.8. Wykresy sit wewtrznych w uktadzie wyciowym od zadanego okxenia
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VI. Wyznaczanie przemieszczen w uktadach statycznie niewyznaczalnych -
twierdzenia redukcyjne

54. Zadanie
Dany jest uktad ramowy przedstawiony na rysunkd 5@bliczy¢ zaznaczony 4 obrotu ¢ .

RN

/ |
Rys. 54.1. Dany uktad gtowy z obcizeniem

Uktad jest statycznie niewyznaczalny, w rogzéniu skorzystamy z twierdaeedukcyjnych.

Przemieszczenia w uktadach statycznie niewyznagehlobliczamy korzystag z twierdzé redukcyjnych.

M M
| twierdzenie redukcyjne d= Tpds;
L L M, M
g Il twierdzenie redukcyjne 0 = | ——ds;
. El
R -
| gdzie:
A Mp — stan obeizenia zewgtrznego w uktadzie podstawowym metody sit,
M — stan jednostkowego obgenia wirtualnego w uktadzie statycznie niewyznéoga,
M — stan obgizenia zewgtrznego w ukladzie statycznie niewyznaczalnym,
Mp — stan jednostkowego obgéenia wirtualnego w uktadzie podstawowym metody sit

Mp M
El

Rozwigzanie M — stan obeaizenia zewgtrznego w pewnymR;) uktadzie podstawowym metody sit.

T 11 b
}

Skorzystamy z Il twierdzenia redukcyjnegb=j ds.
L

NRESS
D

—
[SAEY

Rys. 54.2. Wykres momentéw od op@nia zewrtrznego w UPMS (wariarR,)

Rozwizanie M — jednostkowe obgkenie wirtualne w ukladzie statycznie niewyznaczainy zastosu-
jemy rozwhzanie metogl sit.
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(F P ;

v @ | @

Rys. 54.3. Rozwizanie od obgizenia jednostkowego wirtualnego w miejscu i na kidau @

[ 2
-, O =— X,=0,5[-
Ao 361 o1 3E] = 1 -]

(),5 § (0,5 § | 0.5

0,5

:> - 0,5 @

7.

Rys. 54.4. Wyznaczenie wykresu momentow od gieciia jednostkowego wirtualnego

1&[1 “d-a’
8 AT

Inny przyktadowy uklad podstawovB, (ze stanem obgtenia zewgtrznego):

q ar
[TTy., %
Jg
B \@

1
q—*mm

2 bql

Rys. 54.5. Wykres momentéw od op@nia zewrtrznego w UPMS (wariarR,)

Pt S
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55. Zadanie
W danym uktadzie ramowym przedstawionym na rysl Bbliczy¢ zaznaczony & obrotu osi pgta ¢ .
Ll
[ 1 1 l m & 8kNm
§@ 21 o) 1 VA
:I’<-——16kN 3m
o
!
i 4m | 4dm |
Rys. 55.1. Dany uktad ramowy z ohigniem
. . : MM,
Skorzystamy z | twierdzenia redukcyjne¢o=J 5 ds.
L

Jednostkowe obgtenie wirtualne w ukladzie podstawowym metody siediug pontszego rysunku.

1 | E G

3 " 1

Rys. 55.2. Wykres momentéw od olpania jednostkowego wirtualnego w UPMS

Obciyzenie zewntrzne w uktadzie niewyznaczalnym — rozmanie metod przemieszcze (ng =1).

Rys. 55.3. Metoda przemieszéazenomenty wyjciowe

A

Momenty wygciowe:
2
M == =4k, MG, =af,
3
ML =-—[16B=-9kNm],
T kNm]
o __1o_

Sumaryczne momenty przgztlowe.
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xET

Rys. 55.4. Metoda przemieszézerymuszenieg =1

My =—4+Elg, M, =4+2Elg,
Mg =-9+Elg,
Mic =-4+1%Elg.
Rownanie rownowagi w gele (1)
2
0
Podstawiajc obliczory wartas¢ ¢ wyznaczamy wielkéci momentéw przywziowych.
My =—4+2=-2kNm], M;,=4+4=8[kNm],
Mg =-9+2=-7 [KNm],
M;c =—4+3=-1[KNm].
W dalszej czsci rozwigzania potrzebny jest jedynie fragment wykrédu na odcinku (1-B).

1
| -
¢
- 16
7
1 am
3 LSRR )
Rys. 55.4. Analiza wykresu momentéw na odcinku (1-B)
M, M 11 1 1[@ 5,5
- p - _ 99 _ '
= ds=— —IZBELZIZ-I}+— -7 EFE =——= 0,0055pd 18'55
¢-[EI El |2 22EB[G7)3 1000 bd ¥
56. Zadanie

W danym uktadzie ramowym obliczykat obrotu ¢, wywotany réwnomiernym ogrzaniem elementu

(B-1) o wielkdi¢ t, =24°C, a, =10°-—
°C
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Py
3m
,,,,,,,,,,,,,,,,,, 4
§® 21 Ol
I 4m
g
- 6m -

Rys. 56.1. Dany uktad ramowy z ohggniem temperatgr

Z zasady prac wirtualnych wynika wzor

M M -
ba=| EI(B+INm5d&
L L
Przy zastosowaniu | twierdzenia redukcyjnego otnzjgmy
M, M _ -
a=| = ds+ [ Nay b ds=[ N, § ds ( M =0).
L L L

Nalezy rozwigza¢ uktad wyfciowy (statycznie niewyznaczalny) z olny obcizeniem wirtualnym —
potrzebna jest jedynie sita normalig .

Metoda przemieszcae(ng =1)
i i

!

i = i S

N

0,5

\N

7. .

Rys. 56.2. Metoda przemieszézevirtualne obcizenie jednostkowe w miejscu i na kierunky

Moment wyfciowy

M, =0,5[-].

Sumaryczne momenty przyatowe:
M,, =0,5+Elg,

My =Elg,

M,c =El¢, Mg, =0,5El¢.
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Réwnanie réwnowagi
1

IM; =M +tMpg+M=0 : 0,5+ Elg=0 = ¢=—@.

Podstawiajc obliczory wartas¢ ¢ wyznaczamy wielkéci momentéw przywziowych.

1__1__1[_]
W=o g 37
1
M =—1"l,
1B 6[]

Rozwigzanie '
X /\:@E‘_

1 16

6

1

6 -
i,

Rys. 56.3. Wyznaczenie sity normalnej wqge (B-1)

Njg =— f+_1 :—L3=—O,506 1
9 16 144 m

¢=INattods=1O_5 (P4 0,5069 6 - 7,83 I8 rad 3 - 25'0¢
L

57. Zadanie
Obliczy¢ poziome przemieszczeni@ rygla ukladu ramowego pokazanego na rysunku S¥yWwotane

wymuszeniem kinematycznym — przemieszczeniem pydfgr=5[cm .
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S

21

4m !

Rys. 57.1. Dany uktad ramowy z oliggniem kinematycznym (przemieszczenie podpory)

o5=[MeMys 5 R,
e

Stosujc 1l twierdzenie redukcyjne — olagienie zewntrzne w uktadzie podstawowym metody sit, apci
zenie wirtualne w uktadzie niewyznaczalnym pasgy wzor zapiszemy w postaci

d=-YXRI, (M, =M,=0).
Rozwigzanie od obeaizenia wirtualnego w ukladzie statycznie niewyznacyad (naley obliczy¢ jedynie
reakcg Hg).

1 1
o7 T
i
{3 $3
4 4

1
= ~— . WW//;—’E

Rys. 57.2. Wyznaczenie wykresbw momentow
8o = — 3 BBE 1+ —L FHEMAT= -2,
El 2 3 2El 2 El
4

5, =~ I BfI— A 2
El 2 3 2 El

stad
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X, =-1,5[m].
Reakcg Hg wyznaczamy korzystag z zasady superpozycji
Hg = O+%E{—1,5)= -0,5F1].

Zatem poszukiwane przemieszczenie jest rowne
0=-Hg g =-5[cm[{-0,5)= 2,5[cm= 0,025[m.

58. Zadanie
W kratownicy przedstawionej na rys. 58.1. oblicpyzemieszczeni®d. EA= const

Rys. 58.1. Dany uktad kratowy z oboeniem

Wykorzystupc Il twierdzenie redukcyjne nioa zapisé

T
. _y S5,

o EA

R gdzie:

I (S)p - sity w pgtach w uktadzie podstawowym metody sit, alzenie zewgtrzne,
A

S - sity w petach w uktadzie niewyznaczalny, olgenie wirtualne.

Obcigzenie zewntrzne w uktadzie podstawowym metody sit.

s

Rys. 58.2. Sity w gtach w wybranym uktadzie podstawowym metody sibbdigzenia zewgtrznego
Niezerowe g jedynie pety 1, 2, 3,41 5.
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Obcigzenia wirtualne w ukfadzie statycznie niewyznaczainy

1 -1

Rys. 58.3. Rozwizanie ukfadu statycznie niewyznaczalnego metild

30 zSo%l A{ZG\/—EG\/—E@\E+2E—%[€——3 }— a a2

EA 2

51 ZS:L%I = A]: B—Iﬁ_\/z+\/_2\/_2ﬂ1\/_2+ I01a+ %Gé[a:| EaA 6/—§+ 7,
stad
2J2-1
Xy = =-0,1181.
t 6\/§+

Rozwigzanie uzyskujemy korzystgj z zasady superpozycfi = $,+ S0 X:
S =-0,6236, S,=0, S;=0,623¢, S,=§=-0,5591.

Zatem poszukiwane przemieszczenie jest rowne
S
o= z( )A I ——E:EE-E[Q—O,SSQZ)@ =- 0,559%:.
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59. Zadanie
Dany jest ukfad ramowy przedstawiony na rysunkd 5@bliczy¢ zaznaczone na rysunku przemieszcze-

nie J powstate pod wptywem nierbwnomiernego ogrzanigdw uktadu. DaneAt =ty —t, =32 °cl,

a, =107 [deg*], h=0,4[m]= cons, EI =const.

7/7%]/7‘ Yy

2m

|
|
1 2m

Rys. 59.1. Dany uktad ramowy z ohiggtniem (temperatura)

viv]

a, At M
L ds+I— ds.
. El

Z zasady prac wirtualnych wynika wz6p = I M
L
a, At

ds+‘[ MEIM ds:_[ K/Iat—At d.
L

gdyz Mp =0 (zerowy wptyw temperatury w uktadzie podstawowyretouly sit).

Stosujc | twierdzenie redukcyjne mina zapisd o = I M
L L

>—2vOm-H

Obcigzenia wirtualne przyjmujemy w ukltadzie statyczniewyznaczalnym.
Metoda sit(ng =1).

)

Ao =

< )|~

i/
Rys. 59.2. Uktad podstawowy metody sit (UPMS) gbany jednostkowym obgreniem wirtualnym
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Wyznaczenie wykreséw momentoM, i M, .

o

1

WA

)
=

@

T07707.

Rys. 59.3. Wykresy momentéw w UPMS

=2, 4= 1EE ElELBgszm]}-—S,
El El [2 3l

stad

Xl = —% = —§ .
aq; 4

Zatem

[ihos=Fmg- ey

poszuklwane przemleszczenle JeSt réwne

aAt 10‘5[132 1 _
o=|M=t -—|=-210"% [m=-0,02[c
Jin i os= 1 $-2) (i = ~0,02 on]

[m]
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VII. Nosnos¢ graniczna

60. Zadanie
Dany jest ukiad ramowy przedstawiony na rys. 60Vlznaczy graniczm wartas¢ obchzenia sih P.

Narysowd wykres momentow zginggych w stanie granicznym. Dari ,; = const.

[l [ ]
Rys. 60.1. Dany uktad ramowy

Stosujemy metagpréb kinematycznych.

Uktad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalnaby uktad przeksztalcit siw mechanizm mugz
powst& dwa przeguby plastyczne. W rozpatrywanym schemacimenty zginajce mog przyjmowa
wartasci ekstremalne tylko w dwéch przekrojach (1) i (Rozliwy jest zatem jeden mechanizm znisz-
czenia.

N

7.

Rys. 60.2. Mechanizm zniszczenia

Stan przemieszcaenirtualnych uktadu w chwili zniszczenia.

Rys. 60.3. llustracja réwnania pracy
Obciyzenie graniczneRy wyznaczymy z zasady prac wirtualnydh), = L,, gdzie L,, — praca sit we-
wngtrznych (momentowM ,; w przekrojach na kach petow) na odpowiednichdtach obrotu w prze-
gubach plastycznychl,, — praca obeizen zewrgtrznych na odpowiednich przemieszczeniach.

L, =M, [B+M [B+M , [B=3M 8,

L, =P@,
2
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oM,

I
Wykres momentéw zginagych w granicznym stanie olgenia.

L,=L, = SDLAplW:PWE’Z— = Py =

Rys. 60.4. Wykres momentéw w stanie granicznym

61. Zadanie

Dana jest belka ggta przedstawiona na rys. 61.1. Obli€gyraniczr wartas¢ obcazenia P oraz naryso-
waé wykres momentow zginagych w stanie granicznym.

2P P.
@ ‘@ \@ ©
B P B W hom

/ /

>‘< — >‘< — >‘<

L
2 2 2

<

N |~

Rys. 61.1. Dana belkaagjta

Stosujemy metagprob kinematycznych.

Uktad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalnyrzeksztalcenie go w mechanizm gpsfe w wyni-
ku powstania dwéch przegubéw plastycznych. W rogpatnym schemacie momenty zgigzg mog
przyjmowa& wartasci ekstremalne tylko w trzech przekrojach (1), (8). Mazliwe s3 zatem trzy réne
mechanizmy zniszczenia.

Analiza I-go mechanizmu zniszczenia — przegubytpdasie w przekrojach (1) i (B).

2P
‘ Mo
oL g, A e
L ) O -
M, 2M,

Rys. 61.2. Mechanizm zniszczenia | — ilustracjamamia pracy
LW=2Mp| W+2Mp| W+Mp| = 5Mp| @,
L, = ZPWE—IZ—: PHO,

5M

L,=L, = PB= |

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS



v. 2010.02.26 Zadania z Mechaniki Budowli M.K. Jasina, M. Skowronek strona 103

Analiza lI-go mechanizmu zniszczenia — przegubgtylzzne w przekrojach (1) i (2).

(r.

Mpl Mp/

L] ‘ZP o ) o

2] ) (.
N e

| 0 0
O
M, 2M,
Rys. 61.3. Mechanizm zniszczenia Il — ilustracjaméania pracy

L, =2M [B+2M  [B+M  [B+M (B =6M , (B,

L, = 2P B0~ PO = P,
2 2 2
12M

L=l = Pi=—)

Analiza lll-go mechanizmu zniszczenia — przegukaspiczne w przekrojach (B) i (2).

o \P’

L =
BC

0=
2

[7/
Rys. 61.4. Mechanizm zniszczenia Il — ilustragj@mania pracy
Ly =My B?+Mp| [E+M ol (& =3M ol @,

L, =POBL,
2

L =L Pl

w = Py =

z
I

pl , odpowiada jej pierwszy (I) analizo-

Obcigzeniem granicznym jest minimalna wawoR,, = R =
wany mechanizm zniszczenia.
Nalezy sprawdzt, czy dany mechanizm zniszczenia jest statycznpusizczalny — veadnym przekroju

nie mae by przekroczona odpowiednia wagtomomentu granicznego powodoggo uplastycznienie w
przekroju.
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P :5M Pl
8 ]
\‘/ N ‘
ANV X3 A

T 0sMy,
I
.| ‘\‘ \‘\‘ ‘//// /J//

e

LM,

Rys. 61.5. Sprawdzenie statycznej dopuszczalmoechanizmu zniszczenia
M, =-0,M, +1,2M, = 0,7¥
Poniewa M, =0,7M, <M
Zatem zalaony mechanizm zniszczenia jest statycznie dopukncza

Wykres momentéw zginagych w granicznym stanie olgenia.

2M,
Rys. 61.6. Wykres momentéw w stanie granicznym
62. Zadanie

Dany jest uktad ramowy przedstawiony na rys. 6@Hliczy¢ graniczr wartags¢ obcizenia P oraz spo-
rzadzi¢ wykres momentow zginggych w stanie granicznym.

P P
R S B
} @ M, o
I My,
C 2

<~ g g —»l<—a—»
Rys. 62.1. Dany uktad ramowy

Uktad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalnyrzeksztalcenie go w mechanizm gpsfe w wyni-
ku powstania dwéch przegubéw plastycznych. W rogpatnym schemacie momenty zgigzg mog
przyjmowa wartcci ekstremalne w czterech przekrojach (A), (1), (3). Mazliwych jest wiic 6 me-
chanizmow zniszczenia.
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Analiza I-go mechanizmu zniszczenia — przegubytpdasie w przekrojach (A) i (1).

P 20a
/ Mpl
'_\,e
o My
TN

~-a ==—a >=<—a ~

Rys. 62.2. Mechanizm zniszczenia | — ilustracjamémia pracy

Ly =My B+M,B=2M, B,

L, :gwma: P@[A,

_2M

Ly=L, = P =

W

z a

Analiza lI-go mechanizmu zniszczenia — przegubgtylzzne w przekrojach (A) i (2).

\/Mﬂl
T

Rys. 62.3. Mechanizm zniszczenia Il — ilustracjaméania pracy

LW=Mp|W+2Mp||]9+2Mp|Eg=4Mp|W,
L, =gm[2a+ P+ P%W[laz—z P e,

Mp|
L,=L, = P, =1,6—.
a
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Analiza lll-go mechanizmu zniszczenia — przegulaspiczne w przekrojach (A) i (3).
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P P
P ’ 20a ’
2 } | 0 20
— C T 0a
) % ) L Oa
N\
/ M, 2M,
B
\/Mﬁ’
)
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Rys. 62.4. Mechanizm zniszczenia Ill — ilustrag@mania pracy

L=M [#+2M [#+2M (=™ [,

L, =gB9E2a+ P& [a+ P2[Ha= 4 PLH Lk,
Mp|

L,=L, = P, =175—.
a

Analiza IV-go mechanizmu zniszczenia — przegubgtylzzne w przekrojach (1) i (2).

||

[ L i

1
5 —0
- 2M, oM,

2|

Rys. 62.5. Mechanizm zniszczenia IV — ilustracjamania pracy

LW=Mp|m+2Mplm+2Mp|B§=4Mplm,
L, = P&+ P%@[a:i; PB 3,
Li=l, = Py=2667".

Analiza V-go mechanizmu zniszczenia — przegubytptase w przekrojach (1) i (3).

P P
M,
< p —— 7 Oa
] o };( 20 Wé}% 1 0a
~— M, 2M,

Rys. 62.6. Mechanizm zniszczenia V — ilustracjamamia pracy
LW=Mp| & +2M ol @+ 2M pl 0 = 7|\/Ip| @,
L, =P#a+ PlHR2a= 3P,

Mp|
LW=LZ = PV:2’333?'
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Analiza VI-go mechanizmu zniszczenia — przegubgtylzzne w przekrojach (2) i (3).
Do samodzielnego opracowania ....

M
Obcigzeniem granicznym dulzie wic Py = R, =1,6—pI odpowiada mu drugi (II) mechanizm znisz-
a

czenia.
Nalezy sprawdzt, czy dany mechanizm jest statycznie dopuszczakwgadnym przekroju nie nie by
przekroczona odpowiednia waséomomentu granicznego.
P P
P e
AN

3

o[

oM, 2M,

By
2 ~—mm
Rys. 62.7. Sprawdzenie statycznej dopuszcZaimoechanizmu zniszczenia

_Pgr —
M1—7[2a—|\/|p| —O,6Mp|,

a
Mg =M +Py, BZZ:LSMP,
Poniewa M; <M i M;<2M, zataony drugi (Il) mechanizm zniszczenia jest statyezdopusz-
czalny.

Wykres momentow zginggych w stanie granicznym.
0,6M,,

Eayl

T1L8M

pl

2M

M

pl

Rys. 62.8. Wykres momentéw w stanie granicznym
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VIIl. Statecznos¢

63. Zadanie
Dany jest uktad ramowy przedstawiony na rysunkd 63bliczy¢ wartasci obcizenia krytycznegoR,,

oraz odpowiadage dtugdci wyboczeniowe elementéseiskanych. Przyjc El=const.

P P
Nl 2 A
i
A B
h |
-] ]

Rys. 63.1. Dany uktad ramowy
Rozwigzanie metog przemieszcze(zakladamy symetrycarpost& wyboczenia).

Momenty przywziowe wywotane jednostkowymikami obrotug, i @, .

4 — 2 \g B
W C - ) = . i / - o \ =
AR N ) ,/,\
o (x’
0, 0,
EI E]
><T | XT
. . i .

Rys. 63.2. Momenty przwziowe

Z zatazenia symetrycznej postaci wyboczenia wynika warugiek —¢,, wystarczy zapisajedno row-
nanie réwnowagi, np. wg¢le (1)

2
My =$a'(/1)¢1, gdzie A :,/%

4El| 2EI 2E|
M, :|_¢1+|_¢2:|_¢1

Réwnanie réwnowagi w gtle (1)

El

Niezerowe rozwizanie (¢, # 0) dla a'(A)=-2

Przyblizone rozwizanie — z zastosowaniem tablicy funkajl(A)
A=35=a'(A)=-14682
A=3,6=a'(1)=-2,058
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1,4682
2.0
2,0587

.

5 3,

—~ X -

[e]

Rys. 63.3. Liniowa interpolacja
Interpolacja liniowa

2-1.4682_ 2,058% 1.468
X 0,1

, Xx=0,09 = A= 35¢

Obchzenie krytyczne B, = A? % =12, 98:5—2I .
Dlugos¢ wyboczeniowa (efektywna na wyboczenia) eleméniskanego — diugé preta prostego, ktore-
go sita krytyczna wg wzoru Eulera rowna jest silehwili wyboczenia danego elementu ramy.

Pkr:/]zE_zl2|W:n E:m /E_Izzﬂ
Iw H« PkrI A

Dla danych z zadania otrzymujemyl,, =I,, = 359

64. Zadanie
Dany jest uktad ramowy przedstawiony na rysunkd.8@bliczy¢ krytyczrg wartcé¢ obchzenia B, oraz

odpowiadajca dlugas¢ wyboczeniow elementusciskanego. Zalioy¢ symetryczy post& wyboczenia.
Przyja¢ EI = const

Rys. 64.1. Dany uktad ramowy

Przy zataeniu symetrycznej postaci wyboczenia otrzymujegny: —¢, oraz zerow wartaés¢ przesuwu
elementu (1-2).
W rozwigzaniu metod przemieszczewystarczy zapisajedno réwnanie réwnowagi, nE M;=0.

; “\\“Q&(B _ 7\\—%
0, a/”

/

7.

Rys. 64.2. Momenty wygiowe
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_3El , _SEl
1A_O,G¢l_ | ¢1

My, =$a(/‘)¢1+$ﬁ(ﬁ)¢2=% a(1)-A(N)]os 4 :\/g

Réwnanie réwnowagi

M

D My =My, +M;,=0 % a(A)-pB(A)+5]¢ = 0.

Niezerowe rozwizanie wysgpuje jedynie w przypadku, gdg (1) -B(1) =-5.

Wykorzystujemy tablice funkcjir (1) i B(A)

A | a(4) | B(4) | B(A)-a()
a7 20,6582 3,9839 26421
48 11,0289 4,2112 5,2401

Z interpolacji liniowej otrzymujemyx = 0,06, zatemA = 4,76.

4,6421
5,2401

5,0

4,7 48
- X - _ A
Rys. 64.3. Liniowa interpolacja
Krytyczna warté¢ obchzenia
_ .2 El _ El
R, =1 |—2—22,66I—2.

Dlugos¢ wyboczeniowa elementu (1-2)

w= ﬂ _l =0,66
A 4,76
65. Zadanie

Dana jest belka asgta przedstawiona na rys. 65.1. Wyznackyytyczrg wart¢ obchzeniaR, oraz

dtugdsci wyboczeniowe elementoéseiskanych. Przy El=const.
P./4 A 3P/4 B C

‘ / /
Rys. 65.1. Dana belka olzona osiowo

Rozwizanie metoal przemieszcze (ng =1) , niewiadon jest ¢ = @g .
Parametryd kazdego z elementow:
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2 2
(A-B)/]l: i:i 1:/],
V4El 2\ EI
PI?
B-C) A, =,]— =2A.
COPRENL

Momenty przywziowe.

Mo =@ (), Moc == a'(2)p

Rownanie rownowagi.
El; . .
SMg =Mgp+Mgc=0 I—[a A)-a’ ()¢ =0.

Niezerowe rozwgzanie jest mdiwe jedynie w przypadku, gdw (1) +a’(24) = 0.

A | a'(A) | a'(21) | a'(A)+a'(21)
1,8 2,2818 -2,0587 0,2231
1,9 2,1891 -3,6908 -1,5017

Z interpolacji liniowej otrzymujemyl =1, 81.

0.2231

1,5017

1,8 1

©

X
2
Rys. 65.2. Liniowa interpolacja

Obcigzenie krytyczne
R, =412 5L =13 1045
ke = e T

Dhugosci wyboczeniowe elementéw:

a7
AB) I, ="2="_=1736,
(A-B) luy A 1,81

a
B-C)l,=—=""_=0,868
(B-C) Lz 21 3,62
66. Zadanie

Dany jest uktad ramowy przedstawiony na rysunkud 66bliczy¢ krytyczra wartaé¢ obchzeniaR,, oraz
odpowiadajcg dhugas¢ wyboczeniowy elementuciskanego.
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P

] %/.A
[
A

T000/7707%

0,61

v

Rys. 66.1. Dany uktad ramowy
Rozwizanie metoal przemieszczg ny =n; + 1, =1+1=2.

Rys. 66.2. Sity wyjciowe (momenty i tace)

2
Momenty przywztowe (gdy A = % )
El El 3El 5EI
Mia =|—ﬂ(/1)¢-|—V()I)A, Mig :ﬁ¢:|_¢'

Réwnania réwnowagi:

SM; =M, +Mjp=0 = %[G(A)+5]¢—%V(/1)A: 0,

El El
2Tia=0 = —I—ZV(A)¢+I—35(/1)A =0,
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%[a(/l)+5] v(/l) E{¢} {O}
—%vu) ELswy
K(/l)

Aby istniato niezerowe rozwranie musi zachodziwarunekdetK ()= 0.

(EN? 20 = _ 200 =
|—4{[a(/l)+5]5(/1)—v (/1)}_0, t(1) =[a(1)+5]5(A)-v2(A)=0

A ‘ (1)
[o)]
S
rey
2,6 2,5889 o
2,7 -2,2551
o
&
~|ON
26 27
-~ x ] )
ya
Rys. 66.3. Liniowa interpolacja
Z interpolacji liniowej otrzymujemyl = 2,65.
2 EI El
Obcizenie krytyczneR,, =A°—-=7, 023I—
. . , 7
Dtugos¢ wyboczeniowa elementiciskanegol, = T =1,1861.

Jesli zauwaysz bedy, masz uwagi, uwasz,ze w rozwgzaniach warto cododa’ czy uzupehdi podziel st swoimi spostrzeniami
piszc na adres e-mail: jasina@pg.gda.pl. z gory dkujemy MKJ & MS



v. 2010.02.26 Zadania z Mechaniki Budowli M.K. Jasina, M. Skowronek strona 114

NOTATKI
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