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Wprowadzenie

Co to jest aeroelastycznos¢é? [https://en.wikipedia.org/wiki/Aeroelasticity]

Aeroelastycznos¢ to dziedzina fizyki 1 inzynierii badajaca interakcje miedzy sitami
bezwladnosci, sprezystosci i aerodynamicznymi zachodzacymi, gdy cialo sprezyste jest
wystawione na przeptyw ptynu. Badanie aeroelastycznosci mozna ogoélnie podzielic na
dwie dziedziny: aeroelastycznosc statyczna zajmujgca sie statyczng lub ustalong reakcja

elastycznego ciata na przeptyw plynu; oraz dynamiczna aeroelastycznos¢ zwigzana z
dynamiczng (zazwyczaj wibracyjng) reakcja ciata.

Problemom aeroelastycznoSci mozna zapobiec poprzez dostosowanie masy, Sztywnosci

lub aerodynamiki konstrukcji, ktére mozna okresli¢ i zweryfikowaC za pomocag obliczen i
testow drgan.



Teoria profilu aerodynamicznego

Wprowadzenie. Lopata turbiny

topata turbiny to promieniowy ptat,
potgczony z piasta, znajdujacy sie w tak
zwanym dysku turbiny. Na topacie turbiny
wytwarzana jest aerodynamiczna sia
styczna (obwodowa), ktora obraca wirnik
turbiny. Wirnik turbiny wiatrowej posiada
zwykle kilka topat.

Geometrie topaty turbiny opisuje sie za
pomocg odpowiednio rozmieszczonych
profili aerodynamicznych.

Rys. 1. Szkic opisu geometrycznego topaty
turbiny wiatrowej [Sheibani,Akbari (2015)]
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Geometria ptata. Podstawowe pojecia [hitps://en.wikipedia.org/wiki/Airfoil]
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Teoria profilu aerodynamicznego

Geometria ptata.
przyktadzie

profilu

Opis geometrii profilu na
NACA 4-cyfrowego

[Gudmundsson (2014)]
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NACA (ang. National Advisory Committee for Aeronautics) —

amerykanski  komitet

powotany 3 marca 1915

doradczy do spraw aeronautyki
roku w celu prowadzenia,

wspierania i promowania prac badawczych z dziedziny
aeronautyki. Z dniem 1 pazdziernika 1958 roku komitet ten
zostat rozwigzany, a jego struktury staty sie czescig nowo

utworzonej NASA.

[https://pl.wikipedia.org/wiki/National _Advisory Committee for Aeronautics]

NACA 4-DIGIT AIRFOILS 7

Number of points = 30 0.15

Angular spacing Ap= 3.1034 0.10

Thickness t= 015 005 {

Camber =  0.04 000 ez

Location of max C Xcamber = RO 0.05 °J°\°"
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
D (3 X pAL) Y | v'(x) 6 Xy Yu X, Vi
1k 0.00 0.0000 0.0000 0.0000 0.2000 11.31 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
2 3.10 0.0015 0.0084 0.0003 0.1993 11.27 -0.0002 0.0085 0.0031 -0.0079
3 6.21 0.0059 0.0165 0.0012 0.1971 11.15 0.0027 0.0173 0.0090 -0.0150
4 9.31 0.0132 0.0243 0.0026 0.1934 10.95 0.0086 0.0264 0.0178 -0.0212
S 12.41 0.0234 0.0317 0.0045 0.1883 10.66 0.0175 0.0357 0.0292 -0.0266
6 15.52 0.0365 0.0387 0.0070 0.1818 10.30 0.0295 0.0451 0.0434 -0.0311
7 18.62 0.0523 0.0453 0.0098 0.1738 9.86 0.0446 0.0544 0.0601 -0.0349
8 21.72 0.0710 0.0514 0.0129 0.1645 9.34 0.0627 0.0636 0.0794 -0.0378
9 24.83 0.0924 0.0569 0.0163 0.1538 8.74 0.0838 0.0726 0.1011 -0.0399
10 27.93 0.1165 0.0617 0.0199 0.1418 8.07 0.1078 0.0810 0.1252 | -0.0412
11 31.03 0.1431 0.0659 0.0235 0.1284 7.32 0.1347 0.0889 0.1515 -0.0419
12 34.14 0.1723 0.0693 0.0270 0.1138 6.49 0.1645 0.0959 0.1802 -0.0419
13 37.24 0.2039 0.0720 0.0304 0.0980 5.60 0.1969 0.1020 0.2109 -0.0413
14 40.34 0.2378 0.0738 0.0334 0.0811 4.64 0.2319 0.1070 0.2438 -0.0402
15 43.45 0.2740 0.0748 0.0360 0.0630 3.60 0.2693 0.1107 0.2787 -0.0386
16 46.55 0.3123 0.0750 0.0381 0.0438 2.51 0.3090 0.1130 0.3156 -0.0368
17 49.66 0.3526 0.0743 0.0394 0.0237 1.36 0.3509 0.1137 0.3544 -0.0348
18 52.76 0.3948 0.0728 0.0400 0.0026 0.15 0.3946 0.1128 0.3950 -0.0328
19 55.86 0.4388 0.0705 0.0398 -0.0086 -0.49 0.4394 0.1103 0.4382 -0.0306
20 58.97 0.4844 0.0674 0.0392 -0.0188 -1.08 0.4857 0.1066 0.4832 -0.0281
21 62.07 0.5316 0.0636 0.0381 -0.0292 -1.67 0.5334 0.1016 0.5297 | -0.0254
22 65.17 0.5801 0.0590 0.0364 -0.0400 -2.29 0.5825 0.0954 0.5777 -0.0226
23 68.28 0.6299 0.0539 0.0341 -0.0511 -2.92 0.6326 0.0879 0.6271 -0.0197
24 71.38 0.6807 0.0481 0.0312 -0.0624 -3.57 0.6837 0.0793 0.6777 | -0.0168
25 74.48 0.7325 0.0418 0.0277 | -0.0739 -4.23 0.7355 0.0694 0.7294 -0.0139
26 77.59 0.7850 0.0348 0.0235 -0.0856 -4.89 0.7880 0.0582 0.7821 -0.0112
27 80.69 0.8382 0.0274 0.0187 | -0.0974 -5.56 0.8409 0.0459 0.8356 -0.0086
28 83.79 0.8919 0.0194 0.0131 -0.1093 -6.24 0.8940 0.0324 0.8898 -0.0061
29 86.90 0.9459 0.0108 0.0069 -0.1213 -6.92 0.9472 0.0176 0.9446 -0.0038
30 90.00 1.0000 0.0016 0.0000 -0.1333 -7.59 1.0002 0.0016 0.9998 -0.0016




Teoria profilu aerodynamicznego

Geometria ptata. Opis geometrii profilu na przyktadzie profilu NACA 4-cyfrowego.
Objasnienie kodu 4-cyfrowego [Gudmundsson (2014)]
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Teoria profilu aerodynamicznego

Sity (i moment)
[Gudmundsson (2014)]

dziatajace ptat

Catkowita sita (sita wypadkowa) generowana
przez ptat (skrzydto) zalezy od nastepujgcych
czynnikdbw: geometrii ptata, gestosci ptynu
(powietrza), predkosci wzglednej oraz kata
natarcia, czyli kata jaki tworzy linia cieciwy z
wektorem predkosci naptywajgcego ptynu.
Chociaz ptat (skrzydio) jest trojwymiarowy,
jest zwykle przedstawiany jako zbior optywow
2D wokot profili (przekrojow x-z ptata).

Sita wypadkowa (reakcja aerodynamiczna)
dziatajgca na okresSlony profil plata plata
mozna opisac wzorem:

1

r==pV*S-C,

Gdzie:

r — sita wypadkowa [N] (lub [N/m], patrz nize))
P — gestosc powietrza [kg/m?],

V — predkosc powietrza [m/s],

S — powierzchnia odniesienia (powierzchnia
obrysu ptata) [m?], lub — w przypadku analizy
2D — dtugosc cieciwy ¢ w [m]. W tym
przypadku sita r bedzie miata wymiar
obcigzenia ciggtego [N/m]

C: — (bezwymiarowy) wspotczynnik sity
reakcji aerodynamicznej.




Teoria profilu aerodynamicznego

Sity (i moment) dziatajace ptat [Gudmundsson (2014)]

Wypadkowa site dziatajgcg na ptat mozemy podzieli¢ na dwie skladowe w zaleznosci od
obranego uktadu wspotrzednych.

Jezeli wprowadzimy uktad wspoétrzednych Oxz, w ktorym o$ X bedzie sie pokrywata z
kierunkiem naptywu - wektorem predkosci ptynu (przy zatozeniu, ze ptat w tym uktadzie jest
nieruchomy), to skladowg sity dziatajagca rownolegle do osi Ox nazwiemy sitg oporu,
natomiast sktadowg dziatajgca poprzecznie do kierunku naptywu (wzdtuz osi Oz) nazwiemy
sitg nosng.

Jezeli natomiast wprowadzimy lokalny uktad wspoétrzednych Oxz zwigzany z ptatem, ktorego
0$ Ox bedzie réwnolegta do cieciwy ptata i skierowana do krawedzi sptywu, a oS Oz bedzie
skierowana w kierunku strony ssacej (“gornej”) ptata/profilu, to sktadowag sity dziatajgcg wzdtuz
cieciwy nazwiemy sitg styczng, natomiast sktadowg dziatajgcg w kierunku prostopadtym do
cieciwy (wzdtuz lokalnej osi Oz) sitg normalng



Teoria profilu aerodynamicznego

Sity (i moment) dziatajgce ptat [Gudmundsson (2014)]
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Rys. 1 a) Rozktad reakcji aerodynamicznej r Rys. 1 b) Rozktad reakcji aerodynamicznej na
na profilu na sktadowe w uktadzie zwigzanym  profilu na sktadowe w uktadzie lokalnym

z wektorem predkosci naptywu: zwigzanym z cieciwg profilu [chord]:

Sita nosna l i sita oporu d sifa normalna 1 i sita styczna [chordwise] f.



Teoria profilu aerodynamicznego

Sity (i moment)
[Gudmundsson (2014)]

dziatajace ptat

Wartos¢ sity nosnej [, sitly oporu d oraz
momentu dzialajgcego na ptat m wzgledem
okreSlonej o0si, mozemy obliczy¢ z
nastepujacych wzorow:

l:%pv?s-(;,:%pvz-s-crcosa

d:%pVZ-S-CdZ%pvz-S-Crsma
|
m=2pV*S-c-C,

gdzie:
C, i C, — odpowiednio wspoétczynnik sity
nosnej oraz sity oporu profilu [-],

C - wspotczynnik momentu profilu [-].

Znajac wyrazenia na site nosng i site oporu
mozna wyprowadzi¢ odpowiednie wzory na
site normalng f oraz styczng f do cieciwy
profilu (lub ptaszczyzny ptata):

f :lpV2°S- C,cos a+C ;sin o
n 2 [ d

1
fc_zp

V2-S-(Cdcos o+C,sin oc)

Notka: Male litery /, d, m oznaczajg tutaj odpowiednie sity
dla profilu 2D, ktére oznaczajg oddziatywanie na ptat o
jednostkowej rozpietosci (najczesciej sita/moment ma
wtedy wymiar obcigzenia ciggtego i wyrazona jest w
[N/m] — sita i w [Nm/m] — moment, gdyz zamiast pola
powierzchni S [m?] podstawiamy wtedy dtugos¢ cieciwy ¢
[m].
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Sity (i moment) dziatajace ptat
[Gudmundsson (2014)]

Warto$¢ sity nos$nej L, sily oporu D oraz gdzie:

momentu M dziatajgcego na ptat wzgledem C, i C, — odpowiednio wspotczynnik sity
okreslonej oS, dla przypadku no$nej oraz sity oporu ptata [-],
trojwymiarowego (ptat 3D o0 okreSloneg; C,, - wspdtczynnik momentu ptata [-],

rozpietosci): Cyec — Srednia diugos¢ cieciwy ptata [m].

LzlpV?SCL
2
|
D=—pV*-S-Cp
1 Notka: W przypadku ptata 3D (o0 okreslonegj

rozpietosci) sity L i D wyrazamy ,normalnie” w [N],
natomiast moment w [Nm]

MZEPVZ'S'CMGC'CM
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Wiasciwosci ,typowego” profilu aerodynamicznego (lub hydrodynamicznego)

Wspotczynnik sity nosnej C,
Charakterystyka wspotczynnika sity nosnej w
funkcji kata natarcia o jest wihasciwie
najwazniejszg cechg opisujaca ptat (z punktu
widzenia zastosowania danego profilu).

Z charakterystyka wspotczynnika sity nosnej
C=C(a) powigzane sg pewne Kkluczowe
parametry, ktore tg charakterystyke opisuja.

Maksymalny i minimalny wspéiczynnik
sity nosnej C, iC,
Najwieksza oraz najmniejsza wartosC sily
nosnej maja istotne znaczenie, gdyz dzieki
tym wartoscig mozemy okresli¢ jak duzy musi
by¢ plat, aby wytworzy¢  okreslong
(pozadana ) site nosna.

Punkt w ktorym osiggana jest ekstremalna
(np. maksymalna) wartosS¢ wspotczynnika
sity nosnej nazywamy punktem Kkrytycznym
charakterystyki C=C/(a), a kat natarcia przy
ktorym osiagnieta zostaje wartosc
maksymalna/minimalna C, nazywamy katem
krytycznym charakterystyki wspotczynnika
sity nosnej (patrz rysunek 2).

Nachylenie krzywej wsp. sity nosnej C,_
Parametr nachylenia krzywej sity nosnej C,

okresla jak szybko sia nosna zmienia sie
wraz z ze zmiang kata natarcia a:

e
la_Aa
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Wiasciwosci ,typowego” profilu aerodynamicznego (lub hydrodynamicznego)

Maksymalna wartos¢ nachylenia wynika z
liniowej teorii profilu cienkiego i wynosi:
C, =2n=6,283

Charakterystyka wsp. sity nosnej jest z reguty
liniowa dla matych katéw natarcia. W tym
zakresie (matych katow natarcia) mozna
zatozyC ze nachylenie C, jest state.

Kat (natarcia) zerowej sity nosnej a
Kat natarcia przy ktorym sita nosna na ptacie
WYynosi zero.

C, dla zerowego kata natarcia - C,,

Przy zalozeniu, ze w obrebie malych a
nachylenie C, jest state, wspotczynnik C,

moze by¢ wyznaczony ze Wzoru:
Co==C,,ay

Zakres liniowy (charakterystyki C)
Zakres kata a w ktoérym charakterystyke
wsp. sity nosnej C=C(a) mozna
aproksymowac funkcjg liniowa;

C,=C,+C, o

Do waznych parametrow mozna zaliczyC
rowniez minimalny wspétczynnik sity

oporu C,. ~ oraz wspotczynnik sity

nosnej dla minimalnego oporu C,
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Wiasciwosci ..tvpoweqo” profilu aerodvnamicznego (lub hydrodynamiczneqo)

Drag Polar for NACA 4415 (Experiment)
Lf Coefficient for NACA 4415 (Experimen) o A e
20 , rirsty v
i T .
15 /i \ :
""""""""""""""""""" \\.’\*\Q. 0020 1 '
:. : <& & Experimentper NACA R-§24 :
10 4 _“ MaximumC, m l — e Cling f
e ; J ! ----- Cdmin o'
¢ # A g - = = Clmax :
‘;;3’ .." - : i | Quadratic | o045 - « Clenin -
3 [Slallangle: ae | &8 | I . Lift curve i | curvefit '
f Q‘b S Aa SlopeC,, "‘ :
) # T : '
s // .w | Bl °
3 —— - ‘oo - —— . R 0010 :
-0 s/ 10 . s 10 15 20 2% i '
: Zero lift AOA - o :
. : -_.‘ PP, Stallangle: - 8 | b :
NG # |
® 7 0005 I '
...... N I Y O O O O Care ]
N 10 1 | 1
N, @ Experimentper NACA R-824 '
T = ) :
MinimumC, | | | _.... Chenax i . - - L
L <100 075 0S50 025 000 025 050 075 100 125 150 175
Angle of Attack, degrees Lift Coefficient, C;

'Rys. 2 Typowy wykres wsp. sity nosnej C, w'f'unkcji kata natarcia « (po lewej) oraz wykres
biegunowy wspoétczynnika sity oporu C, w funkcji wsp. sity nosnej C, [Gudmundsson (2014)]
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Wiasciwosci ,typowego” profilu aerodynamicznego (lub hydrodynamicznego)

“ . Zero-Lift Line

Chordline

Rys. 3 Typowy wykres wsp. sity nosnej C, w funkcji kata natarcia a (po lewej) oraz wykres
biegunowy wspoétczynnika sity oporu C, w funkcji wsp. sity nosnej C, [Gudmundsson (2014)]
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Bezwymiarowy wspoétczynnik cisSnienia C,

Wspotczynnik cisnienia stuzy do
prezentowania rozktadu cisnienia na ptacie w
formie bezwymiarowej (podobnie  jak
wspotczynniki sity nosSnej oraz oporu), dzieki
czemu mozemy porownywac  rozkiady
ciSnienia na rdéznych ptatach i/lub réznych
katach natarcia. Wspoiczynnik  cisnienia
definiowany jest nastepujgco:

c —P=P. _Ap
p 1 ) q

N OOVOO

5P

gdzie:

p — cisnienie (w danym punkcie) [N/m?],

p.. — ciSnienie daleko przed ptatem [N/m?],
V.. — predkos¢ naptywu [m/s],

P« — ciSnienie (daleko) przed ptatem [N/m?],

q — ci$nienie dynamiczne [N/m?],

W przeptywie niescisliwym wspotczynniki

ciSnienia moze byc zdefiniowany
nastepujaco:
V 2
1|2
V.

W przeptywie niescisliwym maksymalna
wartos¢ C, wynosi 1 (w punkcie
spietrzenia).
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Bezwymiarowy wspoétczynnik cisSnienia C,
Chordwise Pressure Distribution
NACA 4415, AOA=6° Cl =1.168, Cm =-0.101, Re =6 000 000, M =0.15

Start of expansion (or recovery)

Maximum flow speed
Minimum pressure peak = = = Cp Lower Surface

First appearance of sonic conditions

\Favorable pressure gradient

Rapid flow acceleration

Cp Upper Surface

Upper surface pressure distribution
(adverse pressure gradient)

i

e

o
|

Leading edge

2 / | | 1 | | | | | |

"'-‘---- ----- ---\ - —-ﬁ
’ Lower surface Trailing edge

Pressure Coefficient, Cp

O
o

)
I
. , S . .
S M tagnation point pressure distribution pressure recovery
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Chordwise Station, x/C

Rys. Rozktad wspoétczynnika cisnienia C, wzdtuz cieciwy ptata
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Przyktadowe rozktady wspoétczynnika cisnienia C, dla “typowych” profili

Chordwise Pressure Distribution
NACA 4415, AOA = 2°, Cl =0.726, Cm =-0.107, Re =6 000 000, M =0.15

—

=12 +

-
-
e amam-----

- -
---------------
-
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Pressure Coefficient, Cp

e Cp Upper Surface

=== CpLower Surface

~— = Cp upper- Cp lower

Chordwise Station, x/C

Rys. Rozktad C, dla konwencjonalnego ptata, dla
kata natarcia a=2°.
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Rys. Rozktad C, dla konwencjonalnego ptata, dla
kata natarcia a=2°.
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Srodek aerodynamiczny (centrum aerodynamiczne) [Gudmundsson (2014)]

Srodek aerodynamiczny — punkt na profilu

C
aerodynamicznym, dla ktérego moment x,.=0.25— ma, c/4
aerodynamiczny pozostaje staly wzgledem Cia
zmiany sity nosnej (czy zmiany kata natarcia). gdzie:

Cuaca — NAchylenie wsp. momentu
Dla Srodka aerodynamicznego prawdziwa jest okreslonego wzgledem punktu x=c/4,

zaleznosc: Ci.. — nachylenie wsp. sity nosnej.
dC ! L X
m _0 C
erodynamic
dCl S g Ce:Zter
Jesli znamy nachylenie krzywej wsp. sity @_& \
V4 - . - //-
nosnej C, oraz nachylenie krzywej} wsp. =
momentu Cna,cts potozenie Srodka /4~
aerodynamicznego x,. mozna wyznaczyC ze o
WZOru:

Rys. Potozenie srodka aerodynamicznego



Teoria profilu aerodynamicznego

Srodek aerodynamiczny (centrum aerodynamiczne) [Gudmundsson (2014)]

Moment na ptacie aerodynamicznym moze byc¢
okreslany wzgledem Srodka
aerodynamicznego. W przypadku, gdy zajdzie
potrzeba okreslenia tego momentu w Y
cieciwy stosujemy:

C'm,c/4:(:'m,ac+C,l(O’25 _Xac

lub
Cm,c/4:Cm,ac+C'I aa( 025 _Xac




Teoria profilu aerodynamicznego

Mechanizm powstawania sity hosnej [Gudmundsson (2014)]

Zasadniczo, mechanizm powstawania sity nosnej na profilu aerodynamicznym mozna
wytlumaczycC na trzy rozne sposoby:

» Stosujgc zasade zachowania pedu,
» wykorzystujac rownanie Bernoullego,

» stosujac twierdzenie o cyrkulacji Kutty-Zukowskiego.



Teoria profilu aerodynamicznego

Mechanizm powstawania sity nosnej [Gudmundsson (2014)]
Wyjasnienie sity noSnhej w oparciu o zasade zachowania pedu

Zasada zachowania pedu wyjasnia site nosng jako L
konsekwencje ruchu skrzydia przez mase powietrza |
nadanie mu ruchu w dot (patrz Rysunek). Poniewaz masa
powietrza jest poczatkowo w spoczynku, ruch w doét
oznacza, ze pionowa predkosC powietrza zmienia sie od
zera do pewnej skonczonej wartosci w okreSlonym czasie.
To z kolei oznacza, ze sita bedzie generowana w
przeciwnym kierunku, zgodnie z trzecia zasada dynamiki
Newtona.

WielkoS¢ tej sily mozna oszacowaC za pomocag drugigj
zasady dynamiki Newtona. Druga zasada dynamiki mowi, ze " RE—

szybkosS¢ zmiany pedu mas powietrza jest skutkiem sity z — i L
jaka ptat dziata na optywajace masy. Trzecie zasada mowi,- @4

ze — jako reakcja — na ptacie generowana jest sita, rowna co e W ST
do wartosci, lecz dziatajgca w kierunku przeciwnym do ruchu (Lft)is generated in the opposite direction. —
mas powietrza. To wkasnie te site nazywamy sifg nosna. Rys. Zmiana pedu powietrza na skutek przelatujacego

samolotu. Opis zjawiska [Gudmundsson (2014)].
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Mechanizm powstawania sity noSnej [Gudmundsson (2014)]

Wyjasnienie sity hosnej w oparciu o zasade zachowania pedu

Ruch powietrza w dét nazywany jest downwash,
tutaj oznaczony literg w | reprezentuje pionowa
sktadowa predkosci powietrza za skrzyd’fem

Jesli znamy predkosc przeptyw w dét w i strumien
masy pOW|etrza m, ktory jest odchylany, wielko$é sﬂy
nosnej, jak juz wspomniano, mozna oszacowac
korzystajac z drugiej zasady dynamiki Newtona:

L=mw

Predko$S¢ pionowa w moze by¢ oszacowana przy
zatozeniu, ze znamy pole przekroju strumienia masy
A ... Zaktadajac, ze A , =mb’/4 mozemy strumien

masy zapisac jako:

. b’ 2
M=pAupV=p=, VﬁmdL:p”b

Site nosng obliczamy réwniez ze wzoru:

L:%pV?SCL,

Vw

co pozwala nam uzyskac wyrazenie na pionowg
sktadowag predkosci:

w=2 L

b’

Rys. Zmiana pedu powietrza (downwash) na skutek
przelatujgcego samolotu. Zdjecie zjawiska
[https://www.aviatest.eu/2020/04/08/the-word-of-the-
week-downwash/]
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Mechanizm powstawania sity hosnej [Gudmundsson (2014)]

Wyjasnienie sity hosnej w oparciu o réwnanie Bernoullego

Sita nosna jest konsekwencjg istnienia roznicy
ciSnien pomiedzy goérng i dolng powierzchnig ptata, a
Scislej, jest skladowag sity wypadkowe] bedaca
wynikiem catkowania cisnienia na catej powierzchni
ciata (ptata).

L:(— [ pnds

SUp + SLow

e, |,

gdzie:

p — cisnienie [Pa],

Sup, Stow — powierzchnia ptata po stronie “gérnej”
(ssacej) i “dolnej” (cisngcej),

n — wersor normalny skierowany “od Scianki do
ptynu”,

e; — wersor osi pionowej (prostopadtej do kierunku Rys. Rozkfad cisnienia, sita nosna L
naptywu).




Teoria profilu aerodynamicznego

Mechanizm powstawania sity hosnej [Gudmundsson (2014)]

Wyjasnienie sity hosnej w oparciu o réwnanie Bernoullego

Réwnanie Bernoullego (1700-1782), zaktada, ze
istnieje zwigzek miedzy ciSnieniem i predkoscig
ptynu w punkcie i wzdtuz linii pradu, ktéra przechodzi
przez ten punkt. Co wyrazone zostato (dla ptynu
niescisliwego) w nastepujacy sposob:

p _

/O+ 5 +gz=const. ,
Rownania tego uzywamy zwykle razem z
rownaniem ciggtosci przeptywu (czyli rownaniem
zachowania masy ptynu), ktére mozna dla dowolnej
objetosci kontrolnej V. ograniczonej powierzchnig
kontrolng S; wyrazi¢ nastepujgco:

%, :

—m,, +m. =0

at Vc SC

Pierwszy czton po lewej stronie réwnania oznacza
zmiane masy pitynu (przyrost lub ubywanie) w

objetosci kontrolnej V_ (w czasie) [kg/s],

drugi czton oznacza strumien masy (ilos¢é
przeptywajacej masy) przez  powierzchnie
kontrolng S_ [kg/s].

Jezeli dodatkowo zatozymy, ze plyn jest

niescisliwy ( p=const. ) to masa ptynu w objetosci
kontrolnej V_bedzie niezmienna w czasie, gdyz:

m, =pV_ ,stad %mv =0 ,
wtedy r.z.m. przyjmie prostszg postac:
m, =0

Lewa strona powyzszego réwnania reprezentuje
taczny strumien masy przez powierzchnie S

Réwnanie mozna czyta¢ nastepujaco:

masa ptynu, ktora w jednostce czasu wplywa do
objetosci kontrolnej V_ rowna sie masie piynu,
ktora w jednostce czasu z tej objetosci wyptywa.
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Mechanizm powstawania sity hosnej [Gudmundsson (2014)]

Wyjasnienie sity hosnej w oparciu o réwnanie Bernoullego

W szczegolnym przypadku mozemy na powierzchni  Strumiert masy przez powierzchnie S obliczany ze
kontrolnej S, wydzieli¢ obszar wlotu (inlet) S ., wzoru:

obszar wyptywu ptynu (outlet) S__ , powierzchnie na

c,ou I b

ktorej lezg linie pradu (powierzchnig pradu) S_  oraz m f’Ov nds m f,ov ds
powierzchnie na Sciance obiektu oplywanego S . gdzie: v —v-n - skiadowa normalna predkosci

Wtedy rownanie ciggtosci przeptywu bedzie miato do pow. S
postac: Jesli v, ... bedzie usredniong sktadowa normalng
mg +my +rmg +mg =0 . predkosci na powierzchni S, to powyzsza catke

c,in c,out c,ss c,wall

mozna zapisacC w postaci iloczynu:

m,=pv S (™

n,mean

Uwzgledniajgc fakt, ze przez powierzchnie pradu
S, Przeptyw sie nie odbywa (wektory predkosci sa
do niej styczne), podobnie strumien masy przez
scianke S__, wynosi zero, stad otrzymamy:

mg +my =0

c,in c ,out



Teoria profilu aerodynamicznego

Mechanizm powstawania sity hosnej [Gudmundsson (2014)]

Wyjasnienie sity hosnej w oparciu o réwnanie Bernoullego

Wracajac do opltywu ptata i mechanizmu zatozymy, ze moduty predkosci sa w przyblizeniu

powstawania sity nosnej, rozwazmy dwie stale w

obrebie rozwazanych powierzchni,

powierzchnie S, i S, bedace odpowiednio wlotem do strumienie masy beda wynosic:

I wylotem z objetosci kontrolnej V_. Dodatkowo ,od
gory” V_ jest ograniczona powierzchnig S, bedaca
powierzchnig pradu i ,od dotu” powierzchnig S,

bedaca $cianka (p0W|erzchn|q ptata). Stad,
uwzgledniajgc powyzsze rozwazania, otrzymamy:

: o .
msl+ mS2 - O . ( )
Strumienie masy wyznaczymy ze Wzorow:

—f,ov1 ‘n, dS oraz g f,ov2 n,ds

Zak’fadajqc ze powierzchnie S, i S, obrane zostaty w
taki sposob, ze wektory predkosu odpowiednio, v, |
v, sg do nich prostopadte. Dodatkowo, jesli

=—pv,S, oraz mg=pv,S, ()



Teoria profilu aerodynamicznego

Mechanizm powstawania sity nosnej [Gudmundsson (2014)]
Wyjasnienie sity hosnej w oparciu o réwnanie Bernoullego

Z réwnan (*) i (**) dostaniemy zwigzek pomiedzy
wartosciami predkosci na powierzchniach S, i S,

—pv,S,+pv,S5,=0 , astad:

51
v2:v1— . (***)
Sz
Jesli wyréznimy linie pradu biegnaca z punktu P,
na powierzchni S, do punktu P, na S,, to rownanie
B. dla tej tych punktéw bedzie:
2 2
Vv Vv
p1+ 1_ p2+ 2
P2 P 2

(****)

Jesli na skutek uksztaltowania powierzchni ssacej

ptata linie pradu ulegna “zageszczeniu”, to:
SZ<Sl =2 V2V, =2 PSP,

Whiosek:

Spadek ciSnienia na  powierzchni  ssgcej
“wypuktej”, powoduje powstawanie sity nosney.
Efekt ten moze by¢ zwiekszony przy zwiekszeniu

kata natarcia. Zmiany cisnienia na powierzchni
cisngcej sa znacznie mniejsze.
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Mechanizm powstawania sity hosnej [Gudmundsson (2014)]

Twierdzenie Kutty-Zukowskiego o cyrkulacji

Twierdzenie Kutty-Zukowskiego nalezy bardziej
traktowaC Jjako matematyczny opis zjawiska
zwigzanego z optywem pfata, niz jako wyjasnienie
powstawania sity nosne;.

Jednakze podany opis zjawiska okazuje sie
kluczowy przy obliczaniu sity noSnej np. metoda linii
nosnej czy metodami wirowymi.

Twierdzenie K-Z brzmi nastepujgco: Sita nosna
generowana przez ptat nosny o moze bycC obliczona
jako iloczyn gestosci p, predkosci postepowej ptata
V, cyrkulacji ptynu wokot ptata I i rozpietosci ptata
b. Co mozna zapisac¢ nastepujaco:

L=pVTIDb

Przy czym cyrkulacja definiowana jest ponizsza
catka:

r=[v-ds
C

Gdzie V to wektor predkosci, a ds wektor

elementu tuku krzywej zamknietej C, patrz
rysunek nizej.
ACTUAL
Vl
Ve, - Vv,
S
S~ao
Ve ‘\T» —_—
5 V
AV;=V;-V,
AV,
Vi —_— \AXZ
%\Avs
.
AVg Z\?_:, <A-\-/;
CIRCULATION
AV,
Vv, e —— AV,
rl \‘-~
ds K@\é\\/dosed curve, C
N RN



Teoria profilu aerodynamicznego

Mechanizm powstawania sity nosnej [Gudmundsson (2014)]
Wptyw liczby Reynoldsa

Liczba Reynoldsa

wyraza

stosunek

sit

bezwtadnosci do sit lepkosci w przeptywie. Liczba
ta ma duze znaczenie przy analizie warstwy

przysciennej oraz zjawiska oderwania przeptywu.

Liczba Reynoldsa R. dla profilu ptata mozna

wyrazi¢ wzorem:

R.=—

Liczba R. lokalna (w danym punkcie przeptywu)

zwykle jest liczona jako:

Vx
R, (x)==7

Gdzie x jest odlegtoScig rozpatrywanego punktu na
powierzchni ptata od krawedzi natarcia (w kierunku

krawedzi sptywu):

Lift Coefficient, C;

Re; << Re, << Re,

Lift Coefficient versus Angle-of-attack
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Rys. Wpltyw wielkosci liczby Reynoldsa na charakterystyki Cl(a),
C,(C) [Gudmundsson (2014)]



Teoria ptata

Ptat o skonczonej rozpietosci [Gudmundsson (2014)]
Podstawowe definicje parametréw ptata na przyktadzie skrzydta o obrycie trapezowym

Powierzchnia ptfata:
S b Cr+ Ct
2

Wydluzenie ptata [aspect ratio]:

b’ b
AR:? lub AR:avg

Zbiezno$¢ plata [taper ratio]:

A—Cf
- C

r
Srednia dtugo$é cieciwy:
Cr+ Ct Cr

Cog= ; —2(1+)L)

Srednia geometryczna diugo$é cieciwy:

2 1+ A+ A°
CMGC_(S)Cr 1+A,

Srednia aerodynamiczna diugos$é cieciwy:

CMAC ~ CMGC
Pozycja y cigciwy o diugosci C, ..
— ( b|1+22

MGC 6! 1+A

Skos ptata (skrzydta) mierzony na krawedzi
natarcia oznaczony jest jako A .

Powyzsze wielkosci naniesione sg na rys. nizej




Teoria ptata

Ptat o skonczonej rozpietosci [Gudmundsson (2014)]
Podstawowe definicje parametréw ptata na przyktadzie skrzydta o obrycie trapezowym
' DATUM

XMGC

l Quarter-chord
line

Leading edge

=\ / =N .
\ *— Yaer —™ Arbitrary Center chord line
Trailing edge chord line

Rys. Podstawowe wielkos$ci opisujgce geometrie ptata/skrzydta [Gudmundsson (2014)]
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Plat o skonczonej rozpigtosci [Gudmundsson (2014)]
Ptat ograniczony (z jednej strony) Sciang

[Komentarz ...]
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Plat o skonczonej rozpigtosci [Gudmundsson (2014)]

Pole predkosci indukowane przez wiékno wirowe. Prawo Biota-Savarta

Pole predkosci indukowane przez wir pfaski
(okreslony w 2D) o natezeniu I podane jest wzorem:

I .
uﬁ_ZnT ©

gdzie us 0znacza obwodowag sktadowa predkosci.

W przypadku widkna o ksztaicie ,dowolnym” w
(przestrzeni 3D), predkosc¢ indukowana w okreslona
jest worem:

T dIXr | .
dw—4ﬂ MB (**)

Przy czym jesli wiokno jest prosta (rozcigga sie od -co
do +), wtedy prawo Biota-Savarta (**) sprowadzi sie
w praktyce do wzoru na pole predkosci wiru ptaskiego

(*)

__T
2h

gdzie h jest dilugoscig najkrotszego odcinka od
widkna wirowego do punktu P w ktorym
okredlamy wartosS¢ predkosci w (czyli odlegtoScia
P od prostej /). Wektor predkosci w jest
prostopadly do ptaszczyzny wyznaczonej przez
linie widkna i punkt P, jego zwrot jest zgodny z
kierunkiem cyrkulacji I

w

3 V\
e 1 e
X » 1
& = S
82 - -
R
&
&/

Rys. Zakrzywione wiokno wirowe oraz wiokno
wirowe w ksztalcie proste] [Gudmundsson (2014)]
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Plat o skonczonej rozpigtosci [Gudmundsson (2014)]

Twierdzenia Helmholtza o wirowosSci

Helmholtz (1821-1894) uzywajac wiokien wirowych
do analizy przeptywow plynow nielepkich |
niescisliwych sformutowat nastepujgce twierdzenia:

1. Natezenie wirowosci wlokna wirowego jest stafe
wzdtuz cafej diugosci wiokna oraz

2. WIokno wirowe nie moze sie zaczynac/konczyc¢ w
plynie ale musi rozciggac¢ sie do “nieskonczonosci”
lub tworzy¢ petle zamkniete.

Z twierdzen tych (oraz z prawa Kutty-Zukowskiego),
wynika, ze powinna istnie¢ “struktura” zwana wirem
podkowiastym, ktora  umozliwia  wyjasnienie
mechanizmu powstawania sity nosnej na ptatach o
skonczonej rozpietosci.

Linia no$na - sformutowanie zagadnienia
Gdy posiadamy juz wiedze o polu predkosci jakie
indukuje zakrzywione badz proste wiékno wirowe,

wiemy, ze przeptyw wokot witokna wirowego jest
przeptywem cyrkulacyjnym (ptyn krgzy wokot
witokna), to mozemy sprébowaé opisaC przeptyw
wokot skrzydta 3D.

Na podstawie obserwacji przeptywu wokot ptata o
skonczonej rozpietosci mozemy stwierdzic, ze:

1. Plat indukuje cyrkulacje ktora rozcigga sie od
wierzchotka do wierzchotka oraz

2. Z kazdego wierzchotka skrzydta ,sptywa” wir,
ktory rozcigga sie daleko za ptatem.

Te zaobserwowane ,efekty” mozna w przyblizeniu
opisaC za pomoca trzech widkien wirowych:
pierwszego poprzecznego, wiru zwigzanego z
ptatem oraz dwoch wzdluznych: drugi wir — wir
swobodny - ciggnacy sie z lewego wierzchotka
ptata wzdtuz linii prgdu do nieskonczonosci oraz
trzeci wir (wir swobodny) ciagnacy sie z prawego
wierzchotka, zgodnie z kierunkiem przeptywu, do
nieskonczonosci.
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Ptat o skofnczonej rozpietosci [Gudmundsson (2014)]

Linia nhosna — sformutowanie zagadnienia c.d.

Ten system wirdw nie tylko spetnia twierdzenia
Helmholtza o wirach, ale takze indukuje pole
przeptywu, ktére przypomina przeptyw wokoét
rzeczywistych trojwymiarowych pfatow. Tutaj nalezy
rowniez zauwazyc, ze te trzy wiry majg ten sam znak.

W rzeczywistosci jednak tak uproszczony model nie
oddaje wiasciwie rozkladu sity nosnej wzdiuz
rozpietosci ptata, ktora zmniejsza sie w okolicach
wierzchotkow. Mozna tez stwierdzicC, ze model ten jest
wewnetrznie sprzeczny:

Predko$¢ indukowana przez wiry swobodne
powoduje zmniejszenie efektywnego kata natarcia
(zwlaszcza przy wierzchotkach), co z kolei powoduje,
ze zmniejsza sie sita nosna, a tym samym — na mocy
prawa K-Z — zmniejsza sie, zwlaszcza przy
wierzchotkach, natezenie wirowosci (ktére jest rowne
cyrkulacji wokot okreslonego profilu ptata)

Rys. a) Model uproszczony uktadu wiréw indukowanych
przez ptat [Gudmundsson (2014)], b) zdjecie zjawiska
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Plat o skonczonej rozpigtosci [Gudmundsson (2014)]

Linia no$na - sformutowanie zagadnienia c.d.

Analizujgc omawiany przypadek dalej,
nierdGwnomierny rozktad cyrkulacji wzdtuz
rozpietosci ptata musi skutkowac tym, ze — na mocy
twierdzen Helmholtza - wiry swobodne bedg
sptywaé rowniez wzdtuz rozpietoSci ptata, gdyz
natezenie wirowosci widkien nie moze sie zmieniac
wzdtuz widkna.

Wynika stgd wniosek, ze pojedynczy wir
podkowiasty powinien byC zastgpiony ukiadem
wirdw podkowiastych, jak na rysunku obok.
Pokazany uktad wirow podkowiastych spetnia
twierdzenie Helmholtza (kazde wiokno z osobna, a
wiec | uklad widkien). Na te] podstawie
otrzymujemy sumaryczny rozktad wirowosci wirow
zwigzanych wzdtuz ptata.

Distribution
of circulation

T-

Rys. Rozkiad cyrkulacji wzdtuz ptata o skoriczonej rozpietoSci.
Uktad wiréw swobodnych.



t opata turbiny jako belka zginana

Charakterystyki przekroju poprzecznego zginanej belki (powtérka z wytrzymatosci materiatéw)

Momenty bezwtadnosci przekroju wzgledem osi [Z. Brzoska ,,Wytrzymato$¢é materiatow” (1972)]

W te] czeSci przypomnimy pojecie momentu
bezwtadnosci (pola) przekroju wzgledem osi,
ktore postuzy nam poézniej do wyznaczania
sztywnosci belki oraz wskaznika wytrzymatosci
przekroju na zginanie.

Moment bezwitadnosci przekroju wzgledem osi On
definiowany jest za pomocag wzoru:

J=]&dA,

czyli calki iloczynu pola elementarnego dA przez
kwadrat odlegtosci pola dA od obranej osi On, przy
czym catkowanie obejmuje cate pole przekroju A
(Rys. a). Ze wzgledu na fakt, ze w powyzszym
wzorze rzedna { wystepuje w kwadracie, uzyskany
wynik jest zawsze dodatni.

(2.1)

Gdy oS On jest osig centralng (przechodzaca
przez Srodek przekroju C) wowczas w stosujemy
jemy — zamiast n i { oznaczenia x i y, a powyzsza
catke zapiszemy w postaci:

_ 2
J, —f y-dA
A
Jy, nazywany centralnym momentem bezwiadnosci
wzgledem osi Cy.
a) 51

=

(2.2)

dA

t , v,
o n

Rys. Definicia momentu
[Z.Brzoska (1972)]

bezwiadnosci

wzgledem osi



t opata turbiny jako belka zginana

Charakterystyki przekroju poprzecznego zginanej belki (powtérka z wytrzymatosci materiatéw)

Momenty bezwtadnosci przekroju wzgledem osi [Z. Brzoska ,,Wytrzymato$¢é materiatow” (1972)]

W analogiczny sposob definiujemy moment
bezwladnosci wzgledem osi O(:

_ 2
J=1da @3
A
| jego szczegolng wartosé, gdy o$ Oz jest centralna:

JZ:J" VidA . (24)
A

czyli centralny moment bezwtadnosci wzgledem osi
Cz.

W praktyce, okreslenie momentu bezwtadnosci J,

mozna sprowadzi¢ do obliczenia caitki pojedyncze,.
Ze wzgledu na fakt, ze wszystkie pola dA
elementarnego paska rownolegtego do osi On maja
te sama rzednag { , wobec tego sume iloczyndéw (?dA
mozemy zapisac jako (rys. a):

2 2 2
EdA+EdA+..=5 ) dA=Ec,d C
(2.5)
gdzie o jest szerokoscig paska (mierzong wzdtuz

osi On), zalezng od potozenia paska (. Stad
moment bezwladnosci J, obliczymy ze wzoru:

&
J=[c,&d¢ (s
&

A
| Y B

éA

e 1 "
o ) n
Rys. Obliczanie momentdw bezwtadnosci J_ i ‘]Z calkg
pojedyncza [Z.Brzoska (1972)]
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Charakterystyki przekroju poprzecznego zginanej belki (powtérka z wytrzymatosci materiatéw)
Momenty bezwtadnosci przekroju wzgledem osi [Z. Brzoska ,,Wytrzymato$¢é materiatow” (1972)]

W podobny sposéb  obliczamy moment h CS h bh?
bezwladnosci wzgledem osi O(: J :f b é‘zd C=b —
! 3 3
M, 0 0
J.= f C ,fd n (2.7) Ad Db) Korzystajac ze wzoru (2.6) oraz
- 0 ¢ podstawiajgc C, = b, z,=-h/2, z,=h/2 otrzymamy:
gdzie ¢, oznacza wysokosC paska mierzong wzdtuz hi2 ) P hi2 bh3
osi O , ktéra zalezy od C (rys. b - poprzedni slajd). J,= f bz dz=b|— =—
“hi2 3 12
Przyktad 2.1 Obliczy¢ moment bezwladnosci Q) by
prostokata: § ‘ . i x
a) wzgledem osi On, w przypadku gdy dwa boki i A1 7
prostokata lezg na osiach uktadu On¢, (rys. a), T T .
b) wzgledem centralnej osi Cy (rys. b) e/ | s JT,.-_;._.-J >
- g ’ K
Rozwiazanie (oznaczenia jak na rysunku) } |
Ad a) Korzystajgc ze wzoru (2.6) oraz podstawiajgc Y -!—;Z- -T—-| S __'

C, = b, {,=0, {,=h otrzymamy: Rys. Wyznaczanie momentu bezwladno$ci prostokata
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Charakterystyki przekroju poprzecznego zginanej belki (powtérka z wytrzymatosci materiatéw)

Momenty bezwtadnosSci przekroju. Wzory Steinera i ich zastosowanie [Z. Brzoska (1972)]

przekroju Natomiast uwzgledniajgc, ze dla $rodka
powierzchni A - punktu C - momenty statyczne

_ tej powierzchni sg réwne zero:
J=|&8dA @vi J.=|nda (@3
"{ C{" fsz:o jydA 0

Stad po uwzglednieniu tych relacji, otrzymamy:

Momenty bezwladnosci dowolnego
wzgledem osi On i O okreSlone sga wzorami

Jezeli znane sg centralne momenty bezwtadnosci J,
i J_, oraz gdy wyrazimy n i { w sposob pokazany na _ _
rysunku: n=y+nc, {=z+{c, otrzymamy po rozwinieciu: J=1,+A élc - J=J+A 77(: (2.8)
Yy n=y+n y yp € : i
Powyzsze wzory, to tak zwane wzory Steinera.

J=[(z+EfdA=[ 22dA+2C, [ zdA+ &L [ dA
A A A A
J=[(y+n.VdA=[ y’dA+2n.[ ydA+i | dA

A A A A

Rys. Sformutowanie wzorow
Steinera

Przy czym catka: ‘f dA=A



t opata turbiny jako belka zginana

Charakterystyki przekroju poprzecznego zginanej belki (powtérka z wytrzymatosci materiatéw)
Momenty bezwtadnosSci przekroju. Wzory Steinera i ich zastosowanie [Z. Brzoska (1972)]

Stosowanie wzorOw Steinera znaczgco ufatwia
wyznhaczanie momentoéw bezwladnosci przekroju,
gdyz pozwala wykorzystaC istniejgce (opisane w
podrecznikach/poradnikach) rozwigzania dla figur
prostych (np. prostokata, kota, tréjkata itp.). Znajac
momenty bezwladnosci tych figur wzgledem (ich
wlasnych) osi centralnych mozna tatwo wyznaczyc¢
moment bezwtadnosSci przekroju z tych figur
ztozonych.

Innym sposobem (czesto stosowanym w przypadku
ksztaltbw nietypowych) jest podziat zadanego
przekroju na “paski’, a nastepnie zastgpienia
kazdego z paskow prostokgatem (patrz rysunek).

Moment bezwladnosci paska “" bedzie wtedy, w
przyblizeniu, wynosit:

Ab’h, )
~ 5 +Abh.1 (2.9)

Je

a catkowity moment:

Rys. Zastosowanie Steinera [Z. Brzoska (1972)]
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Charakterystyki przekroju poprzecznego zginanej belki (powtérka z wytrzymatosci materiatéw)

Momenty bezwtadnosSci przekroju. Moment dewiacyjny [Z. Brzoska (1972)]

Dewiacyjny (lub odsrodkowy albo zboczeniowy)
moment bezwiladnosci przekroju wzgledem osi
On i O{ wyrazony jest wzorem:

Jné_f nCdA (2.11)

w szczegélnym przypadku, gdy osie On i O{ sa
centralne wtedy ten moment bezwladnosci
oznaczamy jako J,..

Jedna z wtasnosci momentu J,; jest fakt, iz zaleznie
od doboru osi moment ten moze byC zarOowno
dodatni jak i ujemny, a takze rowny zeru.
Przyktadowo jesli przekrgj jest symetryczny, a jedna
z 0si On lub OC¢ jest osig symetrii, to — wlasnie ze
wzgledu na symetrie — otrzymamy zerowy moment
Jnz (rys. a)

Dla kazdego punktu O dowolnego przekroju mozna
zawsze tak dobra¢ osie On. O, zeby moment
dewiacyjny (Jno)« byt rowny zeru. Przy stopniowym

obrocie ukfadu On.{, wartoS¢ tego momentu
ulega zmianie ciggte). Gdy a=90° (stadium ),
wowczas z (rys. b) widaé, ze wspobtrzedne pola dA

S8 Ng=2Cys Cou=—1,, (2.12a)

A elementarny moment dewiacyjny w stadium .

(dJné‘)90 Yoo é‘go —— 1 CodA:<dJnC>0

o (2.12b)
Astad wynika , e (J, c)gy=—(d J ¢, (2.12c)

Mo *(stadturr i)
§ .

b)

N )
A ne (stadium i)

n*(stadium 1)

Rys. Analiza dewiacyjnego momentu bezwtadnosci
[Z.Brzoska (1972)]
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Charakterystyki przekroju poprzecznego zginanej belki (powtérka z wytrzymatosci materiatéw)

Momenty bezwtadnosSci przekroju. Moment dewiacyjny [Z. Brzoska (1972)]

Whniosek: skoro przy obrocie o kat 90° nastepuje
zmiana znaku Jn;, to musi istnie¢ posrednie
potozenie osi ukladu wspotrzednych, w ktérym
(Jni)azo-

Uklad w ktorym moment dewiacyjny wynosi zero
nazywamy gfownym uktadem dla obranego punktu
O. Jesli dodatkowo srodek uktadu wspoétrzednych
lezy w punkcie C (w $rodku pola przekroju), to taki
uktad osi nazywamy gféwnym centralnym.

Jesli przekrgj jest symetryczny, to oS symetrii razem
druga, prostopadta do niej, osig centralng beda
osiami gtownymi centralnymi.

Dla momentu dewiacyjnego J,; mozna wyprowadzic
wzOor analogiczny do wzorow Steinera. Jesli
zatozymy, ze znamy moment J,, wzgledem osi
centralnych oraz zapiszemy wspoétrzedne n i { w
postaci: n=y+n, ; {(=z+(_, to mozna wykazac, ze

spetniona jest zaleznos¢:
Je=J,,+An:Cc | (2.13)

Ktorej znaczenie i zastosowanie jest takie samo
jak wzorow Steinera dla momentow J, i J..

Dla momentu odsrodkowego mozna rowniez wzor
na obliczanie przez pojedyncze catkowanie:

1 2
J%:Ef Cn(’?1+ n,)&d & (2.14)
Cl D)

§“... - nz(é -

(I

Rys. Obliczanie momentu dewiacyjnego [Z.Brzoska (1972)]




t opata turbiny jako belka zginana

Charakterystyki przekroju poprzecznego zginanej belki (powtérka z wytrzymatosci materiatéw)
Wyznaczanie centralnych osi gtéwnych. Gtédwne centralne momenty bezwtadnosci [Brzoska (1972)]

Okreslenie iloSci i potozenia osi centralnych

2
Zatézmy, ze osie On i O sa centralne, tj. n=y, {=z (Jy)a:f z,dA (2.16)
oraz znane sg centralne momenty bezwladnosSci A
oraz centralny moment dewiacyjny: Po podstawieniu do (2.16) z (2.15b) oraz
uwzglednieniu (2.15a) otrzymamy:
J :fZ2dA, J :fy2dA, J :fysz 1 1
Y z e J ), ==(J +J |J+=(J —J Jcos2a—J sin2a

Wyznaczymy te wielkosci dla uktadu osi y , z_ (2.16a)

obrdéconego o kat a wzgledem pierwotnego.
Na podstawie rysunku mozemy sformutowac wzory
na transformacje wspotrzednych do nowego uktadu:

—ycosa+zsin o
Ya=J (2.15b)

Z,=—Yysina+zcosu

Rys. Obrot osi. Okreslenie
gtéwnych osi centralnych
[Z.Brzoska (1972)]

Zgodnie z definicjg momentu bezwladnosci
wzgledem osi Oy mamy:
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Charakterystyki przekroju poprzecznego zginanej belki (powtérka z wytrzymatosci materiatéw)

Wyznaczanie centralnych osi gtéwnych. Gtédwne centralne momenty bezwtadnosci [Brzoska (1972)]

Okreslenie iloSci i potozenia osi centralnych c.d.
Postepujac analogicznie dla momentu wzgledem osi
Oz_ zdefiniowanego wzorem:

(J).=[yidA @17
A

oraz dla momentu dewiacyjnego, okreslonego
wzgledem osi Oy_i Oz_, zdefiniowanego wzorem:

(Jyz)a:f yazadAv (2.18)
A

otrzymamy wyrazenie na moment
obrocie):

J, azl J,+J, _1 J,—J,)jcos2a+]J ,sin2a
2 y 2 y Y

(2.17a)

(J,), (PO

oraz moment dewiacyjny (Jyz)a liczony wzgledem

obroconych osi Oy_i Oz

(Jyz)a:%(Jy—Jz)siHZa+JyZC052a

(2.18a)
Zaleznosci (2.16a), (2.17a) oraz (2.18a) opisuja
wartosci momentow bezwiladnosci w funkcji kata

obrotu a. Gdy centralne osie sg jednoczesSnie
gtébwne, wtedy (J,,),=01iz (2.18a) dostaniemy:

27,
J,—J,

tg2 o=— (2.19)

Zwykle powyzsze réwnanie daje w przedziale
(0,2m) dwa rozwigzania 2a, i 20,=20, +Tt.
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Charakterystyki przekroju poprzecznego zginanej belki (powtérka z wytrzymatosci materiatéw)

Wyznaczanie centralnych osi gtéwnych. Gtédwne centralne momenty bezwtadnosci [Brzoska (1972)]

Okreslenie iloSci i potozenia osi centralnych c.d.

Whnioski:
1. Dowolny wiec przekro) ma na ogot tylko dwie
centralne osie gtdwne, okreslone katami a, i a, i osie

te sg do siebie prostopadite.

2. Wyjatkiem jest przekroj, dla ktérego jednoczesnie
zachodzi J,=0 oraz J=J, , tg20=,0/0" jest
nieoznaczony, wtedy ze wzoréw (2.16a-2.18a)
wynika, ze niezaleznie od kata a zachodzi:

(J,,)e=0 oraz (J,),=(],),=J,=J, (220

Tak wiec w tym (wyjatkowym) przypadku kazda o0$
centralna jest osig gtdwng, a moment bezwiadnosci
wzgledem kazdej z nich jest jednakowy.

Przekroje, ktore charakteryzujg sie whlasnosciami
opisanymi rownaniami (2.20) sg stosunkowo czesto
spotykane w praktyce, nalezg do nich: przekrgj
kotowy, przekroj kwadratowy oraz inne przekroje o
wiecej niz dwdch osiach symetrii (patrz rysunek)

<y

Rys. Przekr6j o 3 osiach
symetrii [Z.Brzoska (1972)]
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Charakterystyki przekroju poprzecznego zginanej belki (powtérka z wytrzymatosci materiatéw)

Wyznaczanie centralnych osi gtéwnych. Gtédwne centralne momenty bezwtadnosci [Brzoska (1972)]

Okreslenie iloSci i potozenia osi centralnych c.d.
Znajac potozenie osi gtdwnych centralnych osi,
okreslone katami a, i a, , mozna wyznaczyC za

2 ]
pomoca (2.16a-2.18a) odpowiadajgce tym o0sig

gtébwne centralne momenty bezwiadnosci:

Jl 'Jy+‘]z \/(Jy_‘]z)2 2
= + +J, 2.21
J, 2 4 Y (2.21)
Notka 1:

Mozna dowiesC¢, ze moment bezwladnosSci wobec
jednej z osi gidbwnych to moment maksymalny, a
wobec drugiej osi gtbwnej — minimalny.

Wynika stad, ze zwykle, jestesmy wstanie “na oko”
stwierdzi¢, ktory z uzyskanych momentow,
odpowiada, ktorej z osi.

Notka 2:

Przedstawiona analiza stosuje sie gdy ukfad osi nie
jest centralny, wtedy we wzorach (2.16a-2.18a)
nalezy wstawiC wspotrzedne n, { zamiast y, z.
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Charakterystyki przekroju poprzecznego zginanej belki (powtérka z wytrzymatosci materiatéw)

Zagadnienie belki/topaty o przekroju ,,materiatowo niejednorodnym”

[M.O.L. Hansen (2008) ,,Aerodynamics of Wind Turbines”]

W przypadku konstrukcji metalowych (np. stalowych,
aluminiowych, itd.) zwykle belki wykonane sg z
materiatu jednorodnego, najczesciej o wlasnosciach
(w przyblizeniu) jednorodnych.

W przypadku, natomiast elementéw wykonanych z
kompozytow* (np. “laminatéw”), struktura materiatu z
zatozenia jest niejednorodna. Zwykle, oprécz widkna
(szklanego/weglowego) i zywicy syntetycznej, w
przekroju mozemy znalez¢ pewne elementy
wzmacniajgce/usztywniajagce  jak  pianki  (np.
poliuretanowe), czy ksztattowniki (np. z aluminium).

*Materiat kompozytowy (kompozyt) [Wikipedia] — materiat o
strukturze niejednorodnej, ztozony z dwéch lub wiecej komponentow
(faz) o réznych wiasciwosciach. Wiasciwosci kompozytow nigdy nie
sg sumag czy Srednig wiasciwosci jego skladnikow. NajczesSciej jeden z
komponentow stanowi lepiszcze, ktére gwarantuje jego spoOjnosc,
twardoS¢ i elastyczno$¢, a drugi, tzw. komponent konstrukcyjny
zapewnia odpornos¢ na sciskanie/rozcigganie.

Na rysunku a) ponizej pokazany zostat przekroj
przez “przyktadowg” topate turbiny wiatrowej,
materiaty uzyte do budowy topaty w tym przekroju
przedstawia schematycznie rysunek b).

a)

Pianka

b)

Zelkot

Mata szklana z zywica
Rys. Przekréj przez topate turbiny wiatrowej. Struktura [Hansen]
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Charakterystyki przekroju poprzecznego zginanej belki (powtérka z wytrzymatosci materiatéw)

Zagadnienie belki/topaty o przekroju ,,materiatowo niejednorodnym”

[M.O.L. Hansen (2008) ,,Aerodynamics of Wind Turbines”]

Z rysunku na poprzednim slajdzie widzimy, ze
sztywnosC przekroju na zginanie, opisywana jako
EJ, gdzie E - modutl Younga, J — moment
bezwladnosci wzgledem okreslonej osi (gtownej i
centralnej) przekroju jest opisem nie pasujgcym do
zagadnienia.

W przypadku topat turbin wprowadzamy pojecie
sztywnosci  zastepczej (ekwiwalentnej), ktorg
oznacza sie jako [EJ] lub [EJ]eq.

W celu wyznaczenia Srodka sprezystosci przekroju
postuzymy sie pojeciem momentu statycznego
sztywnosSci przekroju (zamiast momentu statycznego
powierzchni przekroju). Momenty te, wzgledem
odpowiednich osi wyznaczymy z ponizszych
WZOrow.

Moment statyczny wzgledem osi On:

[ES,]=| EcdA

(2.22)

Moment statyczny wzgledem osi OC:

[ES.]=[ EndA

(2.23)

Sztywnosc¢ wzdtuzna belki (na rozciggania):

[EA]=| EdA

(2.24)

Stad wspotrzedne srodka sprezystosci C._=(n..¢.,.)

Ye —

E

_ |ES,]
[EA]

E

[ EA]

- _LES)

(2.25a,b)
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Charakterystyki przekroju poprzecznego zginanej belki (powtérka z wytrzymatosci materiatéw)

Zagadnienie belki/topaty o przekroju ,,materiatowo niejednorodnym”
[M.O.L. Hansen (2008) ,,Aerodynamics of Wind Turbines”]

W  sposéb  analogiczny liczymy momenty momenty bezwtadnosci wzglgdem tych osi mozna

bezwtadnosci sztywnosci przekroju. obliczy¢ wykorzystujac wzory analogiczne do
Moment bezwtadno$ci sztywnosci wzgledem osi On:  wzoréw Steinera:
(EJ,)=[ E&dA (2.26) [EJ )= EZ’dA=[EJ |- & [EA] (229
A A
Moment bezwtadnosSci sztywnosci wzgledem osi OC: ) )
2 [EJ,|]=[ Ey’dA=[EJ |- [EA] (230)
[EJ]=[ E1fdA (2.27) A :
A
Moment dewiacyjny (od$rodkowy) sztywnosci: [EJyZ] = f E yzdA=| EJ,?@]— e, CCE[EA]
_ A (2.31)
[EJ,.]=| EncdaA (2.28)
A Wyznaczanie kata a w celu okreSlenia potozenia osi

Jezeli teraz wprowadzimy osie centralne x i y gtownych centralnych, réwniez odbywa sie w

przechodzace przez Srodek sprezystosci C_, sposob analogiczny do belek o przekroju

réwnolegte odpowiednio do osi On oraz OZ , to materialowo jednorodnym.
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Charakterystyki przekroju poprzecznego zginanej belki (powtérka z wytrzymatosci materiatéw)

Zagadnienie belki/topaty o przekroju ,,materiatowo niejednorodnym”
[M.O.L. Hansen (2008) ,,Aerodynamics of Wind Turbines”]

Kat o wyznaczymy ze wzoru:
2( EJyz]

=— 2.32
tg2 o AR (2.32) |
stad:
1 2|EJT,,]
a—zarctg _[EJy]—[EJZ] , (2.33)

s s .7
a momenty bezwladnosci sztywnosci wzgledem osi le

gtownych i centralnych:

|EJ,|=|EJ,|-[EJ ,|tg o . (2.34a)

\J

[EJ,)=[EJJ+[EJ ,Jiga - (2.34b) =

Mozna tez uzyé wzoru analogicznego do (2.21). Rys. Gtowny i centralny uktad wspotrzednych
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Charakterystyki przekroju poprzecznego zginanej belki (powtérka z wytrzymatosci materiatéw)

Zagadnienie belki/topaty o przekroju ,,materiatowo niejednorodnym”

[M.O.L. Hansen (2008) ,,Aerodynamics of Wind Turbines”]
Przydatne wzory

Oczywiscie rowniez w przypadku przekrojow
materialowo niejednorodnych momenty bezwiadnosci

sztywnosci mozna obliczy¢ za pomoca catek
pojedynczych.
Jesli calke wyrazajgcg moment bezwiladnosci
Sztywnosci

(2.26)

=[EZdA
A
zapiszemy w postaci sumy catek:

fECdA EdeA+Ef§dA+

AZ
Iub stosujgc inng notaCJe (2.35)

| EEdA=>E | ZdA .

(2.36)

To kazda z catek wchodzgcg w sktad sumy po
prawej stronie rOwnania mozna zastgpi¢ caikg
pojedyncza (podobnie jak w (2.6))

ZEfidA > E, fcnlé‘ZdC

i Cl N
(2.37)

. to fragmenty przekroju
(sktadajgce sie na caloSC powierzchni A)
jednorodne  materiatowo. Materiat  kolejnych
fragmentéw charakteryzuje modut sprezystosci
wzdtuznej o wartosci odpowiednio E;, E>, itd.
Analogiczne wzory mozna zastosowaC do
wyznaczenia [EJ;] oraz [EJy]

Przy czym A;, A,
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Zginanie proste belki. Wiadomos$ci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)

Czyste zginanie, zginanie poprzeczne [Brzoska (1972)]

Ze stanem zginania prostego mamy do czynienia
wowczas, gdy w przekroju preta wystepuje jedynie
jedna niezerowa sktadowa momentu zginajgcego (w
osiach gtownych centralnych y, z), tj. tylko M, albo
tylko M..

Mozemy wyrozniC czyste zginanie, ktére zachodzi
wtedy gdy w przekroju preta istnieje tylko moment
zginajacy M, , ktérego wektor jest prostopadty do osi
preta x (czyli lezy w ptaszczyznie tegoz przekroju).
Drugim przypadkiem jest przypadek zginania
poprzecznego, gdy wytezenie przekroju tworzag
moment gnacy M, i sita poprzeczna T prostopadta do
osi preta, czyli lezgca w ptaszczyznie omawianego
przekroju poprzecznego.

Ten drugi przypadek bedzie wystepowat w
przypadku topaty turbiny (zarbwno o osi pionowej
jak i poziomej), gdyz w tych przypadkach zginanie
wywotane jest sitg poprzeczng

Rys. Przypadek czystego zginania (a) oraz
zginania poprzecznego (b)



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. Wiadomos$ci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)

Belka z ptaskim uktadem obciazen [Brzoska (1972)]

Zginanie wystepuje, gdy obcigzenie belki stanowi
uktad sit przecinajgcych jego o8 i do te] osi
prostopadtych (rysunek). W tym miejscu zatozymy, ze
uktad ten jest ptaski. Uktad obcigzen skiada sie z sit
czynnych P;, P, ... | sit/fmomentow biernych (reakciji)
R ,Horaz M

Reakcje (dla belek statycznie wyznaczalnych)
wyznacza sie na podstawie trzech rownan rownowagi
ptaskiego uktadu sit, wobec czego, uklad statycznie
wyznaczalny moze mie¢ tylko trzy reakcje, a
pojedyncza belka moze miec¢ tylko jedna z trzech
postaci (patrz rysunek).

) L bz——$ b) 2<0 ' by | by<0
i ‘I >l by a— _‘,]«ﬁ—] q« -]
A F P Ao A
- T ‘J/ 3\'& 8 {7 " la ‘ lg
D e s sy =75 A
- ay ‘ i f<-a "5?"
- a; — < { —i
-3 — a3 ; o b — Q33—
P A Py A =0 |l~P
Ha=0__ 1{}“2@ § 5 {7 4% @2
AT _ZPbi Zha zrd; |
=7 8= Ra=—T— 5=

Rys. Podstawowe postaci belki statycznie wyznaczalnej: a)
dwupodporowa; b) dwupodporowa =z wysiegnikami; c)
wspornikowa

Kazda z wyzej pokazanych belek stanowi inny
schemat obliczeniowy 1 moze odpowiadac
réznym konstrukcjom topaty turbiny wiatrowej.
Przyktadowo: a), b) odpowiadajg turbing o osi
poziomej, natomiast przypadek c¢) moze
odpowiadac topacie turbiny o osi poziomej



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. Wiadomos$ci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)

Przyktady konstrukcji turbin wiatrowych [xxx]

Rys. [https://newatlas.com/energy/study-wind-turbines-
behind-hills/




t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. Wiadomos$ci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)
Przyktady konstrukcji turbin wiatrowych [xxx]

Rys. [https://re-cognition-project.eu/2021/07/07/vertical-axis-

Rys. : . A
y wind-turbine-status-of-activities-and-future-steps/]

[https://courses.ansys.com/index.php/cou

reach/articalo.aviewinAdotrirbhina_-nart_1 /1



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. WiadomosSci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)

Okreslanie momentoéw gnhacych i sit thacych [Brzoska (1972)]

Rozktad sit wewnetrznych w belce jest konieczny w celu  Przyktadowo dla odcina AC’, rownanie skiadowych
wyznaczenia naprezen wystepujagcych w okreslonych  pionowych sit oraz momentow wzgledem C’
przekrojach jak réwniez gdy chcemy wyznaczyC linie  otrzymamy:

ugiecia belki. R.—T=0 R x—M =0

Spos6b wyznaczania sit przypomnimy na przykladzie 0.a | A edn g A g

belki obciazonej jak na rysunku 1. a). Reakcje w Stads pouwzglednieniu (a) otrzymamy:

podporach (na podstawie rownania réwnowagi sit) . _Pb _ _ Pbx
wynoszg wtedy odpowiednio: T= RA — _l , Mg — RA X—= _l (b)
Pb Pa o
R A=, R = T , (@) a) A< .«' 1 j\B
Przeanalizujemy sity w przekroju C oraz w D. - m b= wighszany fm;gment
} > . I " rysunku c

Po “przekrojeniu” (myslowo) belki otrzymamy w miejscu
przekroju dwa “lica” C’ i C”. Wytezenie przekroju
okreslamy w postaci sity T i momentu gnacego M_. Sity
dziatajgce na ,odcinek pierwszy” belki AC’ sg przeciwnie
skierowane w stosunku do sit dziatajgcych na odcinek
drugi C”B (rysunek 1.c). L
Wartosci sity T oraz momentu M, wyznaczamy stosujgc | » e

rownania réwnowagi jednej z czesci belki (obojetnie  Rys. 1. Okreslanie momentu gnacego
ktérei)

A

- ——

'. w w
[l" - | ‘) 6’1 |
L Ty M M

—— o —

A
g

AW AW



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. WiadomosSci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)

Okreslanie momentow gnacych i sit thacych [Brzoska (1972)] a) p
Dla przekroju D otrzymamy natomiast z réwnan réwnowagi: r = _—"{t*_‘b —>
T=R,—P M =R —P( — ) e — L
A ) g—aX X—d), (o A PE '
apo uwlzjglednlenlu (a): Pb T I przedziat ’ I ,r:a,l"z»s'EzEm:%fL
a X b) '
T:_T:_RB’ Mg: l _P(X_a):RB(I_X>.(d) Mg 3 I,.(Mﬁ)eksrr

Minus przed wyrazeniem na T wynika z przyjetej konwencji znakow
(patrz rysunek 3b).
Na podstawie wzorow opisujgcych przebieg sit zewnetrznych (b) i (d) Al
mozna sporzadzi¢ wykresy sit tngcych i momentow gnacych dla C)

A

zginanej belki (rys. 1a) 7 5
a) -o im In -0 +0 m n+0_ D) T’m n m ]T P_,r--J-"fT:R“:T
M, M., J‘\l E B
G R QN | ALt N
f Ul g,
" My T D~ __Pat1 |
/ \ T T =-R —  —
+ = ) v i) 1 7

Rys. 2. konwencja znakow sity tngcej i momentu gngcego Rys. 3. Wykresy sity thgcej i momentu gngcego



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. WiadomosSci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)
Okreslanie momentow gnacych i sit thacych [Brzoska (1972)]

Przeanalizujmy jeszcze drugi przykiad 0.b - belki
utwierdzonej z jednej strony (rysunek 4 a).

Dla wyznaczenia sit wewnetrznych obliczenie reakcji jest
zbedne, jednak — w ogdlnosci - reakcje sg przydatne.
Rownania rownowagi sit i momentéw (w utwierdzeniu):

R,—ql=0 qlé+MB:O G
a stad: 2
R,=ql , My=—"- . O

.Przekrajamy” belke przekrojem C. Na odcinek AC dziata
obcigzenie ciggte q . Dziatanie tego obcigzenia jest — wg
praw statyki - réwnowazne dziataniu sity skupionej o
wartosci gx i przytozonej w punkcie odleglym o x/2 od
przekroju C.

Z réwnania rownowagi sit i momentow wzgledem
przekroju C dla wycinka AC dostaniemy:

X

2

_ X

T=—qx. @ M,=—|qx|]|=|= L Rys. 4. Rozktad T(x) i M(X)




t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. WiadomosSci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)
Okreslanie momentoéw gnhacych i sit thacych [Brzoska (1972)]

Na podstawie poprzedniego przykladu mozemy
doszukaC sie pewnych ogolnych zaleznoSci pomiedzy
rozktadem obcigzenia ciggtego g=q(x) dziatajacego na
belke, rozktadem sity tngcej T=T(x), a przebiegiem
funkcji momentu gnacego My=My(x).

Przeanalizujmy elementarny “wycinek” CD belki (rys. 5),
na ktéry dziataja:

a) zewnetrzne obcigzenie ciggte g o wypadkowej qdx ,

b) sity wewnetrzne w przekroju m-m o wypadkowej T |
momencie M, ,

c) sity wewnetrzne w przekroju n-n o wypadkowej T+dT i
momencie My+dMg,

Z warunku réwnowagi sit otrzymamy:

T—qdx—(T+dT)=0,
skad otrzymamy zaleznosS¢:
dr = (2.38)
dx o | |
wigzaca pochodng sity tnace] z
obcigzenia ciggtego q(x):

lokalng wartosciag

Z warunku rownowagi momentow wzgledem punktu D
otrzymamy natomiast:

M +Tdx—(qdx)(dx/2)—(M,+d M,)=0

Skad po pominieciu matej drugiego rzedu, czyli gdx?/2,
otrzymamy zaleznosc:

dM, _

dx ’

ktéra wigze pochodng pochodng momentu gngcego M,
z lokalng wartoscia sity tngcej T(x).

(2.39)

— Rys. 5. Analiza rownowagi
elementarnego wycinka
poddanego dziataniu obcigzenia

ciagtego q(x)

m



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. WiadomosSci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)
Okreslanie momentoéw gnhacych i sit thacych [Brzoska (1972)]

Po zrézniczkowaniu ostatniego réwnania otrzymamy: Jedli obciazenie jest zadane funkcja analityczna,
dzM catkowalng, znalezienie sit i momentéw wewnetrznych
g — dar =—q (2.40) powinno byC prostym zadaniem.
dx*  dx

Zaleznosci (2.38-2.40) wigzg ze soba przebiegi
obcigzenia ciggtego q(x), sily tnacej T(x) oraz
momentu gnacego My(x).

Metoda wyznaczania sit wewnetrznych uzyta w dwoch
wczesniej omowionych przykladach jest prosta do
zastosowania, gdy potrafimy wyznaczy¢ obcigzenie
statycznie ekwiwalentne. Mozemy metode stosowac
do prostych rozktadéw obcigzenia ciggtego (rozktad
staly — prostokatny, rozktad tréjkatny i trapezowy).

W przypadku, gdy funkcja q(x) jest nieliniowa, na
przyktad opisana wielomianem, wyznaczenie sit
wewnetrznych nie jest juz takie proste.

Wzér (2.40) pozwala na okreslanie sit tngcych i
momentow poprzez catkowanie funkcji g(x).



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. WiadomosSci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)
Okreslanie momentéw gnhacych i sit thacych

Przyktad 1. rozktad obcigzenia ciggtego g(x) na topacie

turbiny o dlugosci 61,5m okreslony jest funkcjg (a), rys.

1. Wyznacz rozktad sit tngcych i momentéw gnacych w
lopacie (zaktadamy ptaski stan obcigzen),

q(x)=-0,000093 x’—0,01235 x

a
+0,39178 x+2,48062 [kN/m] & ., S
=1 ™ (%)
Co mozemy zapisaé jako: 5,00 //"# H"‘“i:
[,
g(x)=ax*+bx’+cx+d [kKN/m] (@1 z o A NN
% 3.00 / \\‘

gdzie: g %/

a= 0,000093

b = -0,01235 0.00

C — 0,39178 0 10 20 Si[m] 40 50

d= 2 48062 Rys. 1. Rozktad obcigzenia ciggtego q(x) na belce

(fopacie turbiny).

LA




t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. WiadomosSci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)
Okreslanie momentéw gnhacych i sit thacych

Przyktad 1. Rozwiazanie

Rozktad sity thgcej wyznaczymy ze wzoru:

dT
d_x:_q , stad: Tz—fq(x)dx ,

a po uwzglednieniu (a.l1):
Tz—f (ax3+bx2+cx+d) dx . (b

Po scatkowaniu otrzymamy réwnanie opisujgce rozktad sity thacej:

T(x):—§x4—gx3—%x2—d-x+A (©)

Gdzie A jest statg catkowania, ktora bedzie wyznaczona na podstawie warunkow brzegowych.
Znajac funkcje T(x) mozna, postugujac sie rownaniem (2.39) wyznaczy¢ funkcje przebiegu momentow gnacych.



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. WiadomosSci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)
Okreslanie momentéw gnhacych i sit thacych

Przyktad 1. Rozwigzanie (c.d. 2)
Przywotajmy rownanie (2.39):

dC]IVIg:T(x) , stad: Mng T(X)dx
X

Po podstawieniu wyrazenia (c), uzyskamy:
Mg:f (_%X4_g x3—§x2—d°x+A dx ()

Po scatkowaniu powyzszego rownania otrzymamy rownanie opisujace funkcje M (x):

Mg(x):——x ——X —— X ——X +Ax+B (¢)
2

Gdzie B jest statg catkowania, ktorg podobnie jak statg A wyznaczymy w oparciu o warunki brzegowe



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. WiadomosSci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)
Okreslanie momentéw gnhacych i sit thacych

Przyktad 1. Rozwigzanie (c.d. 3)

Stale A i B wyznaczymy w oparciu o warunek na swobodnym koncu belki.
Na swobodny koniec belki dziata jedynie obcigzenie ciggte . Do swobodnego konica nie ma przytozonej sity
skupionej. W zwigzku z tym sita thgca na T(0) wynosi zero. Stad, z réwnania (c) , otrzymamy:

T(0)=A=0
Czyli funkcja rozktadu sity tngcej bedzie ostatecznie
a 4 b 3 C »
T(x)=——x"—=x"—=x"—d-x. [N (cl)
( ) 4 3 2

W celu wyznaczenia stalej B skorzystamy réwniez z warunku brzegowego na koncu swobodnym. Do
swobodnego konca nie ma przytozonego momentu skupionego w zwigzku z tym Mg(O) WYNOosi zero:

M,(0)=B=0 |,
a rownanie (e) bedzie miato postac:
a s b 4 C 3 d 2

Mg(x):—%x o X TgX T X . kaml (e



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. Wiadomos$ci wstepne (powtorka z wytrzymato$ci materiatéw)

Okreslanie momentéw gnhacych i sit thacych
Przyktad 1. Rozwigzanie (c.d. 4)

Wykresy sit thgcych i momentow gnacych pokazane
zostaty na rysunku obok.

T [kN]

Mg [kNm]

-10000

q(x) [kN/m]

o B N W A O O

x [m]

60

70

x [m]

70

-1000 0 10 30 40 50
-2000
-3000
-4000
-5000
-6000
-7000
-8000
-9000

x [m]

Rys. 2. Wykresy q(x), T(x) oraz My(x)

70



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. WiadomosSci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)

Okreslanie momentow gnacych i sit thacych

Przyktad 2. Rozklad obcigzenia ciggtego
zdefiniowany na topacie - belce utwierdzonej
jednostronnie — okreSlony jest tabelarycznie
(Tabela 1, Rys. 1).

Wyznacz rozkiad sit thgcych i momentow gnacych
w belce.

Tabela 1. Rozkiad
obcigzenia ciggtego

i xIml | q() ki)
1 00 248
2 10,0 5,26

4 30,0 5,63

6 50,0 2,82

8 61,5 1,50

q (%) [kN/m]

6,00
5,00
4,00
3,00
2,00
1,00

0,00

0,0 10,0 20,0 30,0 40,0 50,0 60,0

YL dddd

X [m]

Rys. 1. Rozkiad obcigzenia ciggtego na podstawie tabeli obok.



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. WiadomosSci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)

Okreslanie momentow gnacych i sit thacych

Przyktad 2. Rozwiazanie

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie
skorzystamy tutaj ze wzoréw catkowych. Rdznica
polega na tym, iz nie jesteSmy w stanie policzy¢
catki analitycznie, wiec bedziemy wyznaczac
wartosci  T(x) i Mg(x) na drodze catkowania

numerycznego dla kolejnych wartosci X, .

Mozemy to zapisaC w postaci ponizszych catek
oznaczonych. Sita tngca w punktach x, bedzie

obliczana ze wzoru

f q(x @

Natomiast moment gnacy bedzie liczony jako:
f T(x (b)

Wyniki obllczen numerycznych przedstawiono w
Tabeli 2.

Tabela 2. Obliczenia T(x) oraz Mg(xl.)

-38,7 -193,4
--———
-154,3 -2114,1
--———
-240,0 -6127,7
--———
61,5 1,50 -264,5 -9033,6
Kolejne wartoSci sity tnqcej T(x) obliczono ze wzoru:
T(Xi)_T(Xl 1 ——[C[ CI( )]'(Xi_xi—l) )

WartoSci momentu gnacego Mg(x,.) postugujgac sie podobng formutg:

M, (%)= M, (x4 [T (x)+T (%, ) [ (x=x,,) @



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. WiadomosSci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)

Okreslanie momentéw gnhacych i sit thacych
Przyktad 2. Rozwigzanie (c.d. 2)

Notka 1: Wzory (c) i (d) przedstawiajg catkowanie
metodg trapezow (z zalozeniem, ze podprzedziaty
moga by¢ réznej dlugosci).

Notka 2: Wartosci ,poczatkowe” (brzegowe) T(x,) i
Mg(xl) zostaly wyznaczone z warunku brzegowego na
swobodnym koncu (patrz Przykiad 1)

Notka 3: Nalezy zauwazyc, iz w “rzeczywistosci”
informacja o rozktadzie obcigzenia podawana jest na
podstawie pomiarow w punktach/przekrojach i nalezy
sie spodziewaC, ze forma “pierwotna” danych
obcigzenia bedzie w formie tabeli, a nie wielomiandw.

Wykresy sity tngcej T(x) i momentu gnacego Mg(x)
pokazano obok (na Rys. 2).
Notka 4: Poréwnac wyniki z Przyktadem 1.

T (%) [kN]

Mg (x) [kNm]

7,00
6,00
5,00
4,00
3,00

q (x) [kN/m]

2,00
1,00

0,00

0,0

0,0

10,0 20,0 30,0 40,0 50,0 60,0
X [m]

70,0

)
-50,0

-100,0

-150,0

-200,0

-250,0

-300,0

x[m]

70,0

0,0
-1000,09:0
-2000,0
-3000,0
-4000,0
-5000,0
-6000,0
-7000,0
-8000,0
-9000,0

-10000,0

Rys.

x [m]

. Wykresy q(x), T(x) oraz My(x)

70,0



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. WiadomosSci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)

Linia ugiecia belki [Brzoska (1972)]

Na podstawie analizy sit/odksztaicen w elemencie belki
poddanej czystemu zginaniu [Brzoska (1972) rozdz. 5.5]
mozna wyznaczyC relacje pomiedzy promieniem
zakrzywienia warstwy obojetnej podczas zginania p a
wielkoScig momentow gnacych w danym przekroju (rys.1):

M
l: g (2.41)
P EJ,
Z geometrii rézniczkowej znamy natomiast

relacje pomiedzy promieniem p a odpowiednimi
pochodnymi linii ugiecia w(x):

l_ W"
5= Lo " . (2.42)

a zakladajac mate ugiecia, po pominieciu w’?, dostaniemy:

1 rr
ﬁ: w ; (2.43)

Ox
[}
Q, ar

m n
ck-+——-d

1

T y
x| ¥ P

o 5 -

m n

Rys. 1. OkresSlenie odksztalcen wzglednych warstwy
obojetnej aB oraz witdkna cd odlegtego 0 z od od tej
warstwy



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. WiadomosSci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)
Linia ugiecia belki [Brzoska (1972)]

Po podstawieniu z (2.43) do (2.41) otrzymamy:

w''=——~ (2.44)

Jest to zlinearyzowana posta¢ réwnania ugiecia belki
powszechnie uzywana w wytrzymatosci materiatow.

Warto w tym miejscu przypomnieC, ze kat ugiecia belki
(wyrazony w radianach), mozna, w przyblizeniu,
wyznaczyC ze Wzoru:

I~tg d=w' (2.45)
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Zginanie proste belki. WiadomosSci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)

Linia ugiecia belki [Brzoska (1972)]

W kolejnym przyktadzie skorzystamy z wynikéw przyktadu
0.b, analizowanego na poprzednim wyktadzie (rys. 2). W
wyniku otrzymalismy rozkfad sit thgcych i momentow
gnacych jak nizej (uwaga: zmieniona ,,num2eracja" rownan):

T=—qx. (a =—

Przyktad 3. Wyznacz kat ugiecia 9 oraz linie ugiecia w belki
opisanej w przyktadzie 0.b.

Rozwiazanie: W celu uzyskania rozwigzania skorzystamy z
rownania ugiecia (2.44):

w' ':—Mg(x) (2.44)
EJ,
Podstawiajac z (b) do (2.44) otrzymamy:
1 qx2
W =—— (c)

EJ, 2

l\"{?

S

— X ——a= A B
—~ — l -
[T18 ]
Y Y Y Y YO p
A= ffv%f : Q""Q
o
e X I
My : gxt gl

Rys. 2. Rozktad T(x) i My(x) z 0.b



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. WiadomosSci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)

Linia ugiecia belki [Brzoska (1972)]

Przyktad 3. Rozwiazanie c.d.

W pierwszym kroku catkowania réwnania (c) otrzymamy
kat ugiecia belki:
1 qx2 1 qx3
o=w = [ P gy
EJ,Y 2 EJ, 6

Natomiast linie ugiecia uzyskamy obliczajgc catke z
rozwigzania (d):

+C. (d)

w——L q—XS+C dx
EJ,” | 6 |
co w wyniku da nam:
1 qx4
=— +Cx+D|. (e
EJ,\ 24

State catkowania C i D wyznaczymy na podstawie
warunkoéw brzegowych.

Kat ugiecia belki jest okreslony w miejscu utwierdzenia
belki (przekré] B na rys. 2). Stad mamy dla x=/ kat
ugiecie 9=0, co po uwzglednieniu (d) da:

EJ, 6 R 6 EJ
Po podstawieniu wyrazeniu na D do wzoru (d)
otrzymamy:

___q
6EJ,

Sformutujmy kolejny warunek brzegowy, ktory
postuzy do wyznaczenia statej catkowania D

=P @y



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. WiadomosSci wstepne (powtérka z wytrzymatosci materiatow)

Linia ugiecia belki [Brzoska (1972)]
Przyktad 3. Rozwiazanie c.d. 2

Ugiecie belki w miejscu utwierdzenia jest réwne zero,

czyli dla x=I mamy w=0, stad na podstawie (e) :

1 [ql* ql
0=-— +—+D|,
EJ, |24 6
a po uporzadkowaniu:
5ql*

D=——"1-
24

Po podstawieniu do (e) otrzymamy:

w=—L x'+4Px—51"

24EJ, ey

Korzystajagc ze wzorow (d.1) i (e.l) mozna,
przyktadowo, wyznaczy¢ kat ugiecia oraz ugiecie na
swobodnym koncu belki x=0 (przekréj A, rys. 2).

Kat ugiecia na swobodnym koncu wyniesie:

3
_ 9 (q3_p3__4l
HO)=———10"=-I"|=——
(0 6EJy( ) 6EJ,
natomiast ugiecie w tym przekroju wyniesie:
___q __5ql"
0)= 0°+41°0-51"
w(0)=- 24EJ, | T24EJ,

[Tu jeszcze slajd z rozktadem z wykresami]



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. Linia ugiecia belki [Jonkman J. (2009) NREL report]
Zagadnie linii ugiecia dla belki (fopaty turbiny) o zmiennym rozktadzie sztywnosci EJy(x)

Do tej pory przedstawiajgc rownanie ugiecia belki (2.44)
milczaco zaktadaliSmy, ze funkcjg zmienng po dtugosci
belki jest jedynie rozktad obcigzenia q(x) oraz, w
konsekwencji, zmienny jest rozktad momentow gnacych
Mg(x). Takie zagadnienia sg bardzo czesto spotykane w

technice i dobrze opisane w podrecznikach do
wytrzymatosci materiatow.

W przypadku topaty turbiny o osi poziomej zmienny jest
rowniez rozktad sztywnosci topaty [EJ,] (X).

Gdy rozkiad obcigzenia da sie opisaC w formie
wielomianu q:Wq(x), a rozklad sztywnosci przekrojow
poprzecznych da sie opisa¢ funkcja bedaca
odwrotnoscig  wielomianu [EJ J()=1/W,, (), wtedy
rozwigzanie rownania ugiecia belki bedzie catkg iloczynu
wielomianow, czyli bedzie mozna uzyskacC rozwigzanie
analityczne tego réwnania.

Przypadek ,,rzeczywisty” topaty turbiny

W praktyce, w przypadku turbin wiatrowych duzej mocy,
funkcja sztywnosSci [EJy](x) jest na tyle ztozona

(zmienna wzdluz x), ze nie da sie je] przedstawi¢ w
postaci prostej funkcji analitycznej. Rozwigzanie
rownania ugiecia belki uzyskuje sie wtedy na drodze
catkowania numeryczneaqo.

200000
180000
160000
140000
120000
100000

80000

[EJy] (x) [MPa]

60000

40000

20000

1]
0 10 20 30 40 50 60

Rys. 3 Rozkiad sztywnosci EJ, ()3<[31]przekroju poprzecznego
lopaty turbiny [Jonkman J. (2009)].



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. Linia ugiecia belki [wlasne]

Zagadnie linii ugiecia dla belki (fopaty turbiny)
0 zmiennym rozktadzie sztywnosci EJ (X)
Przyktad 4. Wyznacz I|n|e uglema Jropaty turbiny

wiatrowej (5MW) o osi pionowej 1 Srednicy
D.=128m. Rozktad obcigzenia oraz rozktad

sztywnosci przekroju okres$lon jest w tabeli 1, Rys.
4. Dlugos¢ topaty /=61,5m

Tabela 1. Rozkiad obcigzenia ciggtego q(x) oraz
rozktad sztywnosci przekroju poprzecznego EJy(x)

0,0517e+9

0,5630e+9

3,7636e+9

18,1100e+9

Edy [N*m~2]

q (x) [kN/m]

- Pl e ST

500 \Q
4,00
3,00
2,00

1,00

0,00

0,0 10,0 20,0 30,0

x [m]

40,0

18,0E+09
16,0E+09
14,0E+09
12,0E+09
10,0E+09

8,0E+09
6,0E+09
4,0E+09
2,0E+09

0,0E+00
0 10 20 30 40 50 60
X [m]
Rys. 4 Rozkiad obcigzenia ciagtego g(x) oraz sztywnosci
EJ, (x) przekroju poprzecznego topaty turbiny

YLl



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. Linia ugiecia belki [wlasne]
Zagadnie linii ugiecia dla belki (fopaty turbiny) o zmiennym rozktadzie sztywnosci EJ (x)

Przyktad 4. Rozwigzanie
W celu rozwigzania zadania (wyznaczenia linii ugiecia) skorzystamy z wynikow - rozktadu Mg(x) - uzyskanych z

przyktadu 2 (ten sam ukiad obcigzen, dlugos¢ belki i warunki podparcia).

Tabela 2. Obliczenia kata ugiecia 9(x) oraz linii ugiecia belki w(x)

D e
--_
2,

48 0 0139e+9 O 000000 0 0000 O 1786 O 0000 -4, 7069
____-_-_
.- -864,7e+3 0,1477e+9 -0,005853 -0,0666 0,1119 3,0515 -1,6555
______-_
.- -3906,7e+3 1,5863e+9 -0,002463 -0,1458 0,0328 4,4142 -0,2927
______-_
.- -8638,6e+3 12,9211e+9 -0,000669 -0,1777 0,0009 4,7063 -0,0007



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. Linia ugiecia belki [Jonkman J. (2009) NREL]
Zagadnie linii ugiecia dla belki (fopaty turbiny) o zmiennym rozktadzie sztywnosci EJy(x)

Przyktad 4. Rozwigzanie c.d.
Omowienie sposobu rozwigzania (patrz Tabela 2).

Kolumny 1,2,3 i 5 tabeli 2 to wielkoSci dane,
odpowiednio: nr wezia i, odcieta x, obcigzenie
ciggte q oraz sztywnosc¢ EJ,. Do kolumny 4

zostat przepisany z Przykiadu 2 Moment gnacy
M.. Majac rozkiad Mg(x) oraz EJy(x) mozna

rozwigzac rownanie linii ugiecia:
M, (x)
EJ (x)

rr

w''= (2.44)

lloraz Mg(x)/EJy(x) zostat obliczony w

kolumnie 6.
W celu uzyskania kata ugiecia d=w’ nalezy
scatkowac (2.44).

r M _(x
9(X)=w'=fAdX+C (a)
0 E‘]y(x>

Catka po prawej stronie réwnania (2) zostata
oznaczona jako [, a Je] wyniki dla kolejnych
weztdw umieszczono w kolumnie 7.

Z warunku brzegowego w utwierdzeniu
x=61,5m (wezet i=8) wynika, ze w tym wezle:

9(61,5m)=0 ,astad: C=0,1786 rad

Uzyskany, po podstawieniu wartosci C do (a),
kat ugiecia & znajduje sie w kolumnie 8.

W celu uzyskania linii ugiecia w(x) nalezy
scatkowac uzyskang funkcje 3(x).



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. Linia ugiecia belki [wlasne]

Zagadnie linii ugiecia dla belki (fopaty turbiny) o zmiennym rozktadzie sztywnosci EJy(x)

Przyktad 4. Rozwigzanie c.d. 2
Linia ugiecia obliczymy ze wzoru:

w(x):i 3(x)dx+D (b)

Wynik obliczenia catki po prawej stronie
rownania (b), oznaczonej jako [,, umieszczono

w kolumnie 9. Statg catkowania D wyznaczymy
z warunkow brzegowych.

Z warunku brzegowego w utwierdzeniu
x=61,5m (wezel i=8) wynika, ze w tym wezle
ugiecie jest zerowe, a zatem:

w(61,5m)=0 , stad: D=-4,7069 m

Po uwzglednieniu wartosci D otrzymamy
funkcje ugiecia w(x) — kolumna 10

Na podstawie analizy wynikdw kata ugiecia
J(X) (kolumna 8) oraz ugiecia w(x) — kolumna
10, mozna odczytaC wartosci maksymalne
kata oraz strzatke ugiecia:

8...=|9(0)|=0,179 rad

w =|w(0)|:4,71m

Whniosek: wierzchotek topaty turbiny pod
wplywem sit aerodynamicznych - obcigzenia
g(x) - przemiesci sie o okoto 5m. Jest to w
przyblizeniu wartos¢ odpowiadajaca
wymiarowi Srednicy wiezy turbiny.



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. Linia ugiecia belki [wlasne]
Zagadnie linii ugiecia dla belki (fopaty turbiny) o zmiennym rozktadzie sztywnosci EJ (x)

0,18
Przyktad 4. Rozwiagzanie c.d. 3 0,16
0,14
Wyniki funkcji kata ugiecia 9(x) oraz linii g o1
ugiecia w(x) pokazano na rysunku 5 (obok) s g;g
£ 006
Notka: Catkowanie, podobnie jak w 0,04
przyktadzie 2, przeprowadzono za pomoca oo
metody trapezow: 0 10 20 o oo 50 60
1 0,0
Jll(xi):fl(xi—l)-FE[W' (x)+w " (x| (=%, o} 10 20 P 0 %
-1,0
M (x -15
gdzie: w"(x)zL _ 20
EJy(X) % 25
1 -3,0
,fz (Xi):,[z(xi—l)"'i[g(xi)"' 9(Xi—1>}'<xi_xi—1> 23
-4.5
Przy czym dla i=1 mamy: =0 oraz [,=0 X [m]

Rys. 5 Rozklad kata ugiecia J(x) oraz linii ugiecia w(x)
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Zginanie proste belki. Linia ugiecia belki [wlasne]
Zagadnie linii ugiecia dla belki (fopaty turbiny) o zmiennym rozktadzie sztywnosci EJy(x)

Przyktad 4. Komentarz

Notka: W przyktadzie 4 zalozono w Increasing Chord length
uproszczeniu, ze osie gtowne centralne J Jsumpllf.ed formanufacture) -
poszczegolnych przekrojow (profili) topaty sa LIl

do siebie rownolegte.

W stosowanych topatach turbin, oddalajac sie
od piasty, profile i ich gtdwne centralne osie
Jlokalne” ulegaja skreceniu. P iy
Dla typowych geometrii fopat (NREL 5MW) e |
roznica w katach skrecenia profili wynosi
okoto 13 stopni. DU93-W-210 Aerofoil

Rozwiazanie zagadnienia wymaga wtedy @

wprowadzenie uktadu globalnego, w ktorym
wyznacza sie obcigzenie oraz uktadow

lokalnych, w  ktorych  wyznacza sie
odksztalcenia Rys. 6 Skrecenie profili topaty [https://pl.pinterest.com/]
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Zginanie proste belki. Macierz sztywnosci belki/topaty [witasne]

Wprowadzenie do pojecia sztywnosci

Rozwazmy belke wspornikowg o danych
wiasnosciach przekroju.

Obierzmy wezet ,1” w okreslonym przekroju tej
belki (np. na swobodnym jej koncu), w ktérym
przytozymy  obcigzenie oraz  bedziemy
analizowac ugiecie tej belki.

Jesli na skutek przytozenia sity skupionej p, do
wezta ,1” zaobserwujemy przemieszczenie tego
wezta o w, to mozemy sformutowac réwnanie:

(2.46)

gdzie k, jest sztywnoscig belki w wezle “1”.

p.=kyw, ,

Na podstawie (2.46) mozemy zdefiniowac
sztywnosc¢ jako stosunek sity dziatajgcej na
wezet konstrukcji do przemieszczenia sie tego
wezta pod wplywem dziatania sity. Sztywnosc
mozemy wyraziC¢ wzorem:

_»
wy

k, [N/m],  (2.47)

Czesto uzywa sie jeszcze
rownowaznej definicji sztywnosSci:
sztywnos¢ jest rowna co do
wartosci sile, ktora wywotuje
Jjednostkowe przemieszczenie
okreslonego wezia konstrukcji.

W tym miejscu nalezy jednak
pamietac, ze sita jest wyrazona w
[N] (lub jednostkach pochodnych)
natomiast jednostka sztywnosSci
jest [N/m].

Rys. 7
Sztywnosci
pomocniczy.

Definicja
rys.
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Zginanie proste belki. Macierz sztywnosci belkiltopaty [Wilson (2003)]

Wprowadzenie do pojecia sztywnosSci

Notka: zauwazmy, ze znajgc sztywnos$¢ danej
konstrukcji obliczenie przemieszczen na skutek
dziatania sit, jak rowniez sit reakcji na skutek
wymuszonych przemieszczen jest zagadnieniem
trywialnym.

Macierz sztywnosci

Przeanalizujmy teraz bardzo podobny przypadek -
belke wspornikowag, w ktorej przedmiotem analizy bedg
dwa wezlty ,1” i ,2”. W celu opisania sztywnosci tego
“uktadu” nie wystarczy juz jeden parametr, nalezy
postuzy¢ sie macierzg sztywnosci K.

Rozwazmy teraz dwa uktady sit:

Uktad 1: przykladamy do wezta “1” site ki, natomiast
do wezila “2” site k.; o tak dobranych wielkoSciach, aby
ugiecie belki w wezle “1” bylo jednostkowe (wynosito
w1=1m) natomiast przemieszczenie wezta “2” wynosito
zero: w,=0.

Uktad 2: przyktadamy do wezta “1” site k21, natomiast
do wezta “2” site ko, 0 tak dobranych wielkosciach,
aby ugiecie belki w wezle “1” wynosito zero: w;=0,
natomiast przemieszczenie wezta “2” wynosito byto
przemieszczeniem jednostkowym wynosito w,=1m.

|
|—1—-‘
ki G kiz

(a) (b)

TTr7y777 rrrnrri

Rys. 8 Definicja macierzy sztywnosci.
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Zginanie proste belki. Macierz sztywnosci belkiltopaty [Wilson (2003)]

Macierz sztywnosci

Uzyskane w ten sposob wartosci k,, k,,, k,, i k,, Sa
elementami macierzy sztywnosci, ktéra wigze
przemieszczenia weztow w, i w, z sitami
zewnetrznymi p, i p, do tych weztow przytozonymi
(lub z sitami sprezystosci g, i g, w tych wezach, na
skutek ich przemieszczen v, , v, 0 czym bedzie mowa
dale)).

Zwigzek pomigdzy sitami zewnetrznymi p, i p, a
przemieszczeniami weztow w, i w, okresla ponizszy

wzOr macierzowy:
pi|_| Kk Kpf|w, (2.48-1)

P> Ky Kyl||w,

lub — stosujgc notacje macierzowa;:

pP=Kw , (2.48-2)

gdzie:
p= P - wektor obcigzen (sit skupionych p)
P> przytozonych w weztach,
k11 k12 : L
K= - macierz sztywnosci uktadu,
_k21 k22
w, . . ,
w= - wektor przemieszczen weztow w, .
W,

Rownanie (2.48-1) mozna zapisacC w (rownowaznej)
postaci uktadu rownan skalarnych:

pi=k,w +k,w,

, 2.48-3
p,=ky wi+k,,w, ( )
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Zginanie proste belki. Macierz sztywnosci belkiltopaty [Wilson (2003)]
Macierz sztywnosci

Rownania (2.48) sa prawdziwe, gdy jedyna W przypadku, gdy liczba weztéw wynosi N
odpowiedzig na obcigzenie zewnetrzne p,, p, sg sity otrzymamy ogolny zwigzek pomiedzy  sitami
sprezystosci belkiflopaty (a ogdlnie konstrukcji). W  SPrezystosci a przemieszczeniami weztow:

przypadku ogolnym (dynamika fopaty) po prawej "o np .
stronie réwnania (2.48) pojawig si¢ inne cztony (czton s, kiyy  kypo o k|| wy
sit inercji oraz sit ttumienia). k K ek
W zwiazku z tym wprowadzimy pojecie wektora sit qu =| "2l 2 2N "‘.}2 (2.50-1)
sprezystosci q, ktorego sktadowe obliczane bedg za : X : .. : :
pomocg macierzy sztywnosci oraz wektora qN kN1 sz kNN Wy
przemieszczen: . « kb ok .
” ” Ktory mozemy zapisa¢ w postaci uktadu réwnan:
w —
[qﬂ]:[kn k12 Mo (2.49-1) Qi =k Witk wyte -tk ywy
w —
s Sl | S Q5= Ky W1+k22.W2+'”+k2NWN (2.50-2)

lub — stosujgc notacje macierzowa;:

q.=Kw . (2.49-2) Qon =Ky Wit Ky, Wyt +kyywy
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Zginanie proste belki. Macierz sztywnosci belki/topaty [witasne]

Macierz sztywnosci

Podsumowujac:

Element k; macierzy sztywnosci definiujemy jako
site, ktéra dziatajgc na wezel i wywotuje sprezyste
przemieszczenie w=1m wezta j, w warunkach gdy
wszystkie przemieszczenia wi=0 dla k#j.

Notka: Jednostkg elementu macierzy sztywnosci k;
jest [N/m]

Przyktad 5. Wyznacz macierz sztywnosci belki
(fopaty turbiny) opisanej w przyktadzie 4 o
konfiguracji weztow jak narys. 9 ,0".

Uwaga: w celu wyznaczenia macierzy sztywnosci
nie potrzebujemy znacC ukiladu sit (o konkretnych
wartosciach), potrzebujemy jedynie zna¢ wezly, w
ktorych obcigzenie bedzie przyktadane.

nou) 1. 2 . 3. :
0,0 10,0 20,0 30,0 40,0 50,0 60,0:
x [m]
1l1 N 2 \
a) %) 3l E
1 2!,1 N \
b) Q 3! E
1 2 41 N
C) o . 3

Y i ddddd

Rys. 9 Wyznaczanie macierzy K topaty turbiny.
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Zginanie proste belki. Macierz sztywnosci belki/topaty [witasne]

Macierz sztywnosci
Przyktad 5. Rozwiazanie.

W celu uzyskania rozwigzania
nastepujgce tok postepowania:

obierzemy

1. Obliczymy ugiecia pod wplywem  sit
jednostkowych przyktadanych w kolejnych weztach.

2. Na podstawie obliczen z punktu “1” wyznaczymy
macierz, ktorg roboczo nazwiemy “macierzag
elastycznosSci”, dzieki ktdrej na podstawie znanych
obcigzen wyznaczac¢ bedziemy przemieszczenia w
weztach

3. Na podstawie zwigzku pomiedzy ukfadem
obcigzen a rozkladem przemieszczen wezidw
(znajac  “macierz  elastycznosci’) wyznaczymy
macierz sztywnosci.

nou) 1. 2 . 3. :
0,0 10,0 20,0 30,0 40,0 50,0 60,0:
x [m]
1l1 N 2 \
a) %) 3l E
1 2!,1 N \
b) Q 3! E
1 2 41 N
C) o . 3

Y i ddddd

Rys. 9 Wyznaczanie macierzy K topaty turbiny.
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Zginanie proste belki. Macierz sztywnosci belki/topaty [witasne]

Macierz sztywnosci
Przyktad 5. Rozwigzanie. Ciag dalszy

W celu wyznaczeniu ugiecia bedziemy postepowac "O") 1 2 3 R
analogicznie jak w przykladzie 4, z ta réznica, ze 05 T e
rozklad momentu gngcego obliczymy z prostej x[m]
reguty ramie x sita i tak dla kolejnych przypadkow
bedziemy mieli: 1N
a) 1 2- 3. E
Mg(x)Z(x—xm)-(lN) (@) )
dl : 2!1 N \
g \
( 1N
0 dla x<x 1 2 l R
M, (x)= 3 ©  © : >

Rys. 9 Wyznaczanie macierzy K topaty turbiny.
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Zginanie proste belki. Macierz sztywnosci belkiltopaty [wiasne]
Macierz sztywnosci
Przyktad 5. Rozwiazanie. Ciag dalszy 2

Chociaz funkcja rozktadu momentu jest liniowa, to pamietajgc, ze rozktad sztywnosci EJy jest silnie
zmienny wzdtuz osi x rozwigzemy zadanie metoda “tabelkowg”. W tabeli 1 — obliczenia rozktadu w(x) dla
obcigzenia jednostkowego w wezle [1].

Tabela. 1 Wyznaczanie przemieszczen weztow topaty na skutek obcigzenia 1N w wezle [1].

D N L N A T
---_ 6 7 8 9 10 |

1 [1] 0,0 0,0139e+9 0,00000000 0,00000000 -0,00000423 0,00000000 0,00008076

3 [2] 20,0 0,1477e+9 0,00000014 0,00000261 -0,00000162 -0,00006196  0,00001880

5 [3] 40,0 1,5863e+9 0,00000003 0,00000395 -0,00000029 -0,00007832  0,00000243

5 60,0 12,9211e+9 0,00000000 0,00000423 -0,00000001 -0,00008075  0,00000000
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Zginanie proste belki. Macierz sztywnosci belkiltopaty [wiasne]

Macierz sztywnosci
Przyktad 5. Rozwigzanie. Ciag dalszy 3

W tabeli 2 — obliczenia rozktadu w(x) dla obcigzenia jednostkowego w wezle [2].

Tabela. 2 Wyznaczanie przemieszczen weztow topaty na skutek obcigzenia 1N w wezle [2].

T e ) =

1 [1] 0,0 0 0139e+9 0,000000000 0,00000000 -0,00000040 0,00000000 0,00001545
--———————
E [2] 20,0 0,1477e+9 0,000000000 0,00000000 -0,00000040 -0,00000806  0,00000739
--———————
E [3] 40,0 1,5863e+9 0,000000013 0,00000024 -0,00000016 -0,00001403  0,00000143
--———————
- 5 60,0 12,9211e+9 0,000000003 0,00000040  0,00000000 -0,00001545 0,00000000




t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. Macierz sztywnosci belkiltopaty [wiasne]

Macierz sztywnosci
Przyktad 5. Rozwiazanie. Ciag dalszy 4

W tabeli 3 — obliczenia rozktadu w(x) dla obcigzenia jednostkowego w wezle [3].

Tabela. 3 Wyznaczanie przemieszczen weztdw topaty na skutek obcigzenia 1N w wezle [3].

T e ) =

1 [1] 0,0 0 0139e+9 0,000000000 0,00000000 -0,00000004 0,00000000 0,00000188
--———————
E [2] 20,0 0,1477e+9 0,000000000 0,00000000 -0,00000004 -0,00000073  0,00000115
--———————
E [3] 40,0 1,5863e+9 0,000000000 0,00000000 -0,00000004 -0,00000145  0,00000042
--———————
- 5 60,0 12,9211e+9 0,000000002 0,00000003  0,00000000 -0,00000188  0,00000000




t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. Macierz sztywnosci belki/topaty [witasne]

Macierz sztywnosci
Przyktad 5. Rozwigzanie. Ciag dalszy 5

Uzyskane wyniki przemieszczen poszczegolnych wezidw na skutek dziatania obcigzenia (a), (b) lub (c)
zebrano w tabelach ponizej.

Tabela. 4 Zbiorcze wyniki przedstawiajgce przemieszczenia (ugiecia) na skutek dziatania stanu obcigzenia (a), (b) i (c)

a) Wezet g [N] w,[m] b) Wezet q_ [N]  w,[m] c) Wezet g [N]  w,[m]
1 1  80,76e-6 1 0 15,45e-6 1 0 1,88e-6
2 0  18,80e-6 2 1 7,39e-6 2 0 1,15e-6
3 0 2,43e-6 3 0 1,43e-6 3 1 0,42e-6

Zaktadajgc zasade superpozycji: odksztatcenie od sumy obcigzen jest réwny sumie odksztatceh od
kazdego obcigzenia z osobna, mozemy sformutowac réwnanie macierzowe:

w,| [80,76e-6 15,45e-6 1,88e-6]|4s:
w,|=|18,80e-6 7,39e-6 1,15e-6||q,, (d)
w,| | 243e-6 1,43e-6 0,42e-6||q.,




t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. Macierz sztywnosci belki/topaty [witasne]

Macierz sztywnosci
Przyktad 5. Rozwigzanie. Ciag dalszy 6

Mozna tatwo wykazaé, ze podstawiajagc za wektor q jedno z obcigzen, ktére zostatlo zadane, do
wyznaczenia macierzy, np.: ga=[1, 0, 0] otrzymamy wczesniej wyliczony wektor odksztatcen w:

w, |=[18,80e-6
W, I 2,43@-6

7,39e-6

w,| [80,76e-6 15,45e-6 1,88e-6|[1] [80,76e-6-1+15,45¢-6-0+1,88e-6-0| [80,76e-6
1,15e-6 || 0|=| 18,80e-6-1+7,39e-6-0+1,15e-6-0 |=|18,80e-6
1,43e-6  0,42e-6||0] | 2,43e-6-1+1,43e-6-0+0,42e-6-0 | | 2,43e-6 |

Analogicznie dostaniemy wynik dla wektoréw ortogonalnych qu)=[0, 1, 0] i q«=[0, O, 1].
Poniewaz dowolny wektor sit Qs=[Qs1,9s2,0ss] moze byC przedstawiony jako kombinacja (suma i/lub

zwielokrotnienie) wektorow q), qu), q

qsl 1
qu :q51 O
_qs3. O

+qs2

0
1

IOI

+q53

0
0

I1I

(c)-

Stosujgc rownanie (d) mozemy obliczy¢ przemieszczenia dla dowolnego wektora sit qs=[qs1,q9s2,q9s3]



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. Macierz sztywnosci belki/topaty [witasne]

Macierz sztywnosci

Przyktad 5. Rozwiazanie. Ciag dalszy 7

Aby “zbudowac” macierz sztywnosci potrzebujemy znalez¢ takie wektory obcigzen qsa), Gse) | gsc), ktore
Wywo’fajaz przemieszczenia weztdéw, odpowiednio: wu=[1, 0, 0], we)=[0, 1, 0], w)=[0, 0, 1] (patrz: deflnlc:/a
macierzy sztywnosci). Korzystajqc z bezposrednio z tej def|n|c1| zadanie to sprowadzi sie do rozwigzania 3

uktadow rownan: 111 g0 76e-6 15,45e-6 1,88e-6 || Tsn:
0|=|18,80e-6 7,39e-6 1,15e-6 ||q.,, A)
0] |243e-6 143e-6 042e6]q,,.
0] [80,76e-6 15,45e-6 1,88e-6 || Qss:
1|=|18,80e-6 7,39e-6 1,15e-6 ||q.,, (B)
0] |243e-6 1,43e-6 0,42e-6|q. .
0] [80,76e-6 15,45e-6 1,88e-6 ]| qsc:
0|=|18,80e-6 7,39%e-6 1,15e-6 ||q.., ©)
1] | 243e-6 1,43e-6 0,426 q. .




t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. Macierz sztywnosci belki/topaty [witasne]
Macierz sztywnosci

Przyktad 5. Rozwigzanie. Ciag dalszy 8
Po rozwigzaniu rownan (np. metoda Gaussa, metoda wyznacznikow, itp), macierz sztywnosci zbudujemy w

nastepujacy sposob:
ki ki kis| |dar 9s1 9scn

K=ky, ky Kkp|=|der 92 Gsca e)
_k31 Ky, k33.

dsaz A3 Clsc3_

Macierz sztywnosci mozemy wyznaczyC rowniez w nastepujacy sposob.
Zapiszmy rownanie (d) postugujac sie notacjg macierzowa:

80,76e-6 15,45e-6 1,88e-6 |
w=Eq., (1) gdze: E=|18,80e-6 7,39e-6 1,15e-6
| 2,43e-6  1,43e-6 0,42e-6

Po przemnozeniu lewostronnie przez E* dostaniemy:

E_1W:E_1Eqs, a po uporzadkowaniu: qS:E_lw (d.2)



t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. Macierz sztywnosci belki/topaty [witasne]

Macierz sztywnosci

Przyktad 5. Rozwigzanie. Ciag dalszy 9
Réwnanie (d.2) jest po prostu réwnaniem (2.49-2) opisujgcym zwigzek miedzy przemieszczeniem weztow a

sitami sprezystymi do nich przytozonymi:
q.=Kw

A z tego wynika, ze macierz sztywnosci jest odwrotnoscig macierzy E
K=E'

Macierz odwrotna moze by¢ wyznaczona, na przyktad metodg Gaussa-Jordana
[https://www.naukowiec.org/wiedza/matematyka/metoda-gaussa-jordana_622.html].
Mozna rowniez skorzystac¢ z funkcji MINVERSE(:) (Excel, LibreOfffice)

Stad po obliczeniach otrzymamy:

261447 -68091,2 69411,6 |
K= -91398,0 525846,0 -1030701,8 [IN/m]

159922,7 -1396424,5 5488651,1_(



https://www.naukowiec.org/wiedza/matematyka/metoda-gaussa-jordana_622.html

t opata turbiny jako belka zginana

Zginanie proste belki. Macierz sztywnosci belki/topaty [witasne]

Macierz sztywnosci
Przyktad 5. Rozwigzanie. Ciag dalszy 10

Sprawdz samodzielnie, jakie wyniki g_ otrzymasz podstawiajgc za w rezultaty uzyskane z uktadow obcizen
(@), (b) i (c), czyli odpowiednio: W= [80,76e-6; 18,80e-6; 2,43e-6]m ; W)= [15,45e-6; 7,39e-6; 1,43e-6]m ;
W~ [1,88e-6; 1,15e-6; 0,42e-6]m ? Skomentuj uzyskany rezultat.



Wstep do dynamiki belki (topaty turbiny)

Uktad o jednym stopniu swobody (1 DoF)

Masa skupiona
Przeanalizujmy belke z jednym wyréznionym weziem (Patrz “Wprowadzenie do

pojecia sztywnosci’). W celu modelowania dynamiki tej belki (tego wezta), musimy
przypisa¢ mu mase.

Na potrzeby modelowania zaktada sie, ze masa jest skupiona jedynie w wezle (w
punkcie), pozostata czes¢ belki jest niewazka. (Jest to duze uproszczenie, jednak
zaktadamy, ze omawiany przykfad jest jedynie wprowadzeniem do modelowania
dynamiki belki/topaty turbiny).

Analize dynamiki belki zamierzamy przeprowadzi¢ w oparciu o analize pojedynczego
wezta — punktu masowego. Wiemy, ze obrany wezet bedzie (prawdopodobnie)
wykonywat ruchy o wiekszej amplitudzie niz pozostate przekroje belki. Przyktadowo,
przekroju w poblizu miejsca utwierdzenia beda sie poruszaC ze znacznie mniejszg
amplituda. W zwiazku z tym masa jaka przypiszemy weztowi nie bedzie odpowiadac
masie catej (rzeczywistej) belki, a jedynie pewnej czesci tej masy, co mozemy zapisac
jako:

[
mlzflfm(x)dx, (3.1)
0

Gdzie m, masa skupiona wezta, m(x) — rozktad liniowy masy belki [kg/m], f, -
wspotczynnik okreslajgcy czes¢ masy belki sprowadzong do wezta 17, f = (0,1) Rys. 1



Wstep do dynamiki belki (topaty turbiny)

Uktad o jednym stopniu swobody (1 DoF)

Masa skupiona

W wspétczynnik f, miesci sie w przedziale od 0 do 1, zwykle (w uktadzie pokazanym
na rys 1.) jest mniejszy od 0,5, ale to zalezy od rozktadu funkcji m(x). Wartos¢ tefo
wspolczynnika wyznacza sie na podstawie metod energetycznych (metoda
Rayleigha) w ten sposob, aby czestosci wlasne modelu (uktadu zastepczego z masg
skupiong) oraz belki rzeczywistej byty zgodne [Wilson 2003].

Inng (prostszg, ale mniej doktadng metoda) jest przypisanie weztowi (weztom) masy z
odcinka belki “przypadajacego” danemu weztowi:

X1, max
m,= f m(x)dx (32
X1, min

W przypadku przedstawionym na rys. 1 przyjmujemy zwykle, ze x

1,min
zaktadajac, ze przekrdj x=0 znajduje sie na swobodnym koncu belki.
Metoda okreslona wzorem (3.2) jest szczegolnie przydatna w przypadku
zastosowania wiekszej liczby weztow.

=0; x,,_ =2,

1,

Catka w réwnaniu (3.2) jest najczesciej obliczana numerycznie, gdyz rozktad masy
m(x) jest funkcjg podang w formie tabelarycznej.

Rys. 2



Wstep do dynamiki belki (topaty turbiny)

Uktad o jednym stopniu swobody (1 DoF)
Rownanie ruchu

Réwnanie ruchu pojedynczego wezta o masie m1l mozemy sformutowac stosujac |l
zasade dynamiki Newtona:

m1w1:ZFi , (3.3)

Przy czym prawa strone réwnania mozemy zapisac w postaci sumy sit zewnetrznych
| “wewnetrznych” modelowanego uktadu, wtedy:

ZFi:pl(t)_C1W1_k1W1 ,  (3.4)
i

A po podstawieniu do (3.3) uzyskamy:
m,w,+c, w,+k,w,=p,(t) . @5

gdzie: k, jest sztywnoscig belki (okreslang dla wezta “1”), ¢, to wspotczynnik ttumienia
okresSlany, na przyktad, z préby oscylacji swobodnych, p (t) to sita zewnetrzna
dziatajgca na wezet/mase “1”.

Cziony po lewej stronie rownania to kolejno: czion inercyjny (sita

inercji/lbezwtadnosci), czion tlumienia (sita tlumienia) oraz czion reprezentujgcy Rvs. 2
sztywnos$é uktadu (sita sprezystosci). ys.



Wstep do dynamiki belki (topaty turbiny)

Uktad o jednym stopniu swobody (1 DoF)

Roéwnanie ruchu

Réwnanie (3.5) byto, oraz jego rozwigzania, byto juz omawianie w ramach innych kursow (MKW 1), wiec w tym
miejscu ograniczymy sie do komentarza, ze omoéwione rozwigzania (wtasnosci uktadu) majg zastosowanie
réwniez w tym przypadku.

W szczegolnosci stosujg sie tu rowniez wzory opisujace czestos¢ wikasng drgan/oscylacji, oraz charakterystyka
opisujgca zaleznos¢ amplitudy odpowiedzi (ruchu) od amplitudy wymuszen, jak i zaleznoS¢ opisujgca
przesuniecie w fazie pomiedzy odpowiedzig a wymuszeniem.



Wstep do dynamiki belki (topaty turbiny)

Uktad o wielu stopniach swobody [Wilson 2003]

Macierz mas (macierz inercji)

Rozwazmy teraz belke z przyktadu 5. Dodatkowo
przypiszmy jej pewien rozktad masy m(x) (ktéry moze
by¢, na przyktad, opisany tabelarycznie).

Na podstawie funkcji rozktadu masy m(x) mozemy
obliczy¢ masy skupione w poszczegolnych weztach, w
tym celu postuzymy sie rownaniem (3.2).

Masy te beda okreslone wzorami:

m= [ m(x)dx

Xl,min

(3.2-1)

m,= f m(x)dx |

XZ,min

(3.2-2)

m,= [ m(x)dx

XZ,min

(3.2-2)

Przy czym granice przedziatow catkowania mozna
zdefiniowac nastepujgco:
X, min = 0 — koniec belki,
Xy max = Xomn = (X;tX,)/2 = 10m — w potowie odlegtosci
pomiedzy weztami “1” i “2”
X5 max = Xamin = (XX )2 = 30m

)/2 = 50m — w potowie miedzy weziem a

X3,max = (X3+Xkoniec
punktem utwierdzenia.
1 2 3

0,0 10,0 20,0 30,0 40,0 50,0 60,

a)

O
N’
®
®

FLArrrs

Rys. 3 Masy skupione



Wstep do dynamiki belki (topaty turbiny)

Uktad o wielu stopniach swobody [Wilson 2003]

Macierz mas (macierz inercji)
Po obliczeniu mas skupionych kolejnych weztéw

mozemy zbudowa¢ macierz mas jako macierz m, o - 0
diagonalng:
M= 0 LI 0 (3.7)
.m 0 0 X : . :
Bk 0 0 - my
M= 0 m, O (3.6) - y
0 0 my

Im wieksza jest liczba weziow, tym doktadniej jest
odwzorowany rozkitad masy wzdtuz belki i tym
mniejsze ma znaczenie przyjeta metoda dystrybucji
mas pomiedzy wezty (o ile nie jest ona z gruntu
btedna).

Ogodlnie, dla N weziébw macierz M ma nastepujaca
postac:



Wstep do dynamiki belki (topaty turbiny)

Uktad o wielu stopniach swobody [Wilson 2003]
Macierz ttumienia

Macierz tlumienia jest macierza kwadratowg o
nastepujgcej postaci:
Cii Cp Cin
C=|C¢21 Cxn " Con| (3.8)
Cn1 Cno2 C NN

a sita ttumienia qp; przytozona do wezta i jest liniowg
kombinacjg predkosci weztow dwi/dt. Wspotczynniki c;
opisujace wptyw predkosci j-tego wezta na ttumienie w
wezle i-tym nazywamy wspofczynnikami  wplywu
tlumienia. Sita ttumienia w i-tym wezle wyrazona jest

wzorem:
ore N

Api—C Wit Cyy W2+°"+C1NWN:Z CiW;i,
j=1
(3.9-1)

Powyzsze mozna zapisa¢ w formie macierzoweyj:

dp1
Clpz

dpn

Cn1

Cno

N

lub stosujac notacje macierzowa;:

q,—=Cw .

(3.9-3)

, (3.9-2)

Sa rozne sposoby uzyskiwania wspoétczynnikow
macierzy ttumienia. Zasadniczo metody te opierajg sie
na wykorzystaniu danych eksperymentalnych.



Wstep do dynamiki belki (topaty turbiny)

Uktad o wielu stopniach swobody [Wilson 2003]

Macierz ttumienia. Wyznaczanie wspoétczynnikdéw macierzy C

Jedng z metod uzyskiwania macierzy ttumienia, jest
okreslanie jej w formie tumienia Rayleigha, gdzie
macierz C buduje sie w oparciu o zalozenie, ze
elementy cij sg proporcjonalne mas uktadu oraz do
elementdw macierzy sztywnosci. Zaleznos¢ ta
opisana jest nastepujgco:

C=a,M+a,K,

gdzie ai i a; sg statymi.

(3.10)

State a; i a mozna wyznaczy¢ na drodze
eksperymentalnej w oparciu o prébe oscylacji
swobodnych (patrz teoria z innych kursow, np. MKW

).

Wyprowadzajac ukfad z potozenia réwnowagi (np.
poprzez przemieszczenie ,statyczne” (powoli) jednego
z wezibw, a nastepnie “uwolnienie” tego wezia),
mozna wyznaczy¢ funkcje (wykres) zanikania
oscylacii.

W przypadku ukladow o wielu stopniach swobody
obserwuje sie oscylacje na wiecej niz jednej czestosci
(dla 3 stopni swobody beda to 3 czestoSci), tak
zwanych czestosci modalnych.

Analiza widmowa uzyskanych wynikow pozwala na
“wyodrebnienie” tych  czestosci i  uzyskanie
wspotczynnikédw tlumienia odrebnych dla kazdej z
zaobserwowanych czestosci.

Na potrzeby wyznaczenia macierzy ttumienia w formie
Rayleigha wystarczy wyznaczy¢  wspotczynniki
ttumienia dla dwoch czestosci, np. wx i wWn Wowczas
wspotczynniki a; i a; otrzymaé z uktadu dwoch rownan:
Wy, 1 W, 1
Vk:_a1+ C12 ; Vm:_al+

2 00, 2 2

2w,
(3.11)
Najczesciej drgania na 2 pierwszych czestosciach
modalnych sg dominujgce, wiec do uzyskanie
wspotczynnikdw ai i a; uzywa sie vi i v;



Wstep do dynamiki belki (topaty turbiny)

Uktad o wielu stopniach swobody [Wilson 2003]

Macierz ttumienia. Eksperymentalne wyznaczanie wspoétczynnikow ttumienia [H. Pruszko 2021]

Przyktadowe stanowisko do pomiaréw oscylacji
swobodnych pfata wykonanego z widkna weglowego
pokazane zostato na Rys. 4. Zarejestrowany przebieg
oscylacji swobodnych pokazano na Rys. 5

Damping coefficient

. Ij ol ' ‘ﬂ —Time history
- } "-."a: _ e — b1
3 r = b :I i % 10 P
=
@ 5’
=
:
g 0 |“
<
-5
-10 ' ' ' ' '
e - 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Rys. 4. Stanowisko do pomiarow oscylacji ptata. Time [s]

[H. Pruszko 2021]

Rys. 5. Pomiar oscylacji swobodnych [H. Pruszko 2021]



Wstep do dynamiki belki (topaty turbiny)

Uktad o wielu stopniach swobody [Wilson 2003]

Roéwnanie ruchu - metoda Newtona

Jedng z metod wyznaczania ruchu mas skupionych
jest zastosowanie Il zasady dynamiki Newtona.
Stosujac tg zasade do mas skupionych m. dostaniemy

nastepujacy uktad réwnan:

ZFZ,l:lel '

Gdzie:

(3.12)

Z FZ ; - suma sit dziatajgcych na mase skupiong
" m. na kierunku Oz

Z, - przyspieszenie masy m, (na kierunku Oz)

Przyktadowo dla belki z przyktadu 5 posiadajacej masy
skupione m. (omowione w punkcie ,Macierz mas”),

uwzgledniajac, ze przemieszczenie weziow
oznaczymy jako w, (zamiast Zz), dostaniemy
nastepujacy uktad réwnan:

Pi—qs—qp=m;w, (3.13-1)

gdzie prawa strona rownania reprezentuje sume sit
dziatajgcych na mase m. p, jest sitg zewnetrzng
(aerodynamiczng), g, to sita sprezystosci (od
sztywnosci belkitopaty) opisana réwnaniem (2.50-2), q,,.
to sita ttlumienia dziatajaca na mase m, opisana
rownaniem (3.9-1).

Réwnanie (3.13-1) zapisane w postaci macierzowej (dla
belki z trzema weztami) bedzie nastepujace:

m, 0 0 }w| |c,; € Cp||W,
0 m, O|[wy|¥|cy Cp Cxf|lW,
_ 0 0 ms _Ws_ €31 G C33 _Ws_
ki, Ky kp||wi| | P
tky Ky Ky||Wy|=| D2 (3.13-2)
_k31 K3, k33. | W3| | P3|




Wstep do dynamiki belki (topaty turbiny)

Uktad o wielu stopniach swobody [Wilson 2003]

Rownanie ruchu — metoda Newtona
Réwnanie macierzowe (3.13-3) mozna zapisaC w
skroconej formie:

Mw+Cw+Kw=p , (3.13-3)
lub w postaci uktadu rownan (tutaj trzech réwnan):

Mmw,+Cy W +C, Wyt C;3 Wy
+k;;witki, wotkisws=p;, , (3.13-4)

Powyzszg posta¢ mozna fatwo przeksztatcic w ten
spos6b, aby wyznaczyC przyspieszenie i-tej masy, a
zatem mozna je uzyC do rozwigzania zagadnienia
ruchu mas (w dziedzinie czasu) przy uzyciu metod
numerycznych (np. metodg jawng Eulera [explicit
Euler]).
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