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Systemy elektromechaniczne – przykładowy model

Przykład 4

Cel modelowania: zbudować model obcowzbudnego silnika prądu stałego (SPS) pozwalający 
badać zachodzące w nim procesy przejściowe elektromechaniczne
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Idealizacja trzech wyróżnionych podsystemów:

 mechanicznego
 elektrycznego – obwodu wzbudzenia
 elektrycznego – obwodu twornika

Część elektromagnetyczna:

Rt Lt

t

it

ut

Lw

Rw iw
uw

ut - napięcie twornika
it - prąd twornika
Rt - rezystancja twornika
Lt - indukcyjność twornika

t - strumień twornika

w

uw - napięcie wzbudzenia
iw - prąd wzbudzenia
Rw - rezystancja wzbudzenia
Lw - indukcyjność wzbudzenia

w - strumień wzbudzenia
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Równania ruchu systemu – podsystem mechaniczny

 
   tMtM

dt

td
J on 



Prawo zachowania – równanie równowagi – II prawo dynamiki Newton’a

t : czas  s

J : bezwładność wypadkowa sprowadzona do wału silnika, czyli bezwładność obejmująca

wirnik silnika i części ruchome układu napędzanego  2mkg 

 : prędkość kątowa wału silnika  1s

nM : moment napędowy działający na wał silnika  mN 

oM : moment oporowy działający na wał silnika  mN 
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Zależności wiążące

Moment napędowy nM określony jest w teorii maszyn elektrycznych wzorem

     titctM twMn 

Mc : współczynnik stały dla określonego silnika, zależny od jego danych konstrukcyjnych

 11   AWbmN

w : strumień magnetyczny (strumień indukcji magnetycznej|) obwodu wzbudzenia

 Wb

ti : prąd twornika  A
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Wybrane zmienne systemu: momenty obrotowe, prędkości i położenia kątowe, prądy, 
napięcia   należy wyrugować strumień magnetyczny obwodu wzbudzenia jako zmienną

oraz

      titictM twwMn  

Przyjmiemy na razie, że moment oporowy jest dowolną funkcją czasu

Charakterystyka magnesowania obwodu wzbudzenia

 

ww ,  

wi  

  tiww

Otrzymane równanie ruchu podsystemu mechanicznego

 
      tMtitic

dt

td
J otwwM  



    tit www  

Możemy napisać

w : funkcja magnesowania obwodu wzbudzenia
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Równania ruchu systemu – podsystem obwodu wzbudzenia

Prawo zachowania – równanie spójności – II prawo Kirchhoff’a dla oczka obwodu 
wzbudzenia 

     tututu
ww LRw 

t : czas  s

wu : napięcie podawane na uzwojenie wzbudzenia  V

wRu : napięcie na rezystancji uzwojenia wzbudzenia  V

wLu : napięcie na indukcyjności uzwojenia wzbudzenia  V

W maszynach elektrycznych wirujących napięcie na indukcyjności obwodu wzbudzenia to 
siły elektromotoryczne indukowane w tym uzwojeniu

   w

indL etu
w



 w

inde : siła elektromotoryczna indukowana w uzwojeniu wzbudzenia  V
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Zależności wiążące

a) napięcie na rezystancji uzwojenia wzbudzenia

   tiRtu wwRw


wR : rezystancja uzwojenia wzbudzenia 

wi : prąd płynący przez uzwojenie wzbudzenia A

b) siła elektromotoryczna indukowana w uzwojeniu wzbudzenia

  te w

ind

składowa wynikająca

ze zmian w czasie
 strumienia sprzężonego

z uzwojeniem wzbudzenia

składowa wynikająca

z ruchu zwojów
 uzwojenia wzbudzenia

względem

 jakiegoś strumienia

+

        te                    te         te w

ir

w

it

w

ind 

 w

ite : siła elektromotoryczna indukowana transformacji uzwojenia wzbudzenia  V
 w

ire : siła elektromotoryczna indukowana rotacji uzwojenia wzbudzenia  V
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Dla uzwojenia wzbudzenia

  0w

ire

Założenie: z uzwojeniem wzbudzenia sprzężone są jedynie linie strumienia 
magnetycznego wytwarzanego przez to uzwojenie

  
 

   tzt    czymprzy                        

;
dt

td
te

www

ww

it









w : strumień magnetyczny sprzężony z uzwojeniem wzbudzenia  Wb

wz : liczba zwojów uzwojenia wzbudzenia  
w : strumień magnetyczny zastępczy uzwojenia wzbudzenia odpowiadający  Wbw

Skorzystamy z pojęcia indukcyjności własnej

w

w
w

i
L



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Możemy napisać

  
  

 
       titiLti         

ti

ti
tiL wwwww

w

ww
ww  



Stąd

  
 

       
 

 
 

   
   

dt

tdi

di

idL
tiiL          

dt

idL
ti

dt

tdi
iLtitiL

dt

d

dt

td
te

w

w

ww
www

ww
w

w
wwwww

ww

it














Otrzymane równanie ruchu podsystemu obwodu wzbudzenia

       
   

dt

tdi

di

idL
tiiLtiRtu w

w

ww
wwwwww 









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Równania ruchu systemu – podsystem obwodu twornika

Prawo zachowania – równanie spójności – II prawo Kirchhoff’a dla oczka obwodu 
twornika

     tututu
tt LRt 

t : czas  s

tu : napięcie podawane na uzwojenie twornika  V

tRu : napięcie na rezystancji uzwojenia twornika  V

tLu : napięcie na indukcyjności uzwojenia twornika  V

W maszynach elektrycznych wirujących napięcie na indukcyjności obwodu twornika to siły 
elektromotoryczne indukowane w tym uzwojeniu

   t
indL etu

t


 t
inde : siła elektromotoryczna indukowana w uzwojeniu twornika  V
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Zależności wiążące

a) napięcie na rezystancji uzwojenia twornika

   tiRtu ttRt


tR : rezystancja uzwojenia twornika  

ti : prąd płynący przez uzwojenie twornika  A

b) siła elektromotoryczna indukowana w uzwojeniu twornika

   te t

ind

 

składowa wynikająca 
ze zmian w czasie 

 strumienia sprzężonego 
z uzwojeniem twornika 

składowa wynikająca 
z ruchu zwojów  

 uzwojenia twornika 
względem 

 jakiegoś strumienia 

+ 

         te                    te         te t

ir

t

it

t

ind 

 t

ite : siła elektromotoryczna indukowana transformacji uzwojenia twornika  V
 t

ire : siła elektromotoryczna indukowana rotacji uzwojenia twornika  V
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Dla uzwojenia twornika

  0t

ire

Siła elektromotoryczne indukowana rotacji dla uzwojenia twornika wynika z jego ruchu 
względem strumienia magnetycznego uzwojenia wzbudzenia

Określany jest w teorii maszyn elektrycznych wzorem

      ttcte wE

t

ir 

Ec : współczynnik stały dla określonego silnika, zależny od jego danych konstrukcyjnych

 sWbV  1

w : strumień magnetyczny (strumień indukcji magnetycznej|) obwodu wzbudzenia

 Wb
 : prędkość kątowa wirnika silnika  1s

Musimy wyrugować w
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Skorzystamy

    tit www  

wówczas
      ttice wwE

t

ir 

Założenie: z uzwojeniem twornika sprzężone są jedynie linie strumienia magnetycznego 
wytwarzanego przez to uzwojenie

  
 

   tzt    czymprzy                        

;
dt

td
te

ttt

tt

it









t : strumień magnetyczny sprzężony z uzwojeniem twornika  Wb

tz : liczba zwojów uzwojenia wzbudzenia  
t : strumień magnetyczny zastępczy uzwojenia twornika odpowiadający  Wb

t

Skorzystamy z pojęcia indukcyjności własnej

t

t
t

i
L






Modelowanie i podstawy identyfikacji 2016/2017 Modele fenomenologiczne - przykłady

 Kazimierz Duzinkiewicz, dr hab. inż. Katedra Inżynierii Systemów Sterowania 15

Możemy napisać

  
  
 

       titiLti         
ti

ti
tiL ttttt

t

tt
tt  



Stąd

  
 

       
 

 
 

   
   

dt

tdi

di

idL
tiiL          

dt

idL
ti

dt

tdi
iLtitiL

dt

d

dt

td
te

t

t

tt
ttt

tt
t

t
ttttt

tt

it














Otrzymane równanie ruchu podsystemu obwodu twornika

            
   

dt

tdi

di

idL
tiiLttictiRtu t

t

tt
tttwwEttt 








 
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Zestawimy równania modelu

 
      tMtitic

dt

td
J otwwM  



       
   

dt

tdi

di

idL
tiiLtiRtu w

w

ww
wwwwww 










            
   

dt

tdi

di

idL
tiiLttictiRtu t

t

tt
tttwwEttt 








 
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lub

 
      tMtitic

dt

td
J otwwM  



   
   

   tiRtu
dt

tdi

di

idL
tiiL www

w

w

ww
www 










   
   

        ttictiRtu
dt

tdi

di

idL
tiiL wwEttt

t

t

tt
ttt  










Kategorie otrzymanego modelu

 parametryczny

 dynamiczny

 ciągły
 nieliniowy
 o parametrach skupionych

 niestacjonarny

 deterministyczny
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I próba uproszczenia modelu

wi  

ww L,  tt L,  
w  

wL  

t  

tL  

wi  ti  

wli  tli  

Ograniczenie zakresu zmienności prądu wzbudzenia i twornika

Założenia:

 w pewnym obszarze zmian prądu wzbudzenia      i twornika     związane z nimi 
charakterystyki magnesowania są liniowe

wi ti

 silnik ma pracować w obszarze liniowych części charakterystyk magnesowania zarówno 
dla obwodu twornika jak wzbudzenia
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Przy podanych założeniach

       constLtiktit wwwwww 

       constLtiktit tttttt 

oraz

   
     

dt

tdi
L

dt

tdi

di

idL
tiiL w

w
w

w

ww
www 










   
     

dt

tdi
L

dt

tdi

di

idL
tiiL t

t
t

t

tt
ttt 









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Ponadto

          titikctitictM twwMtwwMn  
          ttikcttice wwEwwE

t

ir  

W tych wyrażeniach przy stosowaniu jednostek SI i prędkości kątowej stałe cM oraz cE

są sobie równe 

EM cc 

a zatem
Gkckc wEwM 

G ma wymiar indukcyjności [H] i jest nazywana indukcyjnością rotacji
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Zestawienie równań modelu po pierwszym uproszczeniu

 
     tMtitiG

dt

td
J otw 



 
   tiRtu

dt

tdi
L www

w
w 

 
       ttiGtiRtu

dt

tdi
L wttt

t
t 

Kategorie otrzymanego modelu

 parametryczny

 dynamiczny

 ciągły
 nieliniowy
 o parametrach skupionych

 stacjonarny

 deterministyczny
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Forma modelu

Jeżeli traktować otrzymany układ równań modelowych jako model relacji wejście 
wyjście to SPS jest systemem o trzech wejściach i trzech wyjściach

 

 

 

 

 

 

 

 



































t

ti

ti

t;

tM

tu

tu

t t

w

o

t

w



yu

 

 

 

 

















tM

tu

tu

t

o

t

w

u

 

 

 

 t

t

ti

ti

t

w

y



















       0uyyf  t,t,t

      

      

      

      























t,t,tf

t,t,tf

t,t,tf

t,t,t

m

t

w

uyy

uyy

uyy

uyyf

            tutiRtiLt,t,tf wwwwww  uyy

                tuttiGtiRtiLt,t,tf twttttt  uyy

              tMtitiGtJt,t,tf otwm  uyy



Modelowanie i podstawy identyfikacji 2016/2017 Modele fenomenologiczne - przykłady

 Kazimierz Duzinkiewicz, dr hab. inż. Katedra Inżynierii Systemów Sterowania 23

Ale naturalnym jest traktować otrzymany układ równań modelowych jako równania stanu 
modelu stanu - SPS jest systemem o trzech zmiennych wejściowych i trzech zmiennych 
stanu
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Jeżeli wybierzemy jako wyjście prędkość kątową 
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