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1.2. Funkcje i ich wlasnosci

Definicja (funkcji)

Niech X i Y bedg niepustymi podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych R. Jezeli kaz-
demu elementowi zbioru X zostal przyporzadkowany dokladnie jeden element zbioru Y,
to méwimy, ze zostato okreslone odwzorowanie zbioru X w zbiér Y. Zamiast ,,odwzo-
rowanie” méwimy tez: przeksztalcenie lub funkcja odwzorowujaca zbiér X w zbior Y
i piszemy f: X - Y.

Funkcj¢ zapisujemy zwykle w postaci:
y=f(x) dla xeX

Funkcje, dla ktérej zbiory X i ¥ sg podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych, nazywamy
funkcjg rzeczywista zmiennej rzeczywistej.

Wykresem funkcji y = f(x) nazywamy zbi6r Tk.é eR’>:xeX,y= \QL.

Wykres funkcji f : X — Y ma nastgpujacg wlasnosc: kazda prosta x = xp, x9 € X
przecina wykres funkcji f doktadnie w jednym punkcie.
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Wykres funkcji f: X =Y Krzywa niebgdaca wykresem funkcji
Zbiér X, ktéry czgsto oznaczamy symbolem Dy, nazywamy dziedzing funkcji, ele-
ment x € X argumentem funkcji, element y = f(x) € Y wartoscig funkcji. Zbior
Wy ={yeY:y=f(x),x € X}CY nazywamy zbiorem warto$ci lub przeciwdziedzi-
ng funkcji.

Jezeli dany jest tylko wzoér okreslajacy funkcje (rzeczywistg zmiennej rzeczywistej), to
zbidr tych liczb rzeczywistych, dla ktérych wzoér ten ma sens, nazywamy dziedzing na-
turalng funkcji.

Dziedzina D, funkcji f jest rzutem wykresu funkcji f na o§ OX, a zbiér wartoSci Wy
funkcji f jest rzutem wykresu funkcji f na o§ OY.

Definicja (funkcji ograniczonej, monotonicznej i okresowej)
Niech X, Y c R.

¢ Funkcj¢ f : X — Y nazywamy funkcjg ograniczong, jezeli istniejg takie liczby
rzeczywiste m, M, ze dla kazdego x € X

m< f(x)ys M

e Funkcj¢ f : X — Y nazywamy funkcjg rosngcg (malejaca), jezeli dla dowolnych
X1, X2 € X spelniajacych nier6wno$é x; < x» zachodzi

S(x1) < f(xa) (f(x1) > f(x2)

Funkcj¢ f : X — Y nazywamy funkcjg niemalejgcg (nierosnacy), jezeli dla
dowolnych x;,x; € X spetniajgcych nieréwno$¢ x; < x» zachodzi

f(x) < flxa) (f(x)) = f(x))

Funkcje rosngce, malejgce, niemalejgce, nierosngce obejmujemy wspdlng nazwg
funkcji monotonicznych. Funkcje malejgcy lub rosngcg nazywamy funkcjy $cisle
monotoniczng.

e Funkcje f : X — Y nazywamy funkcjg okresows, jezeli istnieje taka liczba rze-
czywista T' # 0, ze dla dowolnego x € X

x+TeX A f(x+T)=f(x)

Liczbg T nazywamy okresem funkcji /. Najmniejszy dodatni okres, jesli istnieje,
nazywamy okresem podstawowym.

1< Uwaga

Nie kazda funkcja okresowa ma okres podstawowy. Na przyklad funkcja stata f(x) = c,
okreslona dla x € R, jest okresowa, przy czym jej okresem T jest kazda liczba Eman\immE
rozna od zera (f(x + T) = f(x) dla kazdego x € R i T # 0). Funkcja ta nie ma
jednak okresu podstawowego, gdyz w zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich nie ma
liczby najmniejsze;j.
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Przyklad 1.22.
Niech funkcje f :R > Rig: R >R okre$lone bedg wzorami: f(x) = x + 3 oraz

glx) = x? — 5. Wyznaczy¢ zlozenia fo gi go f.

Rozwiqzanie
Dla x € R mamy

I

fg) = f(2=5)=(x*-5+3=x*-2

(f o g)x)
o(f(x) = gx+3)=(x+3)? -5=x +6x+4

(go f)x)

Zauwazmy, ze np. (f 0 8)(0) = =21 (g0 f)(0) = 4, wigc f o g # go f. Stad wniosek, ze
skladanie funkcji nie jest dzialaniem przemiennym.

0= Uwaga
e Zlozenie dwoch funkcji rosngcych jest funkejg rosngca.
e Zlozenie dwéch funkcji malejgcych jest funkcjg rosngcg.

e Zlozenie funkcji rosngcej i funkcji malejacej jest funkcjg malejaca.

Definicja (funkcji réznowartosciowej)
Funkcje f : X — Y nazywamy funkcjq réznowartosciowg (injekcjg), jezeli réznym
argumentom przyporzadkowuje ona rézne wartosci, tj. dla dowolnych x, x; € X

(x1 £x2) = (f(x1) # f(x2)

1-1
Funkcje réznowartosciows bedziemy oznaczac: f X—Y.

05" Uwaga
e Ziozenie dwéch funkcji réznowartosciowych jest funkcja réznowartoSciows.

e Funkcja $ci$le monotoniczna (rosngca lub malejaca) jest funkcja réznowartoscio-
wa.

Definicja (funkcji ,,na”)

Funkcj¢ f : X — Y nazywamy funkcjg ,na” (surjekejg), jezeli Wy =Y, tzn. dowolny

punkt y € Y jest wartoscig funkcji dla pewnego x € X (y = f(x)).

Funkcje ,,na” bedziemy oznaczaé: f : X I, ¥

Definicja (funkcji wzajemnie jednoznacznej)

Funkcje, ktéra jest jednocze$nie ,,1-1"" i ,na”, nazywamy funkcjg wzajemnie jedno-
1=1

znaczng (bijekejg) i oznaczamy f : X na Y.

Definicja (funkcji parzystej i nieparzystej)
Niech X,Y c R.

e Funkcj¢ f : X — Y nazywamy funkcja parzystg, jezeli dla kazdego x € X
-x€X A f(=x)=f(x)

e Funkcje f : x.l. Y nazywamy funkcja nieparzystg, jezeli dla kazdego x € X
-x€X A f(=x)=-f(x)

Definicja (funkcji ztozonej)

Zlozeniem funkcji f : X - Y i g:Y — Z nazywamy funkcj¢ i : X — Z dang wzorem
h(x) = g(f(x)).

Zlozenie funkcji f i g oznaczamy symbolem h = go f. Zatem dla kazdego x € X:
(g o /)x) = g(f(x)).

Funkcje f nazywamy funkcja wewnetrzng, a funkcj¢ g — funkcjg zewnetrzng.
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Definicja (funkcji odwrotnej)
Niech f : X — Y begdzie funkcjg wzajemnie jednoznaczng. Funkcje f~' : ¥ — X
nazywamy funkcjg odwrotng do funkcji f, jezeli dla kazdego xe X i ye Y

[l o)=x = y=f©

Funkcj¢. dla ktérej istnieje funkcja odwrotna, nazywamy funkcja odwracalng.

X f Y
.\.-_
Zauwazmy, ze
flof=ldy, bo (flof)x)=f'U)=rf"'=x
fof=Idy, bo (fofHM=fUf'ON=fx)=y

gdzie Idy oznacza funkcj¢ identyczno$ciows (przyporzadkowujgcy elementowi x € X
ten sam element), okreSlong w zbiorze X, a Idy — funkcj¢ identyczno$ciows, okre§long
w zbiorze Y.

I Uwaga

Wykres funkcji odwrotnej y = f~'(x) otrzymujemy z wykresu funkcji danej y = f(x).
odbijajac go symetrycznie wzglgdem prostej y = x.
Wykresy funkcji danej y = f(x) i odwrotnej x = f~'(y) pokrywaijg sig.
Przykiad 1.24.

Wyznaczy¢ funkcje odwrotng do funkcji f(x) = -4x + 5,x € R.

Rozwigzanie

Funkcja f(x) = —4x + 5 jest funkcjg liniowg malejaca, a wige Dy = R, Wy = R
i f jest funkcja wzajemnie jednoznaczna. Zatem f~' istnieje. Wyznaczmy wzér funkcji
odwrotnej:



