n?~+a+:2a+u+~v

Zatem
fim a+w|~|~o_|:3 x-1 ol
=1 x3—1 0] »=l(x-12+x+DVx+3+2) 12
Przykiad 4.3.
Obliczy¢ granice funkcji.
in7 in3
a)lim 2% B) i m:_. X + sin 3x
x—=0 tg 3x =0 sinSx —4x
Rozwigzanie A
a) Przeksztalcamy wyrazenia, korzystajgc z zaleznosci, ze tgt = 2t dla ¢ = 3x. Stad
. 2x . 2x-cos3x . 2cos3x . 2cos3x. 2
lim = lim - = lim — =lim ——— = =
x—=0tg3x x>0 sin3x x—0 m_-w.wn =0 uw_w.w.a 3

b) W liczniku i mianowniku wyrazenia pod symbolem granicy wylgczamy przed nawias

x. Stad

sin 7x + sin 3x %

Hﬁm::x + 8

lim = lim
x=0 sinS5x —4x

X

=0y Am:_ STl A.v

e 180 TR e dd
Iklo w.ﬁm\w\«lmﬁ. IM|L.|

[ Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 4.1. Obliczy¢ granice funkcji.

a) lim aall
x—=-2x—3
2.0
b) li x*=9

X2 O]
a) lim 5

x——1 XN X

x4= 25

lim ——
b) I+ 15

. 3x2+10x+3
¢) lim

¢) lim je%=4)

=2 \2x +2
d) :qm logs (sin x + cos x)

x>

XB+x2+3x+3
d) 1
v .«H.:l.__ km -2x-3
o SO

e) lim Fiis G50

x>-5 x3 4+ 5x2 —4x — 20

3 2
X +x°+x+1
f) I s
Xl %2 %% = 2x —2
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sl e el 1 3
lim —— i) li -

mvalamlz\m :\_,._lﬂA_lk _lkuv
X3 —4x? 4+ 5x 4452

h) lim ——— =~ P iy ZE S

=0 (x| + Dx

Zadanie 4.3. Obliczy¢ granice funkcji.

. Vx+1-1
a) lim —————
x=0 X
b) i
.«I.__IJ\NlR
—x—1
¢) lim ———
VTT__|<J«
. 2Vx+1- Vx+13
d) lim 5
x=3 XS=19

Zadanie 4.4. Obliczy¢ granice funkcji.

¢) lim —
x—0 sin Sx

3x
d) li
) T_wm sin 6x

g) lim4xctg 7x
a0
2
sin” 2x
h) limae——==
) W_lﬂ_v 8x2

i) lim L
x—0 $in 5x + sin 2x
sin 7x + sin 3x

j) li
D .Tﬂ_v sin Sx — sin4x
6x + sin 2x
k) lim ————
) .hw sin3x — 5x
1=
1) i —— 228X
x—0 x2

x>-1 x4 —3x2+2

S:BNI x+8

x—=0 X

. V2x+9-3
f) lim ——=
.«lc~|3

. X+ 1— VI —=2x—x2
g) lim

x—=0 2x

2 _

h) lim ———2

COS 2X — COS X

m) _H& 2x2
n) lim sin(x Iq_v
x> 1 —x?
ol X 3=
x—4 sin(x — 4)
. Vx+4-2
Rlim ==

x—=0 ﬁmm 3x

V2 - V1 +cosx

r) lim —

x=0 sin” x

. Vl+sinx— VI —sinx
s) lim

x—0 tgx

" xsin2x
t) lim

*=0 /3 — V2 4 cos? x
o L 3 arcsin x

x—0 5x

| —

x—%  cos2x

sin(x — %)

lim ——=2%
il x—% 1 —2cosx

Y

4.2. Granice funkcji w nieskoriczonoSci
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Zadanie 4.5. Obliczy¢ granice funkcji.

a) lim(5x* —4x?* + x - 2)

A=

b) lim (5x° —4x* +x-2)

x——00

o) lim(x* + x> +4)

X—00

d) lim (x* +x° +4)

X——00

Zadanie 4.6. Obliczy¢ granice funkcji.

I 4 -9x
2 q_lﬁ 1 +3x

. 4-9x
B Tk

. Tx +4
€ ,__l:uo 2x2 —3x+1

. Tx+4

R o ey

. 4x24+6x-1
L
4x* +6x—1
xo-o0  §5—2x

Zadanie 4.7. Obliczy¢ granice funkcji.

a) lim (v(x + 2)(x + 8) — x)

X—00
b) lim (Vx2 + 1 —x)
X—o0

o) lim(Va2 +4— Va2 —-3x+1)
X—00
V2x+1—- V3x+1

d) lim
X—00 X
e) lim V2x(Vx +3 - vVx)

‘| O Zadania do samodzielnego rozwigzania

e) lim(1 — x2 + x* — x%)

A—00
f) lim (1 -x2+x*—x5)

X——00
1

g) lim (=5x° +2x* — —)

X——00 X

: I
o e Ty

o i x2-3x+4
._v .nm.ﬁo 2x%—3
x2-3x+4
—hv k—l—vm._oc N.r. ' u
D i 9x2 +2x—6
L s
i 9x2 +2x -6
m) xl_.-@oo 2 —3x
VX2 +1
n) lim ———
X—00 -X
: x2+1
0) lim
X——00 — G

£) lim (Va2 +2x+3— Va2 + 1)

X——00

g) lim (Va¥ =2 + 1 - Va3 + 2 + 1)

X=—0

; 1
m Va(vx — Vx-1)

i) lim (Ve +1— Ve = 1)

X—00
10 VaZ+2x+3
._v m_lawo 10 Va2+1
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Zadanie 4.8. Obliczy¢ granice funkcji.

sin x

lim — . COS“ X
a) 0 = ¢ lim ——
Sx 2x sin x

b) li
) lim ——=—— 72 5 4 S8 % d) ﬂ_n_.ES e

Zadanie 4.9. Obliczy¢ granice funkcji.

5 lim (7* + 6* + 5* — 4%)

¥ oax+l _
d) _E_Auv el

X ——00
(—3 00 N wk+_ 1= ~

x+2 x ;

b) lim S e) lim elie”

& Qh 0, w.ﬂ X—00 N.« — e X
y N.«+_ = u.IN N 2% 4 lea
¢) lim f) lim ———
X—00 wal_ yeas NNN.. T n.lNa.

Zadanie 4.10. Obliczy¢ granice funkcji.

2x~1 2

s x+1 " Tk 3 X

v i (z53) D) lim (F23)
. AW«W__ v.« fim (22 =2)°
; : Bl (557)

2 5
li AH +2
¢) lim xlw i

X——00

(S0

d) lim Ajwww _v

h) lim x (In(x + @) — In x)

X—0o0

i) lim x?(In 2L 4 In 2523)

X— 00
4
4 5 HN 2x
li A 3x V By
I\ s e

Zadanie 4.11. Obliczy¢ granice funkcji.

a) lim sin(arctg x)

(x + 2)arctg x

i d) lim
J — X——00. X 2 N _
X+ X X+
b) lim lo i o el
X=—300 WN \A.N + N 0v “—lﬁ N—.OOmm Ak 4 _ X — v
- 2+x
¢) lim arcsin A f) lim arccos x
x—00 I +x x——00 2—-x

4.3. Granice jednostronne funkcji

Definicja (Heinego granic jednostronnych)

. Niech funkcja f bedzie okre§lona przynajmniej w pewnym lewostronnym sgsiedz-
twie S_(xg, ).
Liczbe g nazywamy granica lewostronng wihasciwg (lub :.aﬁwwo_iwv funkcji

M
|

4.3. Granice jednostronne funkcji 197

Rozwigzanie
Obliczamy granice jednostronne funkcji W podanym punkcie:
1

+ 1 | (L0 SR T x+1 = i 1 B

Jim f= M0 =[8]= Jim G De e = LM77 3
i x+5-2 ol = 7 licznik i mianownik ulamka przez
i (x) = lim = (2] = § mnozymy licznik i miano

tim feo = Jim =S = 5] =

oo s (Vx+5-2)(Vx+5+2)(Vx+10+3) _
(V5 + 20510+ § = A Vx s 10-3)(Vx + 10+ 3)(Vx + 5 +2)

e+ DVx+10+3) _ o Vx+10+3 _ 2
= lim = lim >
ool (x4 D(Vx+5+2) =1 Vx+5+2

Stad lim f(x) # lim f(x), zatem granica funkcji f(x) w punkcie xo = —1 nie istnieje.

x—=1" x==1*

[ Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 4.12. Obliczy¢ granice jednostronne funkcji w podanych punktach.

i 4-2x°
2 -5 g _
a) f®) == =0 ) fe e — o =g
2-3x—x?
+4 L »
b f) = T, ;=1 O f0)= g
2 =12 e 4x -3 -
nvxmxvlk-lwx 3’ xoi= -1 f) f(x) G-t X0

Zadanie 4.13. Obliczy¢ granice jednostronne funkcji w podanych punktach.

) f) = 207, x0=1 ® )= ——, %=0
1+ 5%
b vuAlv x0=0 =
) flx > 0 E\Axvuu-m_l -
37w 41
=|-= 5 =7 1
c) f(x) Amv X0 s.\ccumpﬂw, B s
d) f(x)=e™, xo=1
! j) fx)=——, x%=0
e) fx)=eZ, x1=-1x 1 +et
_ ) 7 = S
ngup -, x=0 T
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4. Granica i cigglo§¢ funkcji

Zadanie 4.14. Obliczy¢ granice funkcji.

a) lim arcctg A/\m = m.l.*v

x—2*

b) lim _omﬂ x

x-0%

! 2x + 1
¢) lim x——
x-1-  Inx

d) lim arctg Aw:;v

x—0- _.a._
o V2x(x=1)
e) lim
x—v1+ [1— x|
f) lim arct =
x—1- g 1-x

Zadanie 4.15. Zbadac, czy istniejg ponizsze granice. JeSli tak, to obliczy¢ je.

XX —0x o (x+ 2P —x—6|
e U T
1-x2 (x —2)?
g RO _ —_—
Q0L D e —a+2
|x* - 9| \ |x|
(v __ —_— h) lim
) -3 x—3 =0 | sin x|(Vx + 9 — 3)
@G-y’ ctg(x — %
d) lim =2 b S
-3 |x-3| x5 | x(x—3)
Ix% — 1] tg 2|x|
e) lim ———
=l y2—x—1 :_o 3x
Zadanie 4.16. Zbadac, czy istnieje lim f(x). Jezeli tak, to obliczy¢ t¢ granicg.
X—X)
x+1
dle < -1
a) el D)= 1 =2 SR
XU=E dlane x> =1
=38 dla <l
b) xop =1, L=
4% 7€ .||IN« dla x>1
.- _ | x|x| dla x#0
nvxﬂclo. .\Kkvl*# dla x=0
235 .
hlxlh% dla’* x <1
d) xo =1, .\CQH /\HIN
—— dla x>1
x—1
u?o?«ml%om 2x) dls %<0
e) doill - W= sin” 3x [
—— dla x>0
4x?

e
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204 4, Granica i cigglo$é funkeji ._Pm. Zadania rézne — tatwe i trudne
A zatem Zadanie 4.20. Wyznaczy¢ warto$ci parametréw tak, aby funkcje byly ciggle.
lim f(x) = lim f(x) & (1 - 1 e = - ox48  dla Tx<0 arcctg 7= dla x<3
Aol X1 (l-alf=1©l-a=1Vl-a=-1©®a=0vVa=2 a) f(x) = levm dla x>0 h) f(x) = 2k> — .:MH._“: dla x=3
Stad dla wartosci parametru a € {0, 2} funkcja jest ciggta dla wszystkich x € R. g i =i+ 12 dla x<2 r42¢ &E dla x>3
I D)= x+a dla x>2, 22500
; 3_y D=1 373 dla x#3
5 e = -
[ Zadania do samodzielnego rozwiazania | o) flx) = ﬁ s M”m i ” 224 da x=3
! i 6k* — k — a x=
Zadanie 4.17. Zbada¢ ciaglos¢ funkcji. sin 2x dl 0
' e dla x#0 i) e = 7 a x#
. - x? Pt d) f() =3 , dla x=0 a* dla x=0
a) f(x) = o O f =t \
fx = - 1] | arctg (S22} dla x<0 aParctg 2x :
b) f(x) = "l d) f(x) = arcsin(x + 2) 3x k) f)= - dla x#
x2 4 2x e) f(x) = :1 Va2-1) dla x=0 3 dla x=0
i . 1 i :
Zadanie 4.18. Zbadac ciaglos¢ i naszkicowaé wykresy podanych funkcji. xe” —b i 2ax+6 dla x<l
2
2es o0 : 2x +cos(a) dla x<1 S =
»ZSLU g oy Q\SLNJHW dia x < 0 £) f =1 b T AR s e U
Ao SSRmes) . (x-2)* dlax>0 3lnx+3vx dla x>1 bx*~1 dla x>2
—x?+x dlax e (-co0,—1) 2
b) f(x)=4 ¥*-1 dlaxe(-1,2 o vl 52 x <x < -2
ix+2 dlaxe MN nwovv d) f(x) = A “ A M«OMAH L M“m e m \.|I|>. i dlaii<x <
il g) f(x) = me._. D +Eoﬁm» da -2<x<0
Zadanie 4.19. Zbadaé¢ ciagto$ s <1 . 3 Pt .
o ac cigglos¢ funkcji. Okresli¢ rodzaje punktéw nieciagtosci, jesli Wﬁooﬁm (r+Inx) dla x>0
x*cost dla x#0
Nv X) = - — EOOHW :: \ﬁv ﬁ=m~ > O . ) s
I A 0 dla x=0 g f(x) -A Ll o 4.5. Zadania rézne — latwe i trudne
YV x sin x
b) f(x) = F._ dla x#0 “x dlax <0 Zadanie 4.21. Obliczy¢ granice funkcji.
, * . h) f(x) =1 |x =1 dla0<x<?2 .
2 da x=0 X2 +4x—-3dlax>?2 a) lin sin(a + x) — sin(a = x) gl S
©) Ji= A e "L i & da  -1<x<0 -0 tg(a + x)—tgla—x) =0~ X%
Inx dla x>1 i) fx)=¢ —x+1 dla D<x<1 ST
sin? x logx  dla I <cx 82 b) lim V2cosx — 1 g) w_lqm i
d) f(x) = dla x#0 B o 1ot
%) x Vx? . — dla x#0 !
-1 dla x=0 DX =3 x . 1— Vx
y 0 dla =0 o) lim arcsin(l — 2x) h) :j =1
arcctg 72— dla x <1 Iy s e —1 sy QT Xl X
e) f(x)=4 0 _ dla x= K) f(x)={ arcsinx dla —1<x<1 Lo o 5
27 da x> 1 nx+% da x>1 ) lim(1 - 0)tg - i) lim | VE =[x+ X+ VX
05— 1 271 dla x< -2 i
i Gl ;
Jxﬁ.«vu* 2 1 a x#0 D /fx)=10 da 2% <n &) lim cosx —sinx i) lim 1 —cosx
1 dla x=0 mnw,. dla. x>, xo%  COS2X V0 sinx




272 Odpowiedzi do zadari

Odpowiedzi do zadan z rozdziatu 4

41.a)i bj 00 O

42.a)0 b5 o2 d-1 3__@ f=2 g@-—4 h)5 D=l §H=3

a3.a i M1l -2 & -5 Hi ol W20

4.4.

a) 4 ez i) 1 m) -3 Q) % u 3
b) 2 f 1 i) 10 n) -3 r) 2 e
0 % g 4 k) —4 05 s 1 s
d 3 h) 4 D} P & 1) 43 w) £

45 a)oco b)—o0 ¢) oo d)o e) -0 f)—c0 g)oo h)

4.6.

a) -3 d) 0 g 1 D3 m) 1
b) -3 €) —co h) -1134 k) -1 n) -1
¢)0 f) o i) =2 I -1 0) 1

47.2)5 O o3 4O 0¥ p1 -3 W2 O HI0
48.2)0 b0 0 dO

49. 20 b0 o-27 &3 el DH-I

410. a)e® b0 e de’ et Ho gl ha Do -

411. a)1 b)-o © 3% d -3 e Dn

4.12. Niech L = ::w f(x)i P = lim f(x).

(—
X |¢.a= RY kz

a) L=, P =— ¢) L=o0o,P=—00 e) L=—-00,P=-

b) L=00,P =—-x d) L=-00,P =0 f) L=oco,P =0
4.13. Niech L = lim f(x)i P = lim f(x).

;—.|-.—.c .ﬂ.ly.x:
a) L=00,P =0 e)dla x;: L=0,P =00, h)L=1,P=-1
b) L= o0, P =0 dla xo: L=00,P =0 DL =3.Pi=0
¢)L=0,P=c0 f)L=1P=0 jL=0,P=0
d)L=0c0,P=0 g L=0P=1 k)L=-1,P=0

414. 8)0 b)oo o -0 d)-% e V2 D-%

o

Odpowiedzi do zadan z rozdzialu 4 273
4.15.

a) nie istnieje d) 0 g0 Jj) nie istnieje

b) nie istnieje e) nie istnieje h) nie istnieje

¢) nie istnieje f)5 i) oo

4.16. a) 0 b) nic istnieje ¢ 0 d)t e 3 H4

4.17.
a) ciggla dla x e R \ {-2,0,2}

b) ciggla dla x € R \ {0}

¢) ciggta dla x e R\ {1}
d) ciggta dla x € R \ {0, 2}
4.18.

a) funkcja ciggla dla x e R
b) funkcja dla x € R\ {—1}

¢) funkcja ciggta dla x € R
d) funkcja ciggla dla x e R

4.19.

a) funkcja ciagla dla x e R

b) funkcja ciggla dla x e R

¢) funkcja ciggla dla x € R

d) funkcja ciggla dla x € R\ {0}, x = 0 — punkt nieciggtosci I rodzaju
¢) funkcja ciagta dla x € R\ {1}, x = 1 — punkt niecigglosci I rodzaju
f) funkcja ciggla dla x € R \ {0}, x = 0 — punkt niecigglosci I rodzaju
¢) funkcja ciggla dla x € R\ {0}, x = 0 — punkt nieciggtosci I rodzaju
h) funkcja ciggta dla x € R\ {0}, x = 0 — punkt nieciagtosci I rodzaju
i) funkcja ciggla dla x € R \ {0}, x = 0 — punkt niecigglosci I rodzaju
j) funkcja ciggla dla x € R \ {0}, x = 0 — punkt nieciggtosci I rodzaju
k) funkcja ciggla dla x € R

1) funkcja ciggla dla x e R

4.20.

a) a € {-3,3}
b)a=-7

¢ kel-33)

d) Nie istnieje taka warto$¢ parametru a, zeby funkcja byla ciggla, j. a € 0.
eac(-3,3)orazb=%

azum»?»mNoENme/\w. V3)

g) k=0orazm=g(1-1%)

h) Nie istnieje taka warto$¢ parametru k, zeby funkcja f(x) byla ciagla, tj. ke0.
i)a=5
Dael-
k) a € {-3,3}
Dae(-4,-1)

N0
RIS

vig)

a0 e el i e e i e o i B T gl s st s e e St o




