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Wéwezas otrzymamy

/ dx / sin? 2 + cos? z y dx . dx ) -
3 = > ar = = 1gx — ctgx .
sin® z cos? z sin? z cos? z & 8

cos?z '/ sin?g

18. Stosujemy podstawienie uniwersalne
el =
g 5 =

Zgodnie z punktem (iv) many

/Q—Sinmdxz/ ?f 2dt=2/ 24212 — 9 1
2+ cosx 2+1+j{ 1+¢

ll

/ —t+1 L& gLy
(t2+3)(t2 +1)
Funkeje podcatkows rozkladamy na ulamki proste
2—t+1 A+Bt+ C+ Dt

(t2+3)(#2+1) =~ ©+3 2417

a wiec .
2 —t+1 = (A+Bt)(#* +1) + (C + Dt)(t* + 3).

Poréwnujac wspélezynniki przy réwnych potegach ¢, mamy

0 1=A+3C,

t =1=B'1 3D,

2 =y

T =B} D),

Stad

1 il
= ) B: = = 5 D: ——
A 1 5 (64 0 7

Jest rozwigzaniem tego ukladu,
Z powyzszego wynika wiec

2 —sinx 1+2f
e 4/t2+3dt+4/f2 %
dt t t
B 4/t2+3+2/t2+3dt_2/t2+1dt

= g/%+h1(t2+3)~ln(t2+1),
1

“(5)

2+2t241—¢2 1+t2dt
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} ianownika.
. gdyz w dwéch ostatnich catkach, w liczniku mamy pochodng m

~ Podstawmy ! o by
“ — =y = = = o
LVR \/5 \/§ .
. ieni ostatecznie
| j i i iu przez podstawienie, otrzymamy
“ Stosujac twierdzenie o catkowaniu p " i 3

t t*+3 1 +C
" scl ket 2 4\/_ = ——arctgu+In 5
I /§+blr;::d$= /1+u2 tE 3 21
1 co!

2+3

4 Lt

. i iarctg\/_ + 1n — oI @
1 W

1 ggtd o
— arctg(\/— )+ln g2:;+1+

‘ 222 —3:I‘+1d
. /(Bw"’—m2+1)d-'v A v
.' I %(L 3
" 4.
] 3./:64\3/50193 Va
4 1
0 2 4 3 o dm, k#o
’.‘ 5. / (z_F—SSmk.L‘i- 1+.7:2>
‘ T - 2d13
9 7./(6 +e7") " ds
j cf (24€") da
6 /( 2 g
N oy o, [(aia s s
: 8./(sin%—cos§) dx 2

3 10./ jﬂg—\/g—_—g'm—z 4+ 4z

————2 1)3 12 _J__cos2a:‘ dx
i /(z F "] cosx—sinw

1
| . '+1)(.T—\/:;+1)d.’1‘
13. / (tgz + ctgz)® dz 14 / (V@

x? + Te+ 12dm 16. /(21- ~1)Pde
15' / T + 4 L

18 ‘/.l‘_ldT
1 s WA
e sl e rz+1
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z? 44
19. ;
/$2+ldr

Stosujac wzoér na calkowanie przez czeei, obliczy¢ calki nieoznaczone:

2T / & cos zdx

23. /:vsin(2a: + 3)dx

25. /(1 —2z)e %dx
27. /a:e%dm
29. /a:gln:lz dx
315 /a:zcos:cdm
33. /ln(:l:—l)dx
35./\3/5lnmdm
Ina
39. /lnzxd;v
41. / ° _ds
cos?

43. / xsin? zdx

45. /e“"sinmd:c
47. / €% cos xdr
49, / arccos xdx

51. / arcctgdadr

20.
sin?

22. /:I:sin2$d.7:

24. / ze 3% dy

26. /1:3"”dw

28. /:I:ze“zd.’z:

pgl 2
30./lnsldm
T

\32. /ln3:vd:r

34. /xz In zdz

36. /\/:Eln:cda:

38. ﬁdz
T

AQ; lncc;s.v;
COs“

42, / TN
SIS T

208
44. / T e

cos® x
46. /e"" cos vdx

48. [ sin(Ilnx)d

" arcsin I

52.
V1 + a,

50. /arctg dx

.3
3 sin 90+1d

55, /332\/1‘3 + 9dx

_t.,i57. /mcos a?dx

2
; e =
” 59./}/2 dx
61 / 4—x
‘ 2+\/_
sin @
.| ——d
g /1+3cos:z: i

65. /lnm

.| ————d
6t /z(1+lnz‘) i
69, / €% sin wda

sm &

| ealctg2x
073, e
73 / AT

(z4 — 4x)5
T
79./x4+1dm
7
T
1 (1+:c2)5d1

dx
\/1 + 2cosx

Stosujac wzor na calkowanie przez podstawienie, obliczy¢ calki nieoznaczone:

54/ Z . dx
") Vi=a2

56. / zel=%" da

VT
58./’ﬁ

1

60. dx
/ (arccosz)3v/1 — a2

62. /\/1 + 4 sin x cos xdx

64. / cos® xdz

“ [t

a5 Inz e
. / z(lnz + 1)?

l N
— LHNEEE. S/
10 cos? z/1 + tgx
= /cos(ln;z') da
: T

74. /ew\/ 3+ devdx

e‘lw
. | ——dx
i / VTter
: 2
— dx
72
Bl ST
80./(3’_3_'_5)4 T

a4
82./—$10+3dw

2
]
84. | ——dy
/\/1—;1/6

il
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Stosujac wzory na catkowanie przez czesei i podstawienie, obliczyé calki:

85./2‘e da

z?arctge
87. el
/ 14 22 g
3 oo
89. / a” arcsin —dx
x
91. / arctgy/zdz

93. / x? arcsin zdz

95. /e"”arctgexdm

s/l =t

T arcsin x

A
90. /(arccos z)da

92. / arcs;nxdm
T
94. / zarctga’dx

96. /ln(]ﬂdm
€T

88.

Obliczy¢ calki nieoznaczone funkcji wymiernych:

%
97.
/3x+5d$
i
99.
/x2+9dw
101./;(&
2?42z 4 2
1
103. TS B L
/$2_5$+6d:1:
105./ ,1 da
T2 — 7

i
107. /mm

3z —4
OGN === Tl
$2 _m_ﬁd‘l

i
11'/(w+1)(x2+x+1)d3’
(1+a)?
113./m(1+m2)dx
il
@@ n”

1
98. |
/ (2z — 3)9 a
i 3x+7
100.
/ x? +9 dw,_

1
102./\ i
P

dx

104./;
J 222+ 3z + 1

1
106.
/x2 i 4dm

1
(z 4 83)(22 — 3z + 2)

r+1
110./\
2 1"

gt il
112. ,
/ 74 1da,

2r+1
114. /m

22+ 3
”"/ [ o) b

dax

322 + 8
1:3-4-412—{-41‘

7

ll r2+1

T4 + 322

.u 125. / sin 3zdz
127. / sin b cos 3xdx
i )
131. / tgdadr

133./ L

s T

135. / sin? 2 cos® zdz
137. / sin zdz

\,

139. / telad.

1
E. 141'/5—3cosa:dz

1

145 / - d
*J (8+sing)cosz

%)
147. /Lh‘%—dar
1 +sin”x

9/ ! da
11 :1,5+2:c3+q:

2 T 1
?523- /wdm
i

:-‘129. /cos(2x — 1) cos(4x + 3)dx

84 4s?+ 6
118./”"+x+

Il !
120. m—aﬁf €T

,/3 =i 2
122. /u—lda;

x2 —1
2728
124. | ———d
/31‘.2 +2 4

liczy¢ calki nieoznaczone funkeji trygonometrycznych:

126. /5cos %d'v
128. / sin 32 sin 2adx
1.30' / cos? zdx

132. / Vcos x sin xda

3
134. /—Sﬂlida
J 1+cos?zx

136. /sin3 xdw‘

138. /sm x cos® zdx

140. / cos? z sin? adx
142. dx
/ 3+ 5 cosT
144.
/ sina — 2c05z +3

1
: et
e / 3sinx — 4cosx .

148, /sin-.rc::o:;rdQL
J 1l4sin“z

~ Obliczyé¢ calki nieoznaczone funkcji niewymiernych:

R :
149 / T
" T xT

1—a
d
1+2z it

1
150. [ —
i
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151. / = _1 3

/1+'de
1—=

1
53. — _ L
/(1+ Va)z "
i
155. — A
/\/1' e
/ 1+ Vo +1
157.
1+vr+1
159. d
\/7—_7:2 X
161./;@
1-(2z—1)2
2T+3 '
163.
\/“
165. 2nRp
Va2 + 4z +8
.’I,‘
167./ dz
V9 + a2
Odpowiedzi

L 32%—lad 4z 4 C
L 155 +C

3
5. 2In|z| + 2 + 2 cos ka + arctgz + C
6. 4z + 4e” + 1e2* 1 C

8.2+ cosz+C

10.
12.
14.
16.
18.
20.
22,

23.

— a7 — 5 arcsinz + jarctgz+C'
sinz —cosx + C'

222\t +z+C
s2x-1)4C
T—2lnfz+1|+C

—3cosp — ctgp + C
—%:ccos2:1: -+ ésin2:n+ C

— 3T cos(2x + 3) + sin(2z + 34 C
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- —5@Bz+ e +C 25. 2z + 1)e™* +C
152./\@ }
Wi 1—315'—.3(;171113—1)—%0 27.2e3(x—2)+C
154. /“3 ! WdT —e(x*+22+2)+C 29. £z (Inz - 55) +C
o —:(8ln’z+4lnz+1)+C 31. (22 — 2)sinz + 2z cosx + C'
532z
i & _\(/\_/_)2 p(n3z— 1) +C 33. (z—1)In(x—1)—a+C
vz 178 (lnz—3)+C 35. 2z3(lnz - 3)+C
158./ : dx 3T : :
S V-2V . 222 (1n:1:—--)+C 37. 2z3(lnz - )+ C
: 4 39. z(ln’z — 2Inz +2)+ C
160'/@‘” dzt(nz-$)+C e
.tgzlncosz + tgr —x+C 41. ztge + In|cosz| + C

1
162./ d
r—2
164. | ———_dr
/ V16 — 22
166- /\/ 1 —_ zzdm
168. / e o

;t'\ 49.
50.
- 52.

.444

2. §m3—2w%+2x%+c -

¥ - 55.
57.
A IR i
9. tgz +C I"v il
11. 328 — 324 4 322 —Inja|+C “ 63.
13. tgx — ctgz + C - 65.
15. 122 4+ 3z 4+ C i o
17. -1z -1)-2 + 0 3
19. & + 3arctge + C' 71.
21. zsinz + cosz + C 73.

75.

G3.

69. —

fa[sin(In z) — cos(lnz)] + C

xarccosxz — V1 —a22+ C; u= arccosz, v' =1
zarctg® — In(z? +4) + C 51. zarcctgdz + & In(92% + 1) +
83
21+ zarcsinz + 41 —z +C; u=arcsing, v' = \/1+_z
—i2-3%% +0 54. —/1-22+C
: 1,1-z?
2(2® +9)% +C 56.—5\; +C
in 22 58. 2eV? +C
%sma: +C l
%e—.% o C 60. 2(arccos )2 +C
o ;
2:1:—%:6\/5—}-0; = 62. 5(1—|—4smx)2 +C
d 1 i s e
—zIn|l1+3cosz|+C 64. sinz — 3sin’z + C
Lin' 2 66. /z(Inyz—1)+C
s 1 y
In|l+Inz|+C 68. In|lnz+ 1|+ g7z +©
et + C 70. 2¢/1+tgz + C
—V/1+2cosaz+C 72. sin(lnz) + C
Lemctez 4 C 74. }(3+4e%) +C
arctge® + C' 76. o (3e” —4)/(e* +1)° +C

c

=y, I e, o
—(3x+5)ctgz +3In|sinz| + C 43. 2® — twsin2z — § cos 2z +
o 1 2 A
; 2—“’:g—z—mtga:—ln|cosm|+0 45. e* (Sln.l‘—CO&:L)-i-C
CcO:
i,
ze %(sinz — cosx) 4+ C 47. {5**(2cos 3z + 3sin3z) + C

+C
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7. 3@ ~42)t 4 O 2 4z =
79. larctga? + C:

78. — 5@ +3)5 +C

yeto) S
#hiet 80, ~3(a +5)- 4 0

8, -l [
2w+ |1+ oy - W+WJ+C:1+z2=t

82. —L_arctgZ. + 0 25 — Sy — e

5 v : t 83. gt —8(3:11)_ +C; 142 =1
84. jarcsing® + C; % = ac

garcsiny® + C; 43 =1¢ 85. %e“’z(;rz -1)+C

86. e” — arctge® + C; % = ¢
87. zarctgr — 1 In(1 + 22) — 3(arctga)® + C; arctgr = ¢
88.  — /1 — 22 arcsin z + C; arcsinz = ¢
1.4 3
89. 3 [.1‘ arcsin £ 4 sgn(m)i%ﬂ\/z? - 1] + C; u = arcsin 1, o' = 23
@ i

90. z(arccos z)? — 2/T — 22 arccos z — 22 + C; arccosz =t
91. zarctgy/z + arctgy/z — \/z + C; u = arctgy/z, v’ =1
92. In 'JIIIE - % arcsinz + ('

93. 2% arcsinz + F22V/1T— 22 + VI—2+cC
94. 1a2arctga? — in(l+z9+0: 22=¢

95. x — e~ "arctge” — L In(1 + ¢2*) + C; e® =t
96. In(lnz) — 1]lnz + C; Inz =1t

97. s In|3z+5|+C 98. - (22-3)84(C
99. larctg? 4 C 100.  In(z* + 9) + Zarctgl + C
101. arctg(z + 1) + C 102. - L.+ ¢
103. In |3 + ¢ 104. In [228] 4 ¢
105. In |21 4 ¢ 106. ;In |22+ C
107. §in |25t 4 ¢ 108. & In let3la-2)t |

109. In |(z — 3)(z + 2)%| + C
110. 3 In(z® — 2+ 1)+ \/gal'ctg%"i—l +C

LLL ~Info +1+ H1n(e? +2-+ 1) + Sarctggl 4.0

1
112, S 1n (2 +1 — Larctgz + C 113. 2arctge + In [z| + C'
14, el Larctg-2

L 7orrs T yparctg 2 4+ C 115. \}garctg\% — jarctg2 + C

116.
7. In [2%|z +2]] + 255 +C

+n |(z + 2)°(z — 2) )| ey €
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118. — 25 + 3 [2+2%) e +1]] - ¥ arctg\/_+C

119. 51n Sks + 750 4 Sarctgr + C

020. 3 1n 5 + Jarctg 22l +0 121. 122 — lin(z? + 1)+ C
:"22' 32° — 2 +n %4;1_1): +C 123. 2% — = — s/30rctg %= + C

h124- 325 — 2% + 4 — ﬁg,@arctg\/gz o)

125. — 00537‘ +C 126. 10sin 5 + C
RI27. ——COS2.’L cosSm-I—C 128. ——51115:1 ts Lsinz + C

129. & sm(6z+2)+z sin(2z+4)+C 130. 3z + sin2z +C

;131. itg4m —z+C 132. —§(cos z)8 +C

“5133. —ﬁa—z +C 134. cosx — 2arctg(cos x) + C'
L;1‘35. Isin®z — lsin®z+C 136. % cos®z — cosx + C
f.’137. %(w —sinzcosa — 5 sin® z cos ) 4+ C; sin®z = 1—“%5&

:;138. $(z — {sindz) +C
";:'139. stg? +In | cos z| +\C [ tgdade = [tgr—t—dx — [tgade

- 140. 64 sindx +' -~ 48 sin® 2z +C

EI'-
a

gl 2+tg
142. 1 im|35ed

2—tg%

W
}

i

- 144.

aurctgl—J"—Eztgz +C; tgg =t

146. éln e ETa

V2arctg(v2tgz) —z + C; tgr =t

2

wiil+c

147.

B =1

148. Larctg(sin®z) + C; sin

150. In|1 — V1 — 22| — In|z| — arcsinz + C
‘ 3 (1 14z _ 43
151.8(1+§) +Cy He oy

2\ —3Yx + 6z —61In(l + ¥x) +C
6(¢/x — arctg§/z) + C; o =15

152.
153.

141.

143.

145.

149.

tarctg (2tg%) + C; tg5 =t

Tarctg?+—\“}t—51 +C

(14sinx)?

8 In ‘ (3+sinx)(1—sinx) + c

=
154. 6/ — $z¢/z + C;

x=tt




155, —%:Lf; + 3arctg/x + C; z =6

156. 6 (% + Y5+ 1In )+ =10

157. 2/ (e + 15 + 2z F 1 - 392 FT-In [VaFT-ya+1+1]
—4In(l1+4 ¥z +1) + 2\/§arctgg§% +C;z4+1=18

158. -3(3~204)! 1 832yt L0 3_opt _p

160. In |z + V22 — 3| + C

161.  arcsin(2z — 1) + C 162. In|z+1+vaZ+2z — 1|+ ¢
163.2v/22 £ 9+3 In(z+vz2 + 9)+C 164. —/16 — 22 — 2arcsin £ + C
165. 2v/2% + 4z + 8+ 21In(z + 2 + Va2 + 4z +8) + C

159. arcsin —j—? + C

166. 32v/1— 22 + Larcsinz + C
167. 12v9 122 —SIn(z+v9+22) +C

L

168. ";3\/w2—6:v—7—81nl."c—3+\/:c2—6m—7]+C

2.2, Calki oznaczone

Obliczy¢ calki oznaczone:

=) 4
dx
1, B — 4 3y /22 ;
/_3 Fe Gy 2 /0 2V 22 + 9dx

T cosz 2
3. — 4, in(1 d.
/_ i /1 fina)de

Rozwigzania

1. Poniewaz

e (z+1)2

wiec

/*2 dx _/"2 dp o T
=g o2+ U s @RETE = ]

;i; Podstawny
il vV .’132 -+ 9 = fv
a WiQC
¥ 2?49 = t?
i stad
\ % 2xdr = 2tdt.

t1 = V049 = 3, to, = V1649 = 5.

~

4 5
/4 2322 4+ 9dx = / zz’\/ 22 +9dx = /; t2(t2 — 9)dt
Jo 0 ;

Rita 4 (tS 3t3> g
/3(t ) 5 3
1412

1 3 RN S fingnied
= 3(55—35)*3(5 =) = 5

V1 +sinz' = t,

a wiec
1+sinz = t2,

oraz
cosxdr = 2tdt.

Nowe granice catkowania sg:
th = 1+sing = \/5, to = V1+sint = 1.

i ienie "7y TILAITL
Na podstawie twierdzenia o calkowaniu przez podstawienie, otrzymamy

1 il
"_C"S_I_dm=2/ dt = 2t = 2(1-V2).
z V1+sinz JV2 V2




