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Plan Wykiadu

1. Schemat ideowy ukfadu diagnostyki:

= estymacji parametrow, estymaciji wyjscia/stanu, estymacji parametrow i/lub
wyjscia/stanu

2. Podstawowe sposoby opisu niepewnosci
3. Przyktady liniowych, rekursywnych postaci estymatorow
= Filtr RLS (ang. Recursive Least Squares)
= Filtr WRLS (ang. Weighted Recursive Least Squares)
= Filtr Kalmana (ang. Kalman Filter, KF )
4. Przykfad nieliniowego, rekursywnego estymatora
= Rozszerzony Filtr Kalmana (ang. Extended Kalman Filter, EKF)
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Estymacja, Obserwatory, Filtry

il

- Estymacja to proces podejmowania decyzji lub wydawania
sadu, co do przyblizonej wartosci pewnych parametrow czy
zmiennych charakteryzujacych dany obiekt, na podstawie
dostepnej informacji o obiekcie, 1acznie z danymi o procesach
w nim zachodzacych, uporzgdkowane w danym zbiorze
obserwacji

- Idea obserwatora stanu polega na wykorzystaniu sygnatow
wejsciowych 1 wyjSciowych systemu dynamicznego do estymacji
(Sledzenia zmiennosSci) zmiennych stanu

- Idea filtracji polega na takim przeksztalceniu sygnatu
,wejSciowego”, przez filtr o odpowiedniej strukturze, aby wynik
filtracji jak najmniej r6znit sie od sygnatu ,,odniesienia” przy
zalozonym kryterium bledu
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-« PODSTAWOWE SPOSOBY OPISU NIEPEWNOSCI




Modele niepewnosci

- W praktyce kazdy zbior rzeczywistych obserwacji zawiera
informacje obarczone bledami, co zwigzane jest to glownie
z niepewnoscig, niedeterministycznym charakterem obiektu

- Uwzgledniajgc fakt, iz nie zawsze dysponujemy ,,peing”
informacja pomiarow3q (chociazby ze wzgledoéw finansowych)
problem estymacji mozna zdefiniowac jako szacowanie
wielko$ci niemierzonych (nieznanych) parametrow i zmiennych
charakteryzujacych obiekt na podstawie dostepnych obserwacji
(pomiaréw) innych parametrow i zmiennych badanego obiektu
oraz na bazie modelu matematycznego obiektu opisujacego
relacje pomiedzy charakteryzujacymi go zmiennymi
1 parametrami
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Modele niepewnosci

« Wykorzystanie modeli matematycznych jak i danych
pomiarowych, w celu estymacji nieznanych parametrow
1 zmiennych charakteryzujacych obiekt, jednoznacznie wigze
sie z niepewnoscig

- Zrbdla niepewnos$ci wynikaja przede wszystkim z:

= bledow struktury modelu matematycznego

= niepewnych parametrow modelu matematycznego

= bledéw pomiarowych obserwowanych wielkos$ci

> bledéw metod numerycznych i symulacji (dokladnos¢
obliczen, bledy zaokraglen itp.)

= wiedzy a priori oraz heurystyk wykorzystanych przy budowie
modelu systemu (niepewnos¢ w tym przypadku jest bardzo
trudna do oszacowania)

© MiDws$ 2018



Modele niepewnosci |
G

» Trudno jest wskaza¢ uniwersalna metode opisu niepewnos$ci

- Przy wyborze jej odpowiedniej reprezentacji nalezy wzig¢ pod
uwage miedzy innymi nastepujace aspekty zwigzane z jej
opisem:

s przyczyny niepewnosci

= 1lo$¢ jak i jakos¢ dostepnej informacji

= typ dostepnej informacji

= metody przetwarzania dostepnych informacji, itp.
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- Wyro6znia sie wiele sposobdéw opisu niepewnosci, z ktorych
najczesciej wykorzystuje sie nastepujace modele:

= probabilistyczny model niepewnosSci
= rozmyty model niepewnosci

= model niepewno§ci wyrazony w postaci zbiorow
ograniczonych (ang. set-bounded)




Modele niepewnosci |
G

- Probabilistyczny model niepewnosci:

= nieznane wielkoSci reprezentowane sg przez wartosci
zmiennych losowych wylosowanych ze Scisle okreslonych
zbiorow, niepewnos¢ opisana jest przez rozklad
prawdopodobienstwa; trajektorie tych wielkosci sa
reprezentowane przez procesy stochastyczne



- Probabilistyczny model niepewnosci
= Zmienna losowa:
X e{X, Xy, 0 X |

= Prawdopodobienstwo ze zmienna losowa X przyjmie wartosc
ze zbioru [a, b]:

P(X €|a,b))




- Probabilistyczny model niepewnosci

= Srednia

>

1
N5

X = X

= Wartos§¢ oczekiwana (najbardziej prawdopodobna w sensie
statystycznym)

inhe ozhaczenia




- Probabilistyczny model niepewnosci

= Wariancja

n

v=E[(x —E(X)P]= E[(x —m)F]=tim T3 (x, ~m}

N—oo n i—1

v=E|(X —E(X)F|=E(X?)-E(X ]
wartosé rozrzutu realizacji wokdt wartosci Sredniej
> Odchylenie standardowe
o= o v=0"

wartosé koncentracji realizacji x; w przedziale [m-o, m+o]




- Probabilistyczny model niepewnosci

= Dystrybuanta zmiennej losowej X:

n(x) _

Przyktad: rozktad Gaussa

F(x)=lim =~ =P(X <x) < Tr——f—r—r—r——
W)=l ==X <)) T A

asnrAl /4 —g
IRV 4 |
L] -
IR |

F(x)

O
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X

WYyraza prawdopodobiefistwo tego, ze zmienna losowa X
er—aan] przyjmie wartos¢ mniejszq lub rownqg x




- Probabilistyczny model niepewnosci

= Gesto$¢ prawdopodobienstwa

_dF(x)
Flx)= )

Przyktad: rozktad Gaussa

>
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q
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- Probabilistyczny model niepewnosci

» Rozklad Gaussa — podstawowe wlasciwos$ci
- Jezeli X ~N(m,o?) a Y=aX+b

cTo Y~ N(am+b,a202)




- Probabilistyczny model niepewnosci

» Rozklad Gaussa — podstawowe wlasciwos$ci
. 1. . . . 2 . 2
- Jezeli X, i X, sa niezalezne, oraz X, ~ N(ml,o-l) iX,~ N(mz,az)

- To X, +X, ~ N(m1+m1,c712+o-22)

1 1 (x=(my+my))?
2 2
f(x +X,)= g 2 loivel)

- \/ 271(0'12 + 0'22)




- Probabilistyczny model niepewnosci

» Rozklad Gaussa — podstawowe wlasciwos$ci

2 2 2
Oy,y =0Ox T Oy

2 2 2
Oy_y =0y +UY




- Probabilistyczny model niepewnosci

= Kowarlancja

106, Y (%0 ¥ oo (0 Y0}

F(x,y)=P(X<xiY<y)
!,'L';nZX V)=lim >,
E[(X m, ) ] lim = Zn:(x -m, ) L, E[(X m )2] jim = (x m, f

n—0 ] 4= »oon




- Probabilistyczny model niepewnosci

» Kowariancja (cd.)

J=E[(X =m, )Y - m)]_llm Zx —m, )y, -m,)

N—o0 n

Cy

0,0,

pxy =

-gdy zmienne niezalezne to: p,,=0
- gdy zmienne zalezne to: -1<p,, <1




- Probabilistyczny model niepewnosci

= Macierz wariacyjno-kowarjacyjna dla n zmiennych losowych

le Cx1x2 Cxlxn
C . CX2X1 sz CXZXn
XX :

anxl CXnXZ an




- Probabilistyczny model niepewnosci

= Autokorelacja

R(tvtz ) = E[X (tl)’ X (tz )]

- Jezeli proces jest stacjonarny 7 =1, —1, to:

R(z)=E[X(t) X(t-7))




- Probabilistyczny model niepewnosci

= Bialy szum

R(z)




Modele niepewnosci |
G

- Model niepewnosSci w postaci zbiorow ograniczonych
(ang. set-bounded):

= niepewne wielko$ci reprezentowane sq w postaci ograniczen
dolnych i gornych, wewnatrz ktorych na pewno znajduja sie
nieznane wielkosSci, trajektorie ograniczen sa modelowane
przez ograniczone zbiory w przestrzeni trajektorii.

Pomiar:

y A

y(t),, = y{t) + &, (t) w«)-em(t)
/\/\/\J\/\r\\/ Ym(t)

ent) <eg, () <&, () wmt)-ena(t)

znane a priori t

© MiDwss 2018



Modele niepewnosci |
G

- Model niepewnosSci w postaci zbiorow ograniczonych
(ang. set-bounded):

= niepewne wielko$ci reprezentowane sq w postaci ograniczen
dolnych i gornych, wewnatrz ktorych na pewno znajduja sie
nieznane wielkosSci, trajektorie ograniczen sa modelowane
przez ograniczone zbiory w przestrzeni trajektorii.

Estymaty zmiennej stanu x(t): X 4 -
X

X(t)

X0 =" (0. 0] % ©

. 2 )
% : arg min max X —Z X™N(t)

centrum Czybyszewa t



Modele niepewnosci |
G

- Rozmyty model niepewnosci:

= bazuje na teorii zbioréw rozmytych, niepewne wielkosci
reprezentowane sg przez wartosci zmiennych rozmytych,
zdefiniowanych bezposrednio przez funkcje przynaleznosci.

Zbior rozmyty btedu predkosci e

p uley)
............................. 1

—20 0 20

Lujemny duzy” .bliski zera" .dodatni duzy”
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- ESTYMACJA PARAMETROW — LRS, WRLS




Sterowanie
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- Model pomiarowy

y=Vy+€
/7 \ T bfgd pomiaru

M
1
<1
|
<

wartosé mierzona warto$¢ prawdziwa
o /A ~ —~ — /N

btgd resztkowy (residuum)

wartosé mierzona wartosé estymowana

"~/

¢ - warto$¢ praktycznie nigdy nieznana; mechanizm generujacy ten blad
zwykle  jest  aproksymowany = przez pewien  znany = proces
(np. szum gaussowski o zerowej wartosct Sredniej 1 znanej wariancji o2
[ub zbior ograniczony o granicach znanych a priori )

€ _wartoéé znana w momencie wyznaczenia wartosci estymowanej zmiennej




Estymacja parametrow - filtr RLS (ang. Recursive Least Sguares)

- Idea RLS

= Zakladamy, ze pewien obiekt (proces) generuje wektor x
skladajacy sie z N zmiennych x(1), x(2),..., x(N)

= Zakladamy niezmiennoS$¢ procesu

= Nie mozemy ich zmierzy¢ bezposrednio ale dysponujemy
aparatura pomiarowa, ktéra umozliwia pomiar M-
elementowego wektora z: z(1), z(2),..., z(M), M>N-

Z=Hx+Vv

- gdzie H to macierz ukladu pomiarowego o wymiarach MxN
- v to addytywny szum pomiarowy

- Estymate x oznaczamy jako X a odpowiadajacy jej blad v

Z=HX+V



Estymacja parametrow - filtr RLS (ang. Recursive Least Sguares)

« Idea RLS (cd.)

- Estymata X bedzie tym lepsza im mniejszy bedzie blad sumy
kwadratow zwigzany z V

M
S 2
J=0"0=>V
i=1
= podstawiajgc:

J=(z—HR) (z—HR)
= J osigga minimum gdy:

8
%

~HT(z-HR)=0



&

« Idea RLS (cd.)

= Po kolejnych przeksztalceniach
HTHR =H"z

g=(HTH) 'Hz

Czy jest to rozwigzanie efektywne ?




&

- Przyklad rekurencji

- Rekurencyjne wyznaczanie Sredniej: X, = — Z X




&

- Przyklad rekurencji

_ 1
- Rekurencyjne wyznaczanie Sredniej: X, = — Z X




&

- Przyklad rekurencji

1
- Rekurencyjne wyznaczanie Sredniej: X, = — Z X




&

- Przyklad rekurencji

- Rekurencyjne wyznaczanie $redniej: X, = — Z X




s)

- Standard rekursywnej, adaptacyjnej estymaty parametrow

nowa estymata = jej prognoza + korekta

korekta = wzmocnienie * (pomiar-prognoza pomiaru)




Estymacja parametrow - filtr RLS (ang. Recursive Least Sguares)

- Wyprowadzenie RLS

= Wykorzystujac poprzednie wyprowadzenie dla metody
najmniejszych kwadratow:

g=(HTH)'H"z

= 1 wprowadzajgc oznaczenie biezgcego pomiaru k:

R(k)=(H" ()H () "HT ()z(k)

= Otrzymuje sie ostatecznie rekursywng posta¢ filtru RLS:

Rk +1)=&(k)+ K(K)|z(k +1)—h" (k + 1)(K)|=

= R(k)+K(k)z(k +1)- 2(k +1)]




- Wyprowadzenie RLS (cd.)
R(k +1)=R(k)+ K (k) z(k +1)- 2(k +1)]
T T 1

nowa Jej blgd pomiedzy pomiarem
estymata proghoza a jego proghozq
korekta

2(k +1)=h"(k +1)%(k)
! !

howy, zhahy stara
wektor estymata




Estymacja parametrow - filtr RLS i WRLS

il
- Algorytm estymacji (dla RLS A=1, dla WRLS 4<1)

1. Inicjalizacja: estymata N-elementowego wektora x na podstawie N
pierwszych pomiarow

W =diag(**, A" 2,....41)
P(N)=(HT(N)-W-H(N))"
R(N)=P(N)-H"(N)-W-z(N)
k=N
2. Nowy pomiar z(k+1), {nowe h(k+1) i nowy szum v(k+1)}:

2(k +1)=h"(k +1)- R(k +1)+v(k +1)

3. Modyfikacja wzmocnienia:

K(k+1)= P(K)- h(k +2)- (2+ " (k+2)- P(K)- h(k +1))"



s)

4. Predykcja parametru — korekta estymaty wielkosci szukanej:

f(k+1)=&(k)+ K (k +2)- (z(k +1)—h" (k +1)- %(k))

5. Modyfikacja macierzy P:
P(k +1)= %(1_ K(k+1)-h7 (k +1))- P(k)

6. Nastepna iteracja:

k=k+1
skok do kroku 2




Estymacja parametrow - filtr WRLS (ang. Weighted Recursive Least|Squares)

- Idea WRLS

- Estymata X bedzie tym lepsza im mniejszy bedzie blad sumy
kwadratow zwigzany z V , przy uwzglednieniu diagonalnej
macierzy wag W:

M
_ ON\ANT 2
J=vW= E WV,
—

= podstawiajac:

~ 1

& =(H™WH ) H™Wz
° Przy czym:

Ev]=0 EMW |=R w=R"



- Przykladowe zadanie:

Estymacja parametrow modelu matematycznego opisanego
roOwnaniem:

y(k) = an k)h(k)+v(k)

metodami RLS 1 WRLS, na podstawie znajomos$ci sygnalu
wejsciowego x(n) 1 wyjSciowego y(n) zaszumionego szumem

v(n)

Przy czym jego parametry to x=[-0.987; 2,345]



% PAERLMETEY

itexr=2000; % liczka iteracji

M=2; % liczba niewiadomych
dwe=1.0; %

dsz=0.5; i

lambda=0,95; % parametr ,zapominania’
x=[-0.987 2.345]"': % rzeczywisty stan obiektu

% INICJRALIZACTR

% PETLA GLOWNR
[] for k=l:iter

h=h{l:(M-1}): h=[dwe*randn(l,1): h];
z=h'*x+dsz*rand;

K=P*h/ (h'*P*h+lambda) ;
P={I-KE*h')*P/lambda;

He=xe+E¥ (z-h'¥*xe)

XE=[XR; x']:

XE=[XE; xe='];

Z=[Z: z']:

- end

¥ PREZENTACJL HISTCORII ESTYMACJT

G0 e WP O e dP P o

nowWy
NoWY
nowe
nowa
nowa

odchylenie standardowe wejscia (szum normalny)
cdchylenie standardowe szumn pomiarowego
{0 « lambda < 1 )

wektor wejscia ,h"
pomiar

wzmocnienie K"

macierz ,B"

estymata stanu obiektu

PEramsetry rZecIywiste

historia estymac]ji

historia pomiardw

Zaczerpniety z [1]




Parametry stale x=[-0.987; 2,345]
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Parametry zmienne x=[+0.987; +2,345]
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Nieliniowe filtry RLS, WRLS i
e—————l—————————— 1|

Bardzie) szczegolowe informacje, wyprowadzenia
poszczegolnych wzorow dla liniowych 1 nieliniowych
filtrow RLS i WRLS mozna znalezé miedzy innymi
w materialach wyktadowych z przedmiotu:
sModelowanie i Identyfikacja”



- ESTYMACJA WYJSC/STANU/PARAMETROW

Filtr Kalmana
Rozszerzony Filtr Kalamna




Estymacja wyjsc/stanu |
ﬁ

» Idea Filtru Kalmana (estymacja minimalno-éredniokwadratowa,
MMS, Minimum Mean Square)

- Filtr Kalmana stosuje sie do estymacji warto$ci obserwowanych
zmiennych, minimalizujac bledu estymacji stanu X =X —X w
sensile statystycznym.

- Filtr Kalmana uwzglednia informacje o procesie z dwoch Zrodel:
= urzadzenia pomiarowe (wiedza a posteriori),
= model systemu (wiedza a priori).

- Filtr Kalmana dziala zgodnie ze schematem predyktor-korektor

Rudolph. E. Kalman, "A New Approach to Linear Filtering and Prediction
Problems", Trasactions of the ASME: Journal of Basic Engineering,

vol 82, Series D, pp. 35-45, 1960.



- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

< : >

0.16 —— ——— Okreslenie pozycji y, z kompasem ,,w reku”
' w chwili czasu t,, na podstawie polozenia
gwiazd jako z, = 20 z precyzja o,,= 6 mil:

0.14

012 [
» Srednia: z,

0.1 1 * odchylenie standardowe: o,

0.08

 optymalna estymata polozenia:
Xt,) =z,=20

» wariancja bledu estymaty:

0.02 F Zl; . OQy (t1) = OQZI =62=36

0.06

0.04

0 1|0 20 3lo 40 5|o 6IO 7|0 8I0 9|o 100 ® Z, moze byc’predykch pozycji dla
kolejnej chwili czasu t,

Zaczerpnieto z[3] [ A




Estymacja wyjsc/stanu |
G

- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

< : >

X Ponowne, po kroétkiej chwili okreSlenie
Z1 §Z 2 pozycji x, na podstawie pomiaru
0.6 ——————————————————— (pomiar dokladniejszy niz poprzednim

l razem) z, = 30 Z precyzja o,,= 4 mil,
w chwili czasu t, = t,:

012
» Srednia: z,

“H » odchylenie standardowe: o,

0.08

0.06 - N o | eestymata polozenia:

ARNNE Rt,) = 7,= 30
| 1 +wariancja bledu estymaty:
0.02 F | 02y (t2) = 0%,, =4°=16
o A

o 10 2 3 4 s e 70 s e 100 *Jakdokonaéfuzjiinformacjiz dwoch
pomiarow o réznej doktadnosci?

» Skorzystamy z wiaSciwosci rozklad Gaussa



- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

Jak policzy¢ skorygowang pozycje x w chwili czasu t, czyli nowa warto$¢
srednig po fuzji danych pomiarowych z,1z,?

« przyjmijmy, ze dysponujemy dwoma pomiarami obarczonymi szumami
v, 1v, o zerowej wartos$ci Sredniej:

z1=x+ v Z9 =T + 19

- przyjmijmy, ze nowa estymata pozycji wyraza sie jako:

r = S12z1 + s929

- a blad jako:




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

Jak policzy¢ skorygowang pozycje x w chwili czasu t, czyli nowa warto$¢
srednig po fuzji danych pomiarowych z,1z,?

« przyjmijmy, ze dysponujemy dwoma pomiarami obarczonymi szumami
v, 1v, o zerowej wartos$ci Sredniej:

z1=x+ v Z9 =T + 19

- przyjmijmy, ze nowa estymata pozycji wyraza sie jako:

r = S1z1 + $929
T T wspotezynniki skalujgce, wagi

- a blad jako:




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)
- zatem wartoS¢ oczekiwana bledu:

Ele] Eli —x
— Eiﬁlﬂ?fl T SQEQ—I]

= Elsi(z +v1) + sa(x 4 vg) — ]

= s1E[z] + s1E[v1] + soF[x] + soFlvs] — Elx]
= s1E[z] + 0+ so9F[z] + 0 — Elx]

= s+ sor—x =10

sS1+s9—1=0 = s9=1-—35




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)
- 1iwarto$¢ oczekiwana kwadratu bledu:

Ele?] =

E[(# — x)?]

Ei? - 2ix + 27

El(s121 + s222)% — 2(s121 + s222)x + 27

El(s1(x +v1) + sa(z + v2))* — 2s1(x + v1) + sa(x + va))x + 27

Elsi(x 4+ v1)* + 2s182(x + v1) (& 4+ v2) + s5(x + v2)° — 2s1(x + vy)a — 2sa(x + va):

.E[H%.‘J‘E + 25%n7 + H?J'f + 251 830% + 281 50017 + 281 8av0x + 28] 89Uy Un+

-E LE L .? L. '] -2 .E — L ] |E — L L] i = — ‘l |2 — L] !. |E
+850° + 285091 + 8505 — 2sy0° — sy x — Dspx” — Dsguaw + 7]

E(s5 + 258152 + 85 — 25y — 282 + 1)r°+
+2(s3v) + 81830) + 81890 + 85Uy — SyV] — Sava)T+

2 ¢ > 9
“|‘-‘5%*'1 + 2?&1#52{'1!"2 + -"fg'i!‘g]




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)
- 1iwarto$¢ oczekiwana kwadratu bledu, cd.:

.E:,'[f'l‘z] = E[[_i'—_r]?]

= {{-‘1‘1 -+ ?-'-2]9 — 281 + 82) + ]} E:;J‘2:+
+2{s{E[vy] + s18E vy | + sy80Eua] + s3Eva] — 51 Evy] — s2E[va] } Ela]+
+83E[v}] + 25195 E[tn] E[va] + s3E[13]
= (1-241)E[2*|+2(04+04040-0-0)E[z] + siE[v]] + 0+ s3E[v]]
= B[] + SEL)
2 2

— 2.3 N

= o3 (1820




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

- Minimalizacja Sredniego bledu kwadratowego:
Ele?] = sf0? 4+ (1 —s1)%03

2

2

= 25107 + 25105 — 2073

= 2s1(07 +03) =205 =0

%E—Ql = 25107 —2(1 — s1)0




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

- Wyznaczenie wspolczynnika s,

2s1(07 +03) — 205 =0

231(0% + cr%) = 20’%

o3
§1 = ——=
G’%-I—CFS




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

- Wyznaczenie wspolczynnika s,

so9 = 1 — s
2
= 1- 524
oy +0o5

2 io?-o?

2 2
D’l—i—ﬂ':z

o1
o cr?+{rg




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

- finalnie nowg, optymalna estymate pozycji mozna wyrazic jako :

T = 8121 + 8229
2

- (—253—,) 21+ (—;Lg) 29

of —I—a:J2 (o —1-5"2




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

2 = Hf{rf-lhséa%

 ajej nowq wariancje:
(75) -+ (75)
a7 + 03 ! a; +a3) C

a'l rrz + u:T"r:lr2

(r.T? + n§j

2 2 2 2




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

 ajej nowq wariancje:




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)
< , >

y

0.16 —— — Okreslenie pozycji y, z kompasem ,,w reku”
' w chwili czasu t,, na podstawie polozenia
gwiazd jako z, = 20 z precyzja o,,= 6 mil:

» Srednia: z,
* odchylenie standardowe: o,

 optymalna estymata polozenia:
| Xt) =z,=20

i 1+ wariancja btedu estymaty:

0.02 O-Zlé - Oey (t1) = 0%, =6°=36

0 1|0 20 3lo 40 5|o 6IO 7|0 8I0 9|o 100 ®Z, moze byépredykch pozycji dla
kolejnej chwili czasu t,




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

Jeszcze raz!
< i >

X Ponowne, po kroétkiej chwili okreSlenie

Zl Z 2 pozycji x, na podstawie pomiaru

0.16 ——————————————————————— (pomiar dokladniejszy niz poprzednim

0.14 | | razem) z,=3012 PreCijQ 0,5= 4 mll,
w chwili czasu t, = t,:

0.12
» Srednia: z,

> » odchylenie standardowe: o,

0.08

0.06 - R | eestymata polozenia:

; 9 N )/(t2) =7Z,= 30
" 1 < wariancja bledu estymaty:
0.02 F 1 OQy (t2) = 0%,, =4°=16
0 { {

o 1 2 a 4 50 e 70 8 s 10 *Jakdokonaé fuzjiinformacjiz dwoch
pomiarow o réznej doktadnosci?

 Skorzystamy z wiasciwosci rozktad Gaussa




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

Z wlasciwos$ci rozkladu normalnego:

#

r = u = [0222/(0221 + O'Zzz)]zl + [O'Zzl/((jgl + 0522)]Z2

1/0?% = (1/0%)+(l/o::,r%2

11, = [16/(36 +16) |20 +[36 /(36 +16) |30 = 6,2 + 20,8 = 27

1/0'5:1/36+1/16=52/576 - o0,=33




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

0.16

0.14

0.12 -

017

0.08 -

0.06

0.04

0.02

10

20

130

40

50

60

70

80

90

100

Skorygowana pozycja w chwili czasu t, :

 optymalna estymata polozenia:

Xt,) =y, =27

» wariancja bledu estymaty:
o7 (t,) = 0,7 = (3.3)°=10.9

...na razie estymacja statyczna...




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

= Zatem najlepsza estymata polozenia w chwili czasu t,, wyznaczona na
podstawie dwoch pomiarow bedzie: X(t,) = u,

= Estymate polozenia mozna tez zapisac jako:

x(ty) = [0 /(02 +02)]z; +[02 /(02 +07 )]z, =

z; + [vcrzzl/(og1 + 032)][@ -z;] =
x(t)+ K(25) [z, —x(2;)]

N

K(ty) = o7 /(0Z +07) X(t,) =z

= Natomiast wariancje przedstawi¢ w postaci:
02(t,) = 02(t;) - K(t,)02(t)




Estymacja wyjsc/stanu

- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

= Zatem najlepsza estymata polozenia w chwili czasu t,, wyznaczona na
podstawie dwoch pomiarow bedzie: X(t,) = y,

= Estymate polozel

x(t,) =

@ -

K — wzmocnienie Kalmana,
[ ktore musi by¢ obliczane w
kazdym kolejnym kroku o<

A TIOn—7, T 9, /%7 <]

%(1,) i@)[zz —%(t))]
=

2 /(52 + o2 () —
o; /(oZ +07) X(t) =2,

= Natomiast wariancje przedstawi¢ w postaci:

02(t,) =

© MiDwss 2018

02(1) K (B)o2(1,)



- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

< : >
X
R(t,) =27 R(t,) =2
06— Po kolejnych 2 godzinach zeglugi nalezy
el skorygowa¢ pozycje todzi (chwila czasu t,).
| Do tej chwili 16dZ poruszala sie z predkosciag

012y | 20 mil/godzing, z doktadnoscig o,,= 2 mil
0.1

Jak skorygowac pozycje z taka informacjq?
0.08
0.06
0.04
0.02

° 0 ‘IIO 2I0 : 3IO 40 5I0 6IO 7IO 8I0 9IO 100

...a teraz dynamika...




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

0.16

0.14 r
0.12 -
017
0.08 -
0.06
0.04

0.02

R(t,) =27

...nte za dokladnie...jeszcze przed fuzjq danych..”™”.

Po kolejnych 2 godzinach zeglugi nalezy
skorygowa¢ pozycje todzi (chwila czasu t,).
Do tej chwili 16dzZ poruszala sie z predkoscia
20 mil/godzine, z dokladnoscia o, = 2 mil

Mozna wykorzysta¢ model ruchu todzi:
Xt;) =x(t,) +v-At =X(t,) +[t,-t,]u (1)

Xt,) = 27+20-2=67
G2 (ty) = &2 (t)+ o2, - At (2)

G2 () =10.9+22 - 2=18.9 => ...

& =+/18.9 = 4.35
[ 1




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

< : >

x(t,) =27 )'Z(tg) =7

0.16 Zatem, po krotkiej chwili okreslamy

pozycje x, na podstawie modelu )’(ts,‘ )
, o oraz dokladnego pomiaru z, = 76
0121 | zprecyzja o,,= 4 mil, w chwili czasu ¢,

0.14

017

0.08 -

0.06

0.04

0.02

100




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

0.16

0.14

0.12 -

017

0.08 -

0.06

0.04

0.02

X(t,) = 27

Zatem, po krotkiej chwili okreslamy
pozycje x, na podstawie modelu )’(ts,‘ )
oraz dokladnego pomiaru z, = 76

z precyzjq o,,= 4 mil,, w chwili czasu t,

2

O, _
K(ty) = R(t;) +[%](z3 —X(t5)) = ..

o, + O')A((t;)
= X)) + K () (z5 — X(t3)) (4)
K(ty) = [02?(:;)2 ] (3)
Z3 X(t3)
oi(t) =67 () - K(t) 61 (t;) (5)




- Idea Filtru Kalmana (zagubieni na morzu)

<

x(t,) = 27:
0.16 Zatem, po krotkiej chwili okreslamy
pozycje x, na podstawie modelu Xt,")
oraz dokladnego pomiaru z, = 76

z precyzja o,,= 4 mil, w chwili czasu t,

0.14
0.12

017

X 18.9
R(t,) =67+ 76-67)=...
(t) La +18.9}( )

..=067+054-9=67+49=719

0.08 -
0.06

0.04
o’ (t,)=18.9-0.54-18.9=...
..=18.9-10.2=8.7

& =A/87=209
[

0.02

0 10 20 130 40 50 60 70 80 90 100

.atd...




 Idea Filtru Kalmana

Korekcja

Predykcja

(1) Obliczenie wzmocnienia Kalmana

(1) Prognoza stanu obiektu

(2) Uaktualnienie estymaty na podstawie pomiaru

(2) Macierz kowariancii bledu
prognozy stanu obiektu

(3) Uaktualnienie macierzy kowariancji bledu

Estymaty poczatkowe




 Idea Filtru Kalmana

Korekcja

zmochienia Kalmana

Rdéwnania procesu ]

estymaty na podstawie pomiaru

Ax, _+bu,+w,

HI.I(‘ + ];k macierzy kowarianciji bledu

Estymaty poczatkowe




 Idea Filtru Kalmana

Korekcja

Predykcja

(1) Obliczenie wzmocnienia Kalmana

(1) Priig_nc:-za stanz obiektu | E.,{- — PLHT{HPiHT + R]
X, = fq":k—l + Huk

—1

(2) Uaktualnienie estymaty na podstawie pomiaru
(2) Macierz kowariancii bledu

prognozy stanu obiektu 'ii‘ﬁ.' = -i‘; + Kﬁ.'l: ‘T’k - Hj;}
Fi — AP.{ lAT + Q (3) Uaktualnienie macierzy kowariancii bledu
P.=(I-KH)P,

Estymaty poczatkowe X, _, i P, _,




 Idea Filtru Kalmana

x(t;) = X(t,) +v-At =X(t,) + [t,-t,]-u (1)

Predykcjz

(1) Prognoza stanu obiekt
Xy o= AX,_ +Bu,

(2) Uaktualnienie estymaty na podstawie pomiaru

(2) Macierz kowariancii bledu - a” . .
prognozy stanu obiektu 'Tﬁ: - —‘-II:: + KJ;_.{ e T H"F:}
Fi — AP.{ 0 A T + Q (3) Uaktualnienie macierzy kowariancii bledu

P, = (I-K.H)P,

\

Estymaty poczatkowe X, _, i P, _,




 Idea Filtru Kalmana

Korekcja

Predykcja

(1) Priig_nc:-za stanz obiekt HT + R]_l
Xy = AXp

(2) Macierz kowariancii bls
prognozy stanu ob A = Nk

Nop — HX .'5:}
(3) Uaktualnienie macierzy kowariancii bledu

P, = (I-K.H)P,

Estymaty poczatkowe X, _, i P, _,




 Idea Filtru Kalmana

Korekcja

liczenie wzmochienia Kalmana

(1) Priig_nc:-za stanz obiektu _ E.,{- — PLHT{HPiHT + R]
X, = fq":k—l + Huk

—1

(2) Uaktualnienie estymaty na podstawie pomiaru

(2) Macierz kowariancii bledu - a” .
prognozy stanu obiektu 'Tﬁ: - _TII:: + KJ;_.{ 1;: - H"F:}
Fi — AP.{ 0 A T + Q (3) Uaktualnienie macierzy kowariancii bledu

P, = (I-K.H)P,

Estymaty poczatkowe X, _, i P, _,




 Idea Filtru Kalmana

Korekcja

liczenie wzmochienia Kalmana

(1) Priig_nc:-za stanz obiektu _ E.,{- — PLHT{HPiHT + R]
X, = fq":k—l + Huk

—1

(2) Uaktualnienie estymaty na podstawie pomiaru

(2) Macierz kowariancii bledu - a” .
prognozy stanu obiektu 'Tﬁ: - _TII:: + KJ;_.{ 1;: - H"F:}
Fi — AP.{ 0 A T + Q (3) Uaktualnienie macierzy kowariancii bledu

P, = (I-K.H)P,

Estymaty poczatkowe X, _, i P, _,




 Idea Filtru Kalmana

Korekcja

#ibliczenie wzmocnienia Kalmana

, = PLHI(HP HT + R)

X(t;) = X(t3) + K(t)(z, - X(t5)) (@) -

(2) Uaktualnienie estymaty na podstawie pomiaru

2) Macierz k iancii bled a a" A"
(2) Macierz p?r;r:::?zr;fc:tani gbiektu 'Tﬁ: = —":I,:: + KJ;_.{ g HIF:}
Fi — AP.{ lAT + Q (3) Uaktualnienie macierzy kowariancii bledu
P.=(I-KH)P,

Estymaty poczatkowe X, _, i P, _,




 Idea Filtru Kalmana

Korekcja

Predykcja

(1) Obliczenie wzmocnienia Kalmana

K,=PH (HP H" +R)

1

(1) Prognoza stanu obiektu

H
Uaktualnienie estymaty na podstawie pomiaru
2 A2\ A2 i i
oy (t;) =0 (t;) - K(t;) -0, (t;)  (5) ¥,= 4+ K (2, —HY))
K k Kk K
Fi — AP.{ lAT + Q ‘ (3) Uaktualnienie macierzy kowariancii bledu
P.=(I-KH)P,

\

Estymaty poczatkowe X, _, i P, _,




¢ Idea Filtru Kalmana

Dzialanie zgodnie ze schematem Predykcja-Korekcja

Optymalna estymata = jej prognoza + korekta

korekta = wzmocnienie Kalmana * (pomiar - prognoza pomiaru)

Wariancgja estymaty = Warjancja prognozy*(1 - wzmocnienie Kalmana)




» Idea Filtru Kalmana (estymacja minimalno-éredniokwadratowa,
MMS, Minimum Mean Square)

- Minimalizuje sie funkcje jako$ci w postaci:
J =E[(x-%) - (x—%)
- Rozwaza sie model:

X(k +1)= A- X(k)+ B- u(k)+G -W(k) - model procesu
Z(k +1) =H. X(k +1)—|— V(k +1) - model pomiaru

s proces dynamiczny, niestacjonarny

[ © mipwss 2018 | Inna notacja ...



» Idea Filtru Kalmana (estymacja MMS)

macierze A,B.C.G znane,
wl¥) - szum systemowy (bledy modelowania. niedoskonalo$é elementow
wykonawczych. zakldcenia wewnetrzne), wik)~ N(0,0)
Ew(k)]=0. Awlcw ()]=0. k=!
Qlk)= E[wlkw' (k)] — macierz autokowariancji szumu procesu, dodatnio okreilona
i svmetrvezna
v{k+1)- szum pomiarowy (niedoskonatoi¢ czujnikéw pomiarowych). vk +1)~ M(0,R) :
Evik) =0, Evic v ()]=0. Elvikw'(il]=0, k=
R (k)= E[v(k)v" (k)]- macierz autokowariancji szumu pomiarowego. dodatnio okreslona
i svmetrvezna
wartosci poczatkowe wektora zmiennvch procesu powinny spetniac nastepujace warunki:

E[x(0)]=0. E[x(0}x" (0)]=F,. E[x{0}w” (k]]=0. E[x(0}" (k)]=0




» Idea Filtru Kalmana (estymacja MMS)
e X—estymafax,

. ::i"s:(k+1k}— prognoza wektora x(k+1) oparta na pomiarach z(1).....z(k).

o xlk+1flc+ 1)— prognoza wektora x(k+1) oparta na pomiarach z(1).....z(k).z(k +1).

o zlk +1]k)- prognoza wektora z(k +1) oparta na pomiarach z(1).....z(k).

o Axlkh)= x(ific)- #(kfic) - blad estymacji stanu procesu

o Axllc+1fic)= x(k+1)-%{k+1Jk ) - blad prognozy stanu procesu

o Azlk+1fk)=z{k+1)- 2(k +1Jk) - blad prognozy stanu pomiaru

o Plc+1fk)= E[axlkle) AxT(k[k)] - macierz kowariancii bledu estyma ty stanu procesu

o Ple+1fk)= E[ax(k + 1)) AxT(k +1)k )] - macierz kowariancji bledu prognozy stanu

procesu




Estymacja wyjsc/stanu

+ Idea Filtru Kalmana

- Blad estymacji a priori (model):
e(k+1]k)=x(k+1)—R(k +1] k)
- Blad estymacji a posteriori (pomiar):
e(k+1|k+1)=x(k+1)—X(k +1| k +1)
- Estymata bledu kowariancji a priori:

P(k+1]k)=Ele(k+1| k) (k+1| k)]

- Estymata bledu kowariancji a posteriori:

P(k+1| k+1)=Ele(k +1| k+1)e" (k+1| k+1)|

© MiDwss 2018



Estymacja wyjsc/stanu |
G

+ Idea Filtru Kalman

 Celem filtru Kalmana jest wyznaczenie estymaty a posteriori
R(k +1| k+1) jako liniowej kombinacji estymaty a priori X(k+1|k)
i wazonej roéznicy pomiedzy aktualnym pomiarem z(k+1) a
predykcja pomiaru H-%(k+1|k):

Rk +1k +1)= K(k +1K)+ K(k +1)- (2(k +1)— H-%(k + 1K)

« Wzmocnienie Kalman K (k +1) dobiera sie tak aby estymacja
kowariancji bledu aposteriori P(k +1| k +1) byla jak najmniejsza

K(k+1)=P(k+1k)-H"-[H-P(k +1lk)-HT +R]"

© MiDwSS 2018



¢ Idea Filtru Kalmana

HT
(k1) P(k +1k) H
H-P(k+1k)-H™ +R
I|m K(k + 1) — l Wieksze zaufanie do pomiaru niz
R0 H do predykcji pomiaru

- . Wieksze zaufanie do predykcji pomiaru
Ilm K(k + 1) — O niz pomiaru
P(k+11)—0




« Algorytm Filtru Kalmana

1. Inicjalizacja:
A=const, B=const. G=const. H=const,
R =R(k)=const. Q=Q(k)=const
F=0. Plop)=p,. z(op)=o0,

2. Prognoza stanu obiektu (predykcja):
(kc+ 1k )= A- x(Kfk )+ B ulkfi)

3. Macierz kowariancji bledu prognozy stanu obiektu (predykcja):
Plk+1jk)= A -Plkfk) AT+ G- Q- G7

4. Wzmocnienie Kalmana (korekcja):
K(k+1)=P(k+1k) B [H Plc+1)k) BT + R]"

5. Nowa estyma ta stanu obiektu = korekta prognozy stanu obiektu (korekcja):
K+ 1 +1)= 2K+ )+ Kk +1)- (20 +1)-H %k + 1)k ))

6. Macierz kowariancji bledu estymaty stanu obiektu (korekcja):
Pl +1jk+1)=[I-K(k+1)-H] Pl + 1)k

7. k=k+1.skokdo kroku 2




 Idea Filtru Kalmana

Korekcja

Predykcja

(1) Obliczenie wzmocnienia Kalmana

(1) Priig_nc:-za stanz obiektu | E.,{- — PLHT{HPiHT + R]
X, = fq":k—l + Huk

—1

(2) Uaktualnienie estymaty na podstawie pomiaru
(2) Macierz kowariancii bledu

prognozy stanu obiektu 'ii‘ﬁ.' = -i‘; + Kﬁ.'l: ‘T’k - Hj;}
Fi — AP.{ lAT + Q (3) Uaktualnienie macierzy kowariancii bledu
P.=(I-KH)P,

Estymaty poczatkowe X, _, i P, _,




Estymacja wyjsc/stanu |
G

- Przyklad 1: zastosowania Filtru Kalmana

Odszumianie (filtrowanie) probkowanych sygnaléw zebranych z systemu GPS
(10 razy na sekunde) zamontowanego w pojezdzie autonomicznym
poruszajacym sie ruchem jednostajnie przyspieszonym (1 m/s?) po prostej
drodze, z predkoScia szacowang z dokladnos$cig 1 m/s.

Jakie jest dokladne polozenie pojazdu w trakcie ruchu?
Z jaka predkoscig pojazd sie porusza?

Pomiar polozenia odbywa sie z dokladnoscig 5 m.

s(t)=s,+V,-t+0.5-a-t° s(k+1) =s(k) +v(k)-At+0.5-a- (At)°
v(t)=v,+a-t # v(k+1) =v(k) +a- At

So=0; v,=0
Zaczerpnieto z [4]



Estymacja wyjsc/stanu

- Przyklad 1: zastosowania Filtru Kalmana

x(k+1)= A-x(k)+B-u(k)+G-wlk)
{z(k +1)=H -x(k +1)+v(k +1)

s(k+D) =50 +v(k)-AL+05-a-(A)° {s(k)}
v(k +1) = v(k) +a- At v(K)
Tstk+1] [1 at] [sk)] [05-(at)? 0.5-(At)? |
ired S R d il O B sl 0
- B s(k)
EESN: 0]-{V(k)} qne)

© MiDwss 2018



- Przyklad 1: zastosowania Filtru Kalmana

Jak okresli¢ macierze RiQ ?

R=Eluk) uk)'| = R=(0,)

Q=Ewk) wk)'| = Q- E{m G V]} ) E{\S/: \ﬂ

(0,)’ [Aij ()% Ai At

2
2 At% (0.)? - AL?




Potozenie s [m]

N
o

Predkos$¢ [m/s]
S

0.1

0.05

Zmienna stanu X, - polozenie s

*

pomiar
model
estymator

Zmienna stanu X, - predkosc v

10

Wzmochnienia Kalmana

10

model
estymator
el I
1 2
I
Kx1
Kx2




Btad potozenia [m]

Btad predkosci [m/s]

—_
[@)]

—_
o

n

o

1
()]

-10

-156

0.8

Btad potozenia z pomiaru i estymatora

I I I T T T I

Btad predkosci z estymatora
I I I

czas [s]
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- Przyklad 2: zastosowania Filtru Kalmana

Odszumianie (filtrowanie) probkowanych sygnalow zebranych z analogowego
czwornika RLC. Napiecie zasilania u,,,(t) to napiecie o przebiegu bipolarnym
prostokatnym z przedzialu 0-1 V, R=5 kQ, L=2.5 H1i C =0.1 uF. Napiecie na
kondensatorze mierzone jest co T=104 sekundy.

R L

15K ings(t)
) O— I A AR VARV - . O )
— -— w izit)
usit) uLit)
Uwit) Upalt)
O 4- O

Odchylenie standardowe szumu pomiarowego i procesu przyjeto na poziomie
0.2.

Zaczerpniety z [1]



- Przyklad 2: zastosowania Filtru Kalmana

% (t)=U,(t) y, (t)= P 9

S dt dt

d

d_)a((lzxz(t)
b

dx, 1 R .

o, L R

dt |_CX1() sz( )+ LCU()
dx, | - ) o o
94 0 . ; O
AR '{Xl(t)} L+ L[ w()]
d_t2 LC I__ XZ(t) _LC_ _LC_




Estymacja wyjsc/stanu

- Przyklad 2: zastosowania Filtru Kalmana do estymacji

stanu

_d_xl_

dt

-

x(k+1)=

z2(k +1)=

\

© MiDwss 2018

ddxtz ) {—4(-)106 —2-1106}'&8}{4.106}'“(t){él.ioﬁ}""’(t)

A =" B, =(e"" 1) A*.B

- 0.9813  0.0001 y
' —360.13 -0.8013

(k){o.om?}u (k){o.omqw(k)

360.13 360.13

1 0] x(k+1)+v(k+1)



- Przyklad 2: zastosowania Filtru Kalmana do estymacji
stanu

X1(K) (CZERW) | JEGO POMIAR Z1(K) (NIEB)

M&L/J\/\ Mg v

1 mf\n

| Ve LY

Of [\mﬁ%ﬁﬁm j\k /\/ v el /\ e LAl
TR NS AR e R

1 50 100 150 200 250 300
k
, XL(K) (CZERW) | JEGO ESTYMATA X1E(K/K)(NIEB)
1
|/ /
1 50 100 150 200 250 300
. WSPOLCZYNNIK WkZMOCNIENIA KA1(K)

J

0 50 100 150 200 250 300




- Przyklad 2: zastosowania Filtru Kalmana do estymacji
stanu

X2(K) (CZERW) | JEGO POMIAR Z2(K) (NIEB)
2000 ;

o ) ]
¥ 7

50 100 150 200 250 300
k
X2(K) (CZERW) | JEGO ESTYMATA X2E(K/K)(NIEB)

-2000 "
0

[N N )
/ v

-2000°" - . " L
0 50 100 150 200 250 300
k
WSPOLCZYNNIK WZMOCNIENIA KA2(k)
50¢ r

-100°" - ' ' -
0 50 100 150 200 250 300




+ Przyklad 2: zastosowania Filtru Kalmana do estymacji

stanu

$ ESTYMACJA - FILTR KALMANA PETLA GLOWNA

[l for k=1

—end

titer

CEBLICZENIE STANU MODELU x(k+1)
¥x=F*x+B*u+6* (dg*randn (m, 1)} ) ;

WYECHRNTE PCMTART =z (k+1)
z=H¥x+dr*randn(m, 1) :

CBLICZENIE MACIERZY WARIANCJI PROGHOZY P(k+1/k)
P1=F*P*F'+G*Q*G";

CBLICZENTIE WZMOCHIEMNTA EALMAONE & (k4+1)
Fo=P1*H'*inv (H*P1*H"'+R) ;

OBLICZENIE PROGHNOZY STRANU PROCESU = (k+1/k)
x1=F*xe+B*u;

CELICZENIE PROGHNOZY POMIART z (k+1/k)
zl=H*=xl;

CBLICZENIE ESTYMATY STANU x(k+1/k+1)
xe=x1+EA* (z-z1) ;

CBLICZENIE MACIERZY WARIANCJII ESTYMATY P{k+1l/k+1)

P=(I-EL*H) *P1l;
HISTORIA ESTYMACJI
XP=[XP; x1"];
XE=[XE; =xe"];
=[XX; x'];
ZI=[ZZ: z']:
KE=[KE; (Kh(:,1))']:

$ WIZUALIZACJR WYNIKOW
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- Idea Rozszerzonego Filtru Kalmana

- Rozszerzony Filtr Kalmana przeznaczony jest dla obiektow opisanych
modelem nieliniowym i/lub nieliniowym rownaniem pomiarowym.

- Rownania takiego nieliniowego systemu mozna zapisac jako:

Xp = S _pug_1swi_q)
2 = h(xp v)

« Rozszerzony Filtr Kalmana jest Filtrem Kalamana linearyzowanym wokél
aktualnej Sredniej 1 kowariancji — kazdej zmiennej stanu.

X = SRy 451, 0)

. . qe . Zk = h(i’:k: O)
10, h() — funkcje nieliniowe
Inna notacja niz poprzednio



- Idea Rozszerzonego Filtru Kalmana

« Macierze Jacobiego pochodnych czastkowych funkeji f{) wzgledem x i w:

N
X[ 11

At j1 = 75— (Xp_ 1 15 0) Wi = 30 (o -1, 0)

« Macierze Jacobiego pochodnych czgstkowych funkeji h() wzgledem xi v:

IV

_ (X 0) V[i, i1 = ('F):fka 0)

Inna notacja niz poprzednio




Estymacja wyjsc/stanu

- Algorytm Rozszerzonego Filtru Kalmana

Predykcja

(1) Prognoza stanu obiektu
X = f(X_ppup_150)

(2) Macierz kowariancii bledu
prognozy stanu obiektu

P, = AP _ AL+ W, 0, W]

T

Estymaty poczatkowe %, _, i P, _,

© MiDwss 2018

Korekcja

(1) Obliczenie wzmocnienia Kalmana
- - -1
— T T T
K, = P.H, (HkPka + V. RV, )
(2) Uaktualnienie estymaty na podstawie pomiaru

(3) Uaktualnienie macierzy kowariancji bledu

P, = (I-K,H,)P,

Inna notacja ...
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- Przyklad 3: zastosowania Rozszerzonego Filtru
Kalmana

Dwufazowy silnik synchroniczny z magnesami trwalymi mozna opisa¢
za pomoca nastepujacego zestawu rownan.

o 1 i+ Au
I, :—RI(F + 2 Ging+ L T2
L L L
. —R A 1, + Au
I, =—1, + D2 cos 2Tl
L L L
=34, . 3 F
@ = [ smé+ ]bcosé’——a)ﬁ—Aa’
2J 2J J
0=

Au, 1 Auy, sa szumami napiec u, 1 u, scharakteryzowanymi odchyleniami
standardowymi 0.001 A; Aa jest szumem momentu obcigzenia z odchyleniem
standardowym 0.05 rad/sec?;

Zaczerpnieto z [4]



- Przyklad 3: zastosowania Rozszerzonego Filtru
Kalmana

Zadaniem jest estymacja zmiennych stanu w postaci polozenia watu 0 i jego predkosci
katowej @ na podstawie pomiarow pradow I,i1, .

temu: 6 ] I
Stan systemu Réwnanie pomiarowe:

H e —

] Iﬂ' vﬁ'
x=| " y:I+v

P Ly [V ]




- Przyklad 3: zastosowania Rozszerzonego Filtru
Kalmana

Réwnania systemu:

Xis1 f(xk?”k)_l_“

—Rx,(1)/L+x,(3)Asinx, (4)/L+u_ /L 1 [Aw, /L
—Rx, (2)/L+x,(3)Acosx, (4)/L+u,, /L Au,, /L
=x, + _ Af + At
—3Ax, ()smx (4)/2J +34x, (2)cosx, (4)/2J - Fx_(3)/J Ao
! X (3) L o
=h(x, )+,

|: b (1)} |:1‘*ak:|
x;(2) Vi




- Przyklad 3: zastosowania Rozszerzonego Filtru

Kalmana

Przyjmujac:

J'(x) =

df, / dx,
df, / dx,
df, / dx,

df, | dx,

i
/2
/;
/i

df, / dx,
df, / dx,
df, / dx,
df, | dx,

df, / dx,
df, | dx,
df, / dx,
df, | dx,

df, / dx,
df, | dx,
df, / dx,
df, | dx,




- Przyklad 3: zastosowania Rozszerzonego Filtru
Kalmana

Otrzymuje sie:
A, zf'(ik‘uk)
i ~R/L 0 Asinx, (4)/L %.(3)Acosx, (4)/L
B 0 ~R/L —Acos®, (4)/L %, (3)Asing, (4)/L
| —34sin X (4)/2J 3Adcosx (4)/2J ~F/J —3A[x (Dcosx, () + X, (2)sinx, (4)]/ 2T
| 0 0 1 0
C, = hr(-’?k)

[t 000
_L:I 1 0 U}
Przy czym silnik jest zasilany:
u () =sm2rt u,, =sm2rkAt

u, (t) = cos 2t u,, =Ccos2rwkAt
[ © mibwss 2018 |




- Przyklad 3: zastosowania Rozszerzonego Filtru

Kalmana
Prad la
1 —
model
— 05 5 R ¥ estymata
Y s % ‘
0 3 % A % o
) kKo KK ; %
X B % Rk 6 s
-0.5 ' ' K ' I ! ! L i |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Prad Ib
1 —
model

b [A]

¥ estymata




- Przyklad 3: zastosowania Rozszerzonego Filtru

Kalmana

Predkosé¢ w
5 —

model
¥ estymata

w [rad/s]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Pozycja 0

model
¥ estymata
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- Przyklad 4: zastosowania Filtru Kalmana do estymacji
parametrow

- Rozwazamy model postaci:

{x(k +1)= A®)-x(k)+ B(®)-u(k )+ G- w(k)
z2(k)=H(®) x(k)+v(k)

gdzie wektor parametrow () jest nieznany.

- Wprowadzajac nowy wektor zmiennych stanu:

ES

przy czym @ = @(k)
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- Przyklad 4: zastosowania Filtru Kalmana do estymacji
parametrow

« Otrzymuje sie nieliniowy model w przestrzeni stanow:

Yr)= )| S
)= h(y(6)) +v(6

« Rozwigzanie: Rozszerzony Filtr Kalmana

I\

przy czym:

© MiDwSS 2018
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