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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Monitorowanie i Diagnostyka
w Systemach Sterowania

na studiach Il stopnia specjalnosci: Systemy Sterowania i Podejmowania Decyzji

Zastosowanie PCA dla celéw diagnostyki

na podstawie:
Haykin, S. Neural Networks and Learning Machines. Pearson Prentice Hall, 2009
oraz
Jackson, J.E., A User's Guide to Principal Components, Wiley-Interscience (New York), 1991

Opracowat: dr inz. Michat Grochowski
kiss.pg.mg@gmail.com
michal.grochowski@pg.edu.pl

tel: 58 347 23 57
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

Zaktadamy ze mamy n pomiarow o rozmiarze m:

Kolejne pomiary

Xll oo Xl

N

>
Il
auuaIWz

m — jest duze, ..., za duze

Celem jest redukcja ilosci zmiennych do np. / zmiennych.

Jak to efektywnie zrobic ??

* jle danych odrzucic ?
* ktore ?

aby nie utraci¢ waznych informacji o obiekcie

C o . Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

* Jezeli odrzucamy ktéres z danych, w opisie obiektu wprowadzamy ,,jakis” btad;

 Sztuka polega na tym aby wybrac dane najbardziej cenne z punktu widzenia ilosci
informacji o procesie i odrzucic¢ takie dane (i tyle danych) aby btagd odwzorowania
procesu byt jak najmniejszy;

* Nie da sie tego efektywnie zrobi¢ w przestrzeni pomiarow, wiec nalezy

przetransformowac je do przestrzeni cech i tam sprobowac je ,jakos” wybrag;

Przestrzen Przestrzen
danych cech
Xl Xl
X2 Transformacja

' > |,
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

* Wyobrazmy sobie wektor transformacji (rowniez odwrotnej) T ktéry dokona

transformacji wektora pomiarow X do nowej przestrzeni w postaci wektora X,

ew ’/

- @ — —

T-X=X.,
* Transformacja powinna by¢ optymalna w sensie minimalizacji popetnianego btedu

Sredniokwadratowego;

* Wektor X, ., powinien by¢ po transformacji T, np. tak ,,zorganizowany” aby pierwsze

I punktédw niosto najwiecej informacji o procesie. Pozostate m-/ mozna by zaniedbac.

Przestrzen Przestrzen

danych cech. Rozmiary macierzy:

Xl Xl f _ B T
X, Transformacja L Jm,m]

I > | -

| =

X L d[m 1]
| X | X Xnew L Jm1]
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

Nieco teorii pozwalajgcej na zaprojektowanie odpowiedniej transformacji

Dany jest m-wymiarowy, wektor wartosci losowych opisujgcych dany proces:

—

X
Zaktadamy wartos$¢ oczekiwang procesu (zmiennych) rowng O:
E[X]=0
Wprowadzamy m-wymiarowy wektor jednostkowy:
q
Norma takiego wektora w przestrzeni Euklidesowej wynosi:
Ja] =1
— —T —
fal=~1@" -a)=1

Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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5% POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celdéw diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

Projekcja przestrzeni X na przestrzen g:
A=XTg=qg"X
Wartos¢ oczekiwana w nowej przestrzeni:
=T v ~TCrv
E[A]=E[G"X]=q"E[X]=0

Wariancja w nowej przestrzeni:

ot =E[R|=E[@ X)X =a" E[XX"14=d"RG
Macierz korelacji R: . o Iiozmiary macierzy:
R=E[XX] G
R jest symetryczna, wiec: F‘é _ [ ]
R" =R N
Uzyteczna wtasnosé: a = L ][m,l]
d'Rb=b"Ra b= [1..

C o . Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

* Chcielibysmy tak ,zorganizowac¢” dane aby byty utozone malejgco pod wzgledem
wariancji (minimalizowa¢ q’Rq);

* Na R nie mamy wptywu, mozemy jedynie odpowiednio dobrac g.
Z (*) widzimy ze wariancja jest pewng funkcjg wektora jednostkowego g.

e Zdefiniujmy wiec funkcje (*) zalezng od g, postaci:

- =T D~ 2
o(4)=0 Ri=0 (1)
e Odpowiednio ,manipulujac” ¢(qg) szukamy ekstremum (minimum) wariancji
danych zbioru X. W ekstremum (minimum wariancji) zachodzi:

(4 +a0) =0(q) (2)

* Wykorzystujgc (1) i (2), mozemy napisad:

(G + &) = (G + &) R(q + &) =
=" Rg +2(¢G)" RG + (&) R(5) e
= (G) +2(G)" RG = G"Rq
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GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celéw diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

e Stad zachodzi (w ekstremum):

()" R =0 )

q jest wektorem jednostkowym, wiec:

lp(a +59)| =1

lub inaczej:
(G+a0) (G+a0) =1
rozwijajac:
G'q+2(s)" g+ (a4)" (64) =1
wiec:
(&9)' =0 & (5)
Wektory muszg by¢ do siebie ortogonalne g

IR Wydaial Eleirotechnid | Adtomatyk
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

Wykorzystujac (4) i (5) oraz wprowadzajac pewien wektor pomocniczy A
(skalar, tego samego rozmiaru co wejscia macierzy R), mozemy napisac:

()" RG—A(sG)" G =0

grupujac:
(&4)' [RG—AG] =0
stad:
RG—AG=0
wiec (w ekstremum):
R4 =Aq (6)

Rozwigzujac (6) wzgledem A otrzymamy wartosci wtasne macierzy korelacji R.

© dr hab. inz. Michat Grochowski Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

Wartosci wiasne macierzy R:

Ay Ay A

i odpowiadajgce im wektory wtasne:

G Az Gy
Rezultatem projekcji X na g jest:

RQ. :quj ]=12,...,m (7)
Uszeregujmy A malejgco:

MW>>hL> . >4 > .. A A=A, Id..

J max
Zdefiniujmy: . .
Rozmiary macierzy:
Q:[qliqzi""qj" ’qm] Q: [ ]
[m,m]
© dr hab. inz. Michat Grochowski Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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2. POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania

GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celdéw diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

(7) mozemy zapisac jako:
RQ =0QA

gdzie:
A=diag[1,4, .., 4]

Macierz Q jest ortogonalna, wiec zachodzi:

0 J=I
oraz:
§'-1

— —

Q' =Q"

(8)

© dr hab. inz. Michat Grochowski
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

Mnozgc lewostronnie (8) przez Q:

—

G'RG-Q'OA = A g
inacze;j:
qJT ﬁqk =

Mnozgac prawostronnie (8) przez Q":

—_ — —>

RQQ' =QAQ'
Macierz korelacji mozna wiec wyrazi¢ za pomocg wartosci i wektorow wtasnych R:

R=> G/ (10)
i=1

Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

Z(1): T ,
o(0)=0 R4=0
otrzymujemy:

(D(qj):ij :sz

Wektor wtasne macierzy korelacji R definiuja wektory jednostkowe g,
reprezentujace podstawowe kierunki wzdtuz ktérych ¢(q;) osiagaja ekstremum.

Tak otrzymana macierz R jest zorganizowana w ten sposdb iz pierwsze jej
elementy zawierajg elementy o najwiekszej wariancji (niosg najwiecej informac;ji
o zmiennosci procesu w kierunku wskazanym przez wektory wtasne).

W tej przestrzeni tatwo (znacznie tatwiej) jest zredukowac rozmiar danych
o te najmniej znaczace.

Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

Reprezentacja danych

Rzutujemy X na gty wektor (analiza):

I S = .
a,=0; X=X g j=12,..m (11)

Rezultaty rzutowania (1) nazywamy Sktadnikami podstawowymi/gtownymi

aj - Principal Component (PC) (Sktadnik podstawowy/gtéwny) aj cA

Analizy dokonujemy poprzez odpowiedni dobor sktadnikow podstawowych (PCs).

Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

Po dokonaniu redukcji danych (kompresji), musimy by¢ w stanie dokonaé za pomoca
PCs, procesu odwrotnego, czyli odtworzy¢ wektor X:

Najpierw tworzymy zbidr projekcji wektor projekciji:

ST = T oT= 1T
a=[a,d,..8,]' =[X'G,X Gy, X Gp]

W postaci macierzowej: R

— T=

a=0Q X (12)
Mnozac lewostronnie przez Q, otrzymamy:

Qa=0QQ'X =X
Otrzymujemy zrekonstruowany zbior X:
X=> a0, (13)

j=1
gdzie g; stanowig wektory bazowe syntezy wektora X.

Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
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Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

m
X:Zajqj

j=L

Powyzsze stanowi transformacje wspotrzednych wedtug ktorej, punkt x
w przestrzeni danych jest transformowany do odpowiadajgcego mu
punktu a w przestrzeni cech

gdzie g; stanowig wektory bazowe syntezy wektora X.

Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

Przyktad: .
Dane losowe a, b o rozktadzie normalnym: .|
a= 10*randn(1000,1); of °e
b= randn(1000,1); o
Dane a, b obrdcone o 75 stopni P S,
Macierz transformacji (obrotu) T:
T=
[cos(75) -sin(75) }
sin(75) cos(75)] ol
T= il
0.2588 0.9659
0.9659 -0.2588
Sktadowe podstawowe (PCs): T s
CO E F F - -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

0.2550 0.9669
0.9669 -0.2550

Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

Przyktad:
Dane ,przesuniete” o 10:
50 T T T T T T T
a= 10*randn(1000,1) + 10; 40 - .
b= randn(1000,1); 30 f
20 - -
10 - -
Sktadowe podstawowe (PCs): o 1
-10 -
COEFF1 = 20 - f
0.2550 0.9669 :
0.9669 -0.2550 “%0 30 20 10 0 10 2 20

Przesuniecie danych nie zmienia sktadnikow podstawowych

COEFF =
0.2550 0.9669
0.9669 -0.2550

40

Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

Redukcja rozmiaru danych

Przy pomocy PCA mozemy dokonac efektywnej redukcji rozmiaru danych poprzez
eliminacje tych liniowych kombinacji (z r-nia 13) ktdre posiadajg niskg wariancje.

Niech A, do A, oznaczajg najwieksze wartosci wtasne macierzy korelacji R;

Mozemy aproksymowac X poprzez odrzucenie sktadnikéw /+1 do m:
|

izZajCij |<m (14)

j=1

Dokonujac transformacji wektora X (m-wymiarowego) do przestrzeni /| wymiarowe;j
(osobng sprawg jest wybor /), poprzez projekcje X na wektory bazowe g.

Wydziat Elektrotechniki i Automatyki

© drhab. inz. Michat Grochowski Katedra: Elektrotechniki, Systeméw Sterowania i Informatyki



YREYY; POLITECHNIKA
= GDANSKA

Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celéw diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

Aproksymacja wektora X:

x|

| <m

| <m

(14a)

(15)

Rozmiary macierzy:

X =

v O
I

J1,m]

m,I]

J1,1]

© dr hab. inz. Michat Grochowski
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> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

Liniowa projekcja (15) z przestrzeni danych do przestrzeni cech (R™ —R')

Wektor Wektor
danych Enkoder sktadnikow
wejsciowych podstawowych
Xl __> T 7] — —_
1 &
X2
— T
: q2 a2
: = . = . | <m
— T
X ql —al -
- m — - a

q,do q,, zastepujemy zerami !1!:

C o . Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

Transformacja z przestrzeni z przestrzeni cech do przestrzeni danych (R' ->R™)

Wektor Wektor
sktadnikow Dekoder danych
podstawowych zrekonstruowanych
& 1 g
- T 2
a, 0,
. — —
- T
& of 3
- - X
m

C o . Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

Btad popetniany podczas aproksymacji:

=X—X (16)

D]
3
Il
D
=

—_

Podstawiajgc (13) i (14) do (16) otrzymujemy: j

x>
Il
= 1
QD
ol

j=1 j=1
wiec: ) m ) , 5
€= 2.3,4
j=1+1
Btad e jest ortogonalny do aproksymacji X: X
m |
j;:éich :E:Eijqj :?::E:Eiﬁijqi c]j'_()
i=1+1 iI=1+1j=1

Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Wprowadzenie do Analizy Sktadnikéw Podstawowych:

Wariancja catkowita wektora X (m - elementowego):
m m 2 . L
Z 2 Zﬂ« o'j jest wariancja J-tego
O-j B j sktadnika gtéwnego a;
j=1 j=1
Wariancja catkowita wektora X (/ - elementowego):

sz :le

| |
j=1 j=1

Wariancja catkowita elementéw m-/ wektora X (elementdw ,,odrzuconych”):

o 2 _ - 1 Mean Square Error (MSE) =
Z i = Z J Square Prediction Error (SPE) =
)=+ =141 Sumie kwadratéw a; (Zscores)

Taki btad popetniamy przy redukcji wymiaru
wektora X do / istotnych elementéow !!

Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Procedura budowy modelu PCA

* Przyjmujemy, ze dane zapisywane sg w postaci macierzy X zawierajgcej N obserwacji
(pomiary w kolejnych chwilach czasu), o rozmiarze M (zmiennych)

Kolejne zmienne

X1 0 X & . -
’ ’ o kazdy element x;; stanowi j-tq
X = . . o zmienng dla i-tej obserwacji.
' o)
3,
Q
_XN,l AN,M 1 <

* Dokonujemy normalizacji danych - zmienne w modelu stajg sie sg rownorzedne
W sensie statystycznym

4 A 4 A
*
2r e 1 Normalizacja 2r *
H *
0 x5 > 0 x >
ww W

2 . 2

2 0 P 4 2 0 P 4

Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celéw diagnostyki

Procedura budowy modelu PCA

e normalizacja danych c.d.

Norm ~—

X _(X —I. Xmean)oz—l

mean mean
X =[X

[X .. X

mean

.’XM

gdzie:
I — wektor jednostkowy o rozmiarze [Nx1];

Y, —Macierz diagonalna odchylenn standardowych

mean poszczegblnych kolumn macierzy X;

X MeaN _ \wektor $rednich wartoéci poszczegdlnych
kolumn macierzy X

W rezultacie otrzymujemy macierz w ktérej wartosci kazdej kolumny maja
srednig rdwna zero i wariancje rowna jedna.

© dr hab. inz. Michat Grochowski
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Procedura budowy modelu PCA:

* Wyznaczamy macierz korelacji danych:

Re—L_xT

N _1 NOI’mX

Norm

... przypomnienie:

wariancja:
var(X) = 0% = E{X 3} [E{X *}

kowariancja:

cov(X,y) = E{x, y}— E{xX}E{x}

Zwigzek pomiedzy wariancjg i kowariancjg:

cov(X,Y)
var(x) var(y)

corr(x,y) =

Dla danych znormalizowanych (macierzg odchylen standardowych) macierz korelacji
rowna jest macierzy kowariancji.
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Procedura budowy modelu PCA:

R:LXT

N _1 NormX

Norm

Element r;; tej macierzy zawiera sig zawsze w zbiorze <-1,1> i okresla
poziom zaleznosci (korelacji) liniowej pomiedzy zmiennymi i oraz j.

Wartosc R rowna 1 odpowiada idealnej liniowej dodatniej zaleznosci,
analogicznie -1 odpowiada idealnej liniowej ujemnej zaleznosci.

Wartosc wskaznika bliska zeru, nie musi wcale oznacza¢, ze zmienne s3
catkowicie niezalezne — nie sg bowiem brane pod uwage zaleznosci
nieliniowe.
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Procedura budowy modelu PCA:

* Wyznaczamy wartosci wiasne )Lj macierzy R rozwigzujgc rdwnanie macierzowe

det(R—A-1)=0
oraz wektory wtasne v, odpowiadajgce tym wartosSciom wtasnym na podstawie:

(R-4,-1)-v,=0 jel N
Interpretacja:

» wektory wtasne okreslajg sktadniki gtéwne
stanowigce nowy ortonormalny uktad wspoétrzednych;

» wartosci wtasne okreslajg jak bardzo T A
odpowiadajgce im wektory wtasne sg 5l x
skorelowane z pozostatymi wektorami wtasnymi:

im wieksza wartos¢, tym mniejsza korelacja, ol
a wiec tym cenniejsza jest informacja, ktorg w2
przechowuje odpowiadajgcy mu sktadnik; 21

* warto$ci wtasne okreslaja réwniez wariancje 2 0 5
procesu wzdtuz skorelowanego sktadnika gtéwnego. *
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Procedura budowy modelu PCA:

Kolumnowe wektory tworzg macierz, zwang macierzg przetadowan

V :[vl,vz,...,vM]

A
Macierz ta umozliwia ,,przetadowanie” (transformacja ol
liniowa) danych wejsciowych X, ... do przestrzeni E L
sktadnikéw gtéwnych czyli okreslenie ich wspoétrzednych 3 X
W nowej przestrzeni wyznaczonej przez V. ol
2 0
XNPé:r'?‘n — XM -V skladnik 2
. , .. / . . 4
Mozemy rowniez dokonac transformacji odwrotnej: A
2t xx
_ ywPCA /-1 ~ #
XM - XNorm \% "0 ad
g S
2 0
%4
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Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania

YEENS, POLITECHNIKA
GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celdéw diagnostyki

Procedura budowy modelu PCA:

* Odrzucamy sktadniki gtdwne, ktore nie niosg istotnych

informac;ji.
Dla znormalizowanego zestawu danych zasada ta moze zosta¢ uproszczona

do ogdlnego stwierdzenia mowigcego, aby pozostawic jedynie te sktadniki,
ktorych wartosci wtasne sg wieksze od 1.

Inng z metod doboru ilosci istotnych sktadnikéw gtéwnych jest metoda
oparta o ,,uchwycong wariancje” (captured variance) procesu.

cv(PC.) =-2—.100% > k%
A

J

YN

Il
SN

J

Metoda ta polega na wyborze tylu PCs aby opisywaty one co najmniej k%
informacji o procesie. Powyzsze mozna zapisac jako:
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Procedura budowy modelu PCA:

PCs pelne i zredukowane

—rct
PC2
2t o XPCA H
O XPCA(L=1)

Do przetadowania danych z przestrzeni obserwacji do

zredukowanej, L-wymiarowej przestrzeni sktadnikow
tworzymy zredukowang macierz przetadowan V’ i o ‘ o
r g

o c9 o
zawierajgcg jedynie te kolumnowe wektory wtasne, & ° 08 8 oo%T °8
ktore  odpowiadajg  pozostawionym  wartosciom 4}
witasnym: 2l

Vl:[vl’VZ""’VL] LSM % 2 1 0 1 2

Elementy od L do M (w tym przypadku kolumny)
macierzy V' uzupetniamy zerami.

Przetadowanie do zredukowanej wymiarowej przestrzeni
odbywa sie analogicznie jak poprzednio:

X PCA(L) _ X, V'

Norm

Wydziat Elektrotechniki i Automatyki

© drhab. inz. Michat Grochowski Katedra: Elektrotechniki, Systeméw Sterowania i Informatyki



8, POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Procedura budowy modelu PCA:

Redukujgc M-L sktadnikéw, ktorym odpowiadajg niezerowe wartosci wtasne, tracimy
pewng czes¢ informacji. Przy przetadowaniu odwrotnym tj. z przestrzeni sktadnikow
do przestrzeni obserwacji otrzymujemy dane obarczone pewnym niezerowym btedem
rekonstrukgc;ji.

Dane oryginalne i zrekonstrowane (L=1)

X rekonstrukja X PCA(L) V—l
m — “YNorm 2t o 1
oo
’ i
5 %
0 v 1
o o O
[}
= o
1 o o ]
@O
ol —— PC1
PC2
2 Xm
; | | | 2 ¥m (rekonstrukcja)
~3 2 1 0 1 2 3

Wydziat Elektrotechniki i Automatyki

© drhab. inz. Michat Grochowski Katedra: Elektrotechniki, Systeméw Sterowania i Informatyki



AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Monitoring procesu

Utworzony model pozwala nam na wykorzystanie go do monitoringu procesu.
W zwigzku z tym nalezy zaproponowac miare/miary okreslajgce w jakim stopniu
aktualny stan systemu koresponduje (wpisuje sie) w model PCA utworzony przy
uzyciu danych treningowych

Najczesciej stosowanymi miarami sg:
* T2 - nazywana miarg Hottelinga;
* SPE - ang. Squared Prediction Error;
* Rdézne kombinacje powyzszych.
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Monitoring procesu

Miara SPE (Square Prediction Error - czesto nazywana rowniez Q statistic)
Miara ta okresla btad rekonstrukcji danych i mozna jg wyznaczy¢ jako:

SPE [, (v -V

gdzie:
X; - wektor o wymiarze [1xm] dla ktérego wyznaczamy miare SPE,
V’ - zredukowana macierz przetadowan o wymiarze [mxm] (od L do m wystepujg zera).

Miara ta stanowi niewazong sume kwadratow euklidesowej odlegtosci obserwac;ji
od ich projekcji na L-wymiarowg przestrzen rozpietg przez istotne sktadniki gtowne:

SPE =X £ — X £

SPE okresla zatem, ,,jakosc¢” procesu nie reprezentowanego przez model

C o . Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Monitoring procesu

Uzasadnienie wykorzystania tej miary do diagnostyki procesowej jest nastepujgce:

* SPE okresla w jakim stopniu dana prébka wpisuje sie w zaleznosci
reprezentowane przez model PCA.

* Model ten na etapie treningu jest budowany w taki sposob, aby optymalnie
odzwierciedli¢ strukture danych treningowych.

* Wysoka wartos¢ SPE, sygnalizujgca duzy btad rekonstrukcji, oznacza, ze biezgca
probka nie spetnia zaleznosci zidentyfikowanych w danych treningowych, co
sugeruje wystgpienie anomalii.

Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Monitoring procesu

W przypadku klasycznego PCA norma SPE kontroluje jedynie czy spetnione s3
liniowe zaleznosci wynikajgce z danych treningowych. Nie umozliwia ona
wyciggniecia wnioskow dotyczgcych samych wartosci parametrow.

Tutaj pomocna okazuje sie druga z przytoczonych miar, a mianowicie miara T2.
Jest ona wazong odwrotnoscig uchwyconej wariancji, sumg kwadratéw

euklidesowej odlegtosci o punktu przeciecia sie osi PCs, przetadowanej serii
pomiarow:

T? =X, VATVTX],
Czyli:

T2 = X PCAWL) 41y PCA(L)T

Norm Norm

Punkty o jednakowej wartosci T? tworzg hipereliptyczne powierzchnie
o promieniach proporcjonalnych do roztozonych wzdtuz nich wariancji sygnatu.

C o . Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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2. POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania

GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celdéw diagnostyki

Monitoring procesu

Graniczne miary: SPE oraz T2

WprowadZmy graniczne wartosci miar SPE oraz T2, po przekroczeniu ktérych
uznajemy iz aktualny stan procesu/obiektu ,nie pasuje” do danego modelu PCA.

1

- n_+/20,h,° _ o
SPEI;lmIt:®1 a 2'0 +®2h0(h0 1) +1

©,

O,=>7 h,

j=1+1

gdzie:
m= ilo$¢ zmiennych, | - ilos¢ istotnych sktadnikéw
w modelu, n,- unormowana zmienna losowa o
rozktadzie normalnym, odpowiadajgca géornemu
kwantylowi (1-a). a — poziom ufnosci.

=1

®;

20,0,
30,
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58, POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
> 2 GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celow diagnostyki

Monitoring procesu

Graniczne miary: SPE oraz T2

» _ M(N-1)

lim —

F(a,M,N-M)

M —ilos¢ (rozmiar) zmiennych pomiarowych (liczba stopni swobody licznika);
N —ilo$é¢ danych pomiarowych (liczba stopni swobody mianownika);

o, — przedziat ufnosci danych;

F — funkcja rozktadu gestosci prawdopodobienistwa

Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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2. POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania

GDANSKA Tematyka wyktadu: Zastosowanie PCA dla celdéw diagnostyki

Algorytm budowy modelu PCA

1.

Ot

oA w

10.

11.

Normalizacja danych:

* Odjecie wartosci Sredniej;

* Dzielenie przez odchylenie standardowe (opcjonalne);

Wyznaczamy macierz korelacji danych (lub kowariancji dla danych
nienormalizowanych wariancj3);

Wyznaczamy wartosci wtasne macierzy kowariancji;

Wyznaczamy wektory wtasne macierzy kowariancji;

Sortujemy wartosci wtasne od najwiekszych do najmniejszych;

Obliczamy jaka ilos¢ informacji o danych niosg ze sobg kolejne wartosci
wtasne;

Wybieramy pierwsze L wektorow wiasnych skojarzonych
z pierwszymi L wartosciami wtasnymi (na podstawie analizy , pozytecznosci”
kolejnych wartosci wtasnych);

Tworzymy zredukowang macierz przetadowan;

Dokonujemy projekcji danych na nowg przestrzen;

Obliczamy miary okreslajgce stopien wpasowania danych w model np. SPE, T?
oraz ich wartosci graniczne;
Sprawdzamy czy dane spetniajg granice opisane wybranymi miarami.
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Matlab

Macierz kowariancji
C = cov(X);

Wartosci i wektory wtasne
[V, D] = eigs(X,N,'Im',opts)
V — wektory wtasne
D—- wartosci wiasne
N— rozmiar wejscia
‘Im” — uszeregowane malejaco

Graniczne miary T?
T2lim=M*(N-1)/(N-M)*finv(c,M,N-M)

np.: przy 15 pomiarach o rozmiarze wektora danych 2 i przyjetym przedziale ufnosci danych = 95%:
T2lim=M*(N-1)/(N-M)*finv(0.95,M,N-M)

Graniczne miary SPE
n, =norminv(P, mu, sigma)
gdzie:
P — poziom prawdopodobienstwa (0 -1);
mu — srednia;
sigma — odchylenie standardowe
np. na=norminv(0.95, 0, 1)
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Dziekuje za uwage
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