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Liniowe vs nieliniowe PCA

Czy w takich przypadkach PCA daje poprawne (wiarygodne) rezultaty ???
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Przyktad:
Lokalny model sieci wodociggowe;j

Symulacja wycieku w poblizu wezta
monitorowanego
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Liniowe vs nieliniowe PCA

*Modele statystyczne: PCA
VQPCA - Vector Quantization PCA
kPCA — kernel PCA
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*Modele statystyczne: PCA
VQPCA - Vector Quantization PCA
kPCA — kernel PCA
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Liniowe vs nieliniowe PCA

Metoda KPCA polega na odwzorowaniu X w rozszerzong przestrzen cech
poprzez pewne nieliniowe odwzorowanie
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kernel PCA (kPCA) — opis intuicyjny metody
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kernel PCA (kPCA) — opis metody

Niech: (X, x|

bedzie zbiorem obserwacji pozostajgcych w nieliniowej zaleznosci.

Metoda KPCA polega na odwzorowaniu X w rozszerzong przestrzen cech
poprzez pewne nieliniowe odwzorowanie
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kernel PCA (kPCA) — opis metody

Wymiar przestrzeni F moze by¢ dowolnie duzy (zwykle wiekszy niz przestrzen
obserwacji), w ogélnosci rowniez nieskoriczony.

Przy odpowiednio dobranym @, za pomoca klasycznej metody PCA daje sie
wyznaczyc liniowe zaleznosci pomiedzy odwzorowanymi w F obserwacjami ®(x;).
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kernel PCA (kPCA) — opis metody

Metoda PCA opiera sie o wektory witasne macierzy kowariancji wyznaczonej
dla wektoréw obserwacji x. Sytuacja jest oczywista jesli znamy x.

W przypadku KPCA wyznaczenie ®(x) w postaci jawnej, o ile jest mozliwe
w przypadku skoriczenie wymiarowej przestrzeni cech F (aczkolwiek bardzo
kosztowne obliczeniowo dla przestrzeni o wiekszej liczbie wymiarow), to
w przypadku nieskorficzenie wymiarowej przestrzeni jest nierealizowalne.

Rozwigzaniem jest zastosowanie tzw. sztuczki jgdra (ang. kernel trick)
zaprezentowanej po raz pierwszy w pracy (M.A Aizerman, 1964).
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kernel PCA (kPCA) — opis metody

kernel trick —,,sztuczka jadra”

Metoda polega na przeksztatceniu algorytmu PCA w taki sposdb, aby wektor
D(x) wystepowat tylko i wytgcznie w obrebie iloczynu skalarnego.
Wtedy iloczyn ten mozna zastgpic tzw. reprezentacjg (funkcja) jadra k(x; x;):

K;; = k(Ii X j ) = {q?(Iilq?(Ij)}

xl,l e xl,n b R" - F kl,l . kl,m
X=| o I > K=| ik,
_'xl,m ) xm,n_ km,l ) km,m

Oznacza to, ze mozemy pracowa¢ na wektorach ®(x) bez koniecznosci
wykonywania odwzorowania O(e).
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kernel trick —,,sztuczka jadra”

Zatézmy ze mamy dwa wektory w przestrzeni obserwacji X:
x,yeR"

Niech:
D(x),d(y)e F

sg efektem transformac;ji tych wektorédw poprzez operator ®(e) do przestrzeni F.

W przestrzeni F chcemy policzyc¢ (szukamy):

D(x)-D(y)
Zdefiniujmy funkcje jadra (kernel):

k(x,y) = (P(x), D(y))
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kernel trick —,,sztuczka jagdra” X = [x1; x2]
Jak wyglada przestrzen F ?? y =1yl y2]
X

n
>

d(x)’ D(y) — Wynik jest skalarem!

>

y

n
>

Prosty przyktad

Niech x=(x1; x2), natomiast jako nieliniowg transformacje ®O(-) wybieramy
wielomian 2go stopnia.

2 2
z=0P(x) = (l,xl,xz,x1 ,xz,xlxz)
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z=0(x)= (l,xl,xz,xf,xzz,xlxz)
kernel trick —,,sztuczka jadra”

lloczyn skalarny x,y w przestrzeni F (kernel):
2.2 2.2
k(x,y)=2z 2z, =D(x) - D(y) = (1+X1J/1 TXV, X XY, +x1)’1x2J/2)

Trik !!!

Czy mozemy policzy¢ k(x,y) bez transformacji wektorow x orazy ?
Wybierzmy jadro:
2
k(x,y)=(1+x"y)

k(x,y)= (1+x'J’)2 = (1+x1y1 +X2J’2)2
:(1+x12y12 +x22y22 +2x, 9, +2x,, +2x1y1x2y2)
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kernel trick —,,sztuczka jadra”

k(x,y)= (1+x1 J’1 +x2y2 +2x, 0, +2x,y, +2x1y1x2y2)

Otrzymany wynik jest iloczynem skalarnym

.. transformacji (przeksztatcenia):

(l,xl,xz,\/_xl,\/_xz,\/_xlxz)
(Lyl,yz,fypfyz»fylyz)

wiec wybrane k(x,y) moze by¢ jagdrem (kernelem).
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kernel trick —,,sztuczka jadra”

Rozszerzmy nasze rozumowanie nha wyzsze wymiary

Niech:
x,y€R" O):R" > F

Przestrzen F jest m wymiarowa:

k(x,y)=(1+x"y)"
k(x,y)= (1+X1J’1 X0, +"'+xmym)m

Mozna rowniez wprowadzi¢ wspotczynniki skalujgce jadro a i b:

k(x,y) = (axy'+b)"
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kernel trick —,,sztuczka jadra”

Metody wyznaczania jadra:

1. ,konstruowanie — sprawdzanie”

2. Sprawdzanie warunkow odpowiednich zatozen
matematycznych (tzw. warunki Mercera)

3. Liczenie na szczescie © ...
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kernel trick —,,sztuczka jadra”

Warunki Mercera:

Funkcja K(x,y) moze stanowi¢ funkcje jadra, jezeli:

1. Jest symetryczna, np.: k(x,y) = x*y=y*x

2. Macierz: B 7
k1,1 kl,m
K=| % k,
_km,l o km,m_ k,-jzk(Xi,Xj)

jest potdodatnio okreslona dla dowolnych wektoréw x, vy.
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kernel trick —,,sztuczka jadra”

WYybor funkcji jadra jest istotny poniewaz determinuje odwzorowanie @(e).

Najczesciej spotykane funkcje jadra to:

* wielomianowa: k(x,y) = (x"y)?, przy d = const

_ lx—ylI2
* Gaussa: k(x,y) = exp (— — ) przy § > 0
. i k — 1 _
«  odwrotnej formy kwadratowej: (0Y) = e Py ¢ = const,c > 0
e sigmoidalna: k(x,y) = tanh(yx"y + ©), przy y,© = const

Szczegolnym przypadkiem funkcji wielomianowej jest funkcja wielomianowa
pierwszego rzedu i odpowiada ona przeksztatceniu liniowemu: @(): R" —> R”

Taka funkcja jadra (k(x,y) = x*y) sprowadza KPCA do klasycznej metody PCA.
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Wektory wtasne ®(x;) znajduja sie zawsze w podprzestrzeni przestrzeni cech
F rozpietej przez wektory.

Tak wiec wymiar macierzy kowariancji (a wiec i ilos¢ wektoréw wtasnych)
jest okreslony przez liczbe obserwacji, a nie ich wymiar !!!

Oznacza to, ze w ogoélnosci KPCA umozliwia wyznaczenie znacznie wiekszej
ilosci sktadnikow gtownych, niz PCA.

Przy duzej ilosci obserwacji wyznaczenie wszystkich wektoréw wtasnych
moze by¢ ktopotliwe, ale istniejg metody aproksymacji jedynie istotnych
wektoréw wtasnych, tj. takich ktérym odpowiadajg duze wartosci wiasne
(np. metoda potegowa).
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Budowa modelu kPCA - algorytm

* Podobnie jak przy PCA zapisujemy zbidr obserwacji w postaci macierzy X
zawierajgcej N obserwacji, kazda po M zmiennych;

Kolejne zmienne

kazdy element x;; stanowi j-tq
zmienng i-tej obserwacji.

Aseiwod aula|0))

X =| n —ilos¢ zmiennych pomiarowych;
m - ilos¢ danych pomiarowych;

* Podobnie jak przy PCA normalizujemy dane;
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GDANSKA Tematyka wyktadu: PCA vs kPCA

Budowa modelu kPCA - algorytm

* Wyznaczamy macierz K (ang. kernel matrix), w ktérej kazdy element k;;
przyjmuje wartosci odpowiadajgce iloczynowi skalarnemu obserwacji
O(x;) i D(x;) odwzorowanych w przestrzeni cech F.

Do jej obliczenia wykorzystujemy wybrang funkcje jadra:

k1,1 kl,m
K=|: k. ki=k(x,x;)

Macierz K stanowi jgdro przeksztatcenia. Dla jadra bedgcego funkcjg Gaussa,

mozemy zapisac: x - x|
ij exp (— = 70 21 )

k.. =
20

Z czego wynika, ze macierz jest symetryczna, a wszystkie elementy na
przekatnej sg sobie rowne.
Wykorzystanie tych faktow umozliwia redukcje obliczen.
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Budowa modelu kPCA - algorytm

* Dokonujemy przesuniecia obserwacji ®(x;) w przestrzeni cech tak, aby ich
srodek znajdowat sie w poczatku uktadu wspotrzednych.

Znormalizowane obserwacje oznaczamy jako: CIN)(xl.)
B(x,) = (x,) - D,
gdzie:
®(x;) - obraz obserwacji x; w przestrzeni cech F uwzgledniajacy przesuniecie

srodka zestawu danych do poczatku uktadu wspotrzednych;
@, -srodek zbioru N obserwacji

1 m
DO, =— > O(x.
0 mlzz; (z)
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Budowa modelu kPCA - algorytm
Poniewaz nie znamy odwzorowanych punktow ®(x;) dokonujemy tego posrednio
przeksztatcajac kolejno kazdy element macierzy K:

m m m
- 1 1 1
=1 =1 r,.5=1

gdzie:
k,.j - elementy macierzy K zawierajgcej iloczyny skalarne przesuniete

do poczatku uktadu wspdtrzednych w przestrzeni cech

[ ~

k1,1 T kl,M

1
I

!
!

=~
S

N1 T MNm
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Budowa modelu kPCA - algorytm

* Wyznaczamy wektory wiasne macierzy K tak jak opisano w przypadku PCA
lub korzystajgc z metod iteracyjnych. Wyznaczone wektory wtasne a pozostajg
w zaleznosci wzgledem wektorow wtasnych V macierzy korelacji
przeksztatconych obserwacji O(x) jak to opisuje zaleznosc:

m gdzie: o, —i ty wektoiwfasny
v; = Z a; O(x;) macierzy K

i=1

* Wektor a nalezy tak przeskalowac, aby spetniony byt warunek:

1
vl = 1 Nl =
: gdzie: A, —i ta warto$¢ wtasna

macierzy K
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Budowa modelu kPCA - algorytm

* Analogicznie do PCA zgrupowane w macierz przetadowan V istotne wektory
wtasne v; umozliwiajg wyznaczenie wspotrzednych dowolnego punktu x;
wzgledem sktadnikow gtéwnych w przestrzeni cech.

xpt 4 =V @ (xr)
Poniewaz nie znamy O(x;) i nie mozemy wyznaczy¢ v; bez znajomosci O(x;),

mozemy ponownie skorzystac ze sztuczki jadra i otrzymamy zaleznosc
wykorzystujacg iloczyn skalarny, ktory jesteSmy w stanie obliczyc:

L
V() = ) a (@(x) - ®(xr))
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Budowa modelu kPCA - algorytm

Nalezy jeszcze uwzgledni¢ przesuniecie do poczatku uktady wspotrzednych
| ostatecznie dowolny punkt x; mozna przedstawi¢ w przetadowanej przestrzeni
korzystajgc z rownania:

L 1 m 1 m 1 m
XTEEPEA =K'a-— Zﬂ.’i ;Z kj _rF Z K*.r"s — (;Z Kir)fl
J=1

i=1 [ rs=1

gdzie: K’— macierz iloczynéw skalarnych;

K=|k,....k, |

k= (D(x,) D(x,)) = K(D(x,), D(x;))
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Monitoring procesu

Jako miare jakoSci wpasowania biezgcych obserwacji w model wykorzystamy
btad rekonstrukcji E w przestrzeni cech F opisany rownaniem

E(®) = (3-3) — (V& - Vo)
gdzie: &) — skrocony zapis:
CIN)(XT) — (D('XT) - (DO

Interpretacjg geometryczng bledu rekonstrukcji jest kwadrat odlegtosci pomiedzy
odwzorowang w F obserwacja x, a jej rzutem na L- istotnych sktadnikow gtownych.

Wyrazenie &3 : (IN) okresla sferyczne pole potencjatu w przestrzeni cech i moze byc
wyznaczone jako:

b= k(xr,xT]——Zk(xT, X) + = Z K,
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Monitoring procesu

Poniewaz nie znamy D, wykorzystujgc poprzednie wzory mozemy wyznaczy¢
wyrazenie na btad rekonstrukcji w przestrzeni cech F w zaleznosci od punktu
pracy w przestrzeni wejs¢ RM:

L L
2 1 T
B(xr) = kCer,xp) =7 ) kG x) + - ). Ky — xkPeA(xkPod)
i=1

ij=1

Jedna z hiperptaszczyzn w przestrzeni cech F, o statej wartosci btedu rekonstrukcji
moze petnic role granicy decyzyjnej determinujgcej dopuszczalnos¢ aktualnego
stanu operacyjnego (Hoffmann, 2006).

Sedno sztuczki polega na tym, ze taka hiperptaszczyzna w przestrzeni cech, na
skutek nieliniowego przeksztatcenia ®(e), w przestrzeni wejs¢ przybiera postac
hiperpowierzchni o regularnych ksztattach dopasowanych do danych
treningowych.

W przypadku PCA btad rekonstrukcji nie byt ograniczony od gory, natomiast przy
KPCA, na skutek nieliniowego odwzorowania ®(e), btagd rekonstrukcji w
przestrzeni wejs¢ zbiega do pewnej granicznej wartosci.
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Monitoring procesu

Przypadek zbioru dwuwymiarowych obserwacji. Przy odpowiednio dobranych parametrach metoda
KPCA w potaczeniu z btedem rekonstrukcji petnigcym role wskaznika jakosci procesu potrafig
skutecznie opisa¢ nawet ztozone nieliniowe modele.

Punkty symbolizujg obserwacje, krzywa jest izolinig statego btedu rekonstrukg;ji.

Autor eksperymentu: Heiko Hoffman.
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kernel PCA — analiza parametrow

Btad rekonstrukcji

Do wnioskowania o biezgcym stanie systemu wykorzystujemy, btagd rekonstrukcji.
Dla poprawnie stworzonego modelu btad ten bedzie bliski zeru w przestrzeni
standw dozwolonych, a wysoki dla pozostatych standw; wybierajgc wartosc
btedu, ktora zapewnia zadawalajgcy margines niepewnosci, okreslamy
odpowiadajacg jej izolinie, ktora petni¢ bedzie role granicy decyzyjnej.

Btad rekonstrukgc;ji -
czarne punkty oznaczajg
obserwacje, kolorem
zaznaczono obszary

o rownej wartosci btedu
rekonstrukgji.
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kernel PCA — analiza parametréow

Funkcje jadra i parametry

Przy braku jakichkolwiek przestanek co do zastosowania innej funkcji sugeruje sie
zastosowanie funkcji Gaussa.

k(x,y) = exp ( w) przy 6 > 0

SzerokosSc jadra 6 petni istotng role z punktu widzenia skutecznosci metody
i powinna by¢ uwaznie dobrana.

Zbyt duza wartosc¢ 6 spowoduje, ze eksponenta bedzie sie zachowywata prawie
liniowo i wielowymiarowe odwzorowania zaczng traci¢ swoje nieliniowe
wtasciwosci.

Z drugiej strony, za mata wartos¢ doprowadzi do nieregularnej granicy decyzyjnej,
zwiekszajgc podatnosé na zaktodcenia (Souza, 2010).
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kernel PCA (kPCA) — opis intuicyjny metody

RM Przestrzen

wejse

¢ : [x]— [X,s1n(X)]

Przestrzen

‘ . F cech

Zredukowana

rzestrzen
Fp, »
cech
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kernel PCA (kPCA) — opis intuicyjny metody

_——— e Funkcja jadra: miara podobienstwa

miedzy wektorami wejsciowymi

_

~—Wyszukamietinowychzatemmose—  © PCA

*  Wykorzystanie btedu rekonstrukcji ~ * Graniczna wartosc bedu
jako granicy decyzyjnej rekonstrukgji
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kernel PCA — analiza parametrow
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kernel PCA — analiza parametréow

Liczba sktadnikow gtéwnych

Liczba istotnych sktadnikow gtéwnych L, powinna by¢ dobierana w zaleznosci
od ztozonosci modelu procesu reprezentowanego przez obserwacje.

Generalnie ztozone procesy wymagajg zwykle uwzglednienia wiekszej liczby
sktadnikéw gtéwnych, chociaz nie istniejg szczegdétowe wytyczne w tej kwestii.

Zbyt mata ilos¢ sktadnikow gtownych prowadzi do znacznego uproszczenia
modelu i w efekcie moze doprowadzi¢ do zbyt luznej granicy decyzyjnej.

Natomiast zbyt duza liczba sktadnikow gtownych prowadzi do zjawiska znanego
w sieciach neuronowych jako przeuczenie. W efekcie system traci zdolnos¢ do
generalizowania.

Poniewaz sktadniki gtdbwne znajduja sie w podprzestrzeni wyznaczonej przez
przeksztatcone wektory wtasne ®(x;), liczba istotnych sktadnikéw gtéwnych moze
by¢ co najwyzej rowna liczbie obserwacji x..
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kernel PCA (kPCA) — analiza parametrow

Rozmiar przestrzeni Kuiadrat . Kluez
F (IlOS’é PCS) ' _*‘Wf. L~ | ,;gwx_x_-gn_xé-'
i @ word
\ / gl h ) ., 4 y -§|
Bered At iaia Byeitan ot
e I'g;:w;ﬂmg'
] a 9l
5:»4;;-\'3 ’ ‘ii-_:m_r..-x - '_- .
2 lﬁ . ;§-E::-;--.-.=i_iz¢-
’ . ) ) . gt
! =
ratesih Sk
Fwwg A Ca, #5 B
M. ARG §w-;wxg
§ O ¥
v Fonowron ﬁmmh .

Wydziat Elektrotechniki i Automatyki

© drhab.inz. Michat Grochowski Katedra: Elektrotechniki, Systeméw Sterowania i Informatyki



POLITECHNIKA ’ Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
GDANSKA Tematyka wyktadu: PCA vs kPCA

kernel PCA (kPCA) — analiza parametrow
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Dziekuje za uwage
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