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Charakterystyka problemu

Jak rozdzieli¢ dane ??
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Charakterystyka problemu

Ktory margines jest najlepszy ??

Ktdra z linii maksymalizuje ten margines ??
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Charakterystyka problemu

Niech: {(Xn Yi )}.N=1 oznacza zbior danych,

gdzie x; jest wzorcem wejsciowym, a y; oznacza
przynaleznosé i -tego wejscia do danej klasy,
,+1” lub ,,-1".

Zatézmy (na chwile) ze punkty sg liniowo
separowalne.

Linia (ptaszczyzna, hiperptaszczyzna) decyzyjna
opisana jest zaleznoscia:

w' x+b=0 ()

gdzie x jest wektorem wejsciowym, w jest ,,nastawialnym” wektorem (np. wag),
b jest progiem.
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Charakterystyka problemu

Mozemy zapisac:

Wx+b>0 dla vy =+1
| | p (2)

wx+b<0 dla y=-1

Optymalna linia (ptaszczyzna, hiperptaszczyzna)
decyzyjna maksymalizujgca margines p
opisana jest zaleznoscia:

W, Xx+hb, =0 (3)
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Nieco podstawowych przeksztatcen ...

wx+b>0 dla y,=+1
w'x,+b<0 dla vy =-1

Wiemy ze (z (2)):

‘WT X + b‘ >0 (4)
Mozemy wiec przyjac ze (normalizacja):
‘WT X+ b‘ =1 (5)
Mozemy wiec zapisac:
w x +b, >+1 dla y =+1
6
w,x.+b <=1 dla vy =-1 )
lub:
T
Yi (Wo X + bo) =+1
© dr inz. Michat Grochowski Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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Nieco podstawowych przeksztatcen ...

Odlegtosc od ptaszczyzny decyzyjnej

Niech x; bedzie punktem lezgcym najblizej ptaszczyzny: W' x+b=0

oraz: ‘WTX+b‘ =1 o
Wektor w jest prostopadty do ptaszczyzny S r
w przestrzeni wejsé X. w
Dowolne punkty x, oraz x, nalezace do X,
ptaszczyzny S, spetniajg jej rownanie, wiec: /’

T _ T _ /
Wx+b=0 wx,+b=0 X,

wiec: W' (X, —X,) =0

Stad w jest ortogonalny do jakiegokolwiek wektora na ptaszczyznie S

‘WTX+b‘ZO

C o . Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
© drinz. Michat Grochowski Katedra: Elektrotechniki, Systeméw Sterowania i Informatyki



AR POLITECHNIKA Przedmiot: Monitorowanie i diagnostyka w systemach sterowania
P GDANSKA Tematyka wyktadu: SVM — Maszyny Wektorow Nosnych

Nieco podstawowych przeksztatcen ...

Odlegtosc od ptaszczyzny decyzyjnej

Odlegtos¢ pomiedzy x; i ptaszczyzna:
... wezmy jakikolwiek punkt x nalezacy do ptaszczyzny X
... utwérzmy wektor x;- x i dokonajmy jego projekcji na w
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Nieco podstawowych przeksztatcen ...

Odlegtosc od ptaszczyzny decyzyjnej

Odlegtos¢ pomiedzy x; i ptaszczyzng (L):
.. wezmy jakikolwiek punkt x nalezgcy do ptaszczyzny X
.. utworzmy wektor x;- x i dokonajmy jego projekcji na w

Matematyka ... W
W= —
HWH W - wektor jednostkowy J/
odlegtosc L:
L=|W" (% —x)
L —i‘WTxi —WTX‘ =—‘W X +b—w' x—b‘ =
Wi wi HWH
poniewaz: ‘WTX+b‘ =(Q oraz ‘WT X, +b‘ =
© drinz. Michat Grochowski Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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Problem optymalizacyjny

Zmaksymalizowac€ odlegtos¢c L= p

1 - T
max —- = min w'w
wi

Zadanie optymalizacji:

min g(w)zéwTw

weR

przy ograniczeniach (z rownania 6):
y(Wx +b)>1 dla i=12,..,N

gdzie:
weR? beR
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Problem optymalizacyjny

Problem optymalizacji kwadratowej z ograniczeniami - liniowo kwadratowy

Zadanie optymalizacji (kwadratowej, g(w) jest wypukta):
. 1
min g(w)==w'w
weR 2
przy ograniczeniach (liniowych wzgledem w):

y(Wx +b)>1 dla i=12..,N

Tak sformutowany problem jest prymalnym zagadnieniem optymalizacyjnym.

Mozemy go rozwigzac stosujgc metode mnoznikow Lagranga
oraz warunkéw Kukna — Tuckera (lub Karush — Kukna — Tuckera, w skrocie KKT).
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Problem optymalizacyjny

Sformutowanie prymalne

Funkcja Lagranga:

L(w,b, 1) = %WTW—ZN:/%, [yi (WT X, + b)—l]

A; - mnozniki Lagranga

Minimalizujemy wzgledem w oraz b,
a jednoczesnie maksymalizujemy wzgledem A (A20) !!!

Warunki optymalnosci:

oL(w,b,4) _ 0
W

oL(w,b,4) _ 0
oD

stad: . .
W:Zﬂ’iyixi oraz Zﬂf.yi =0
i1 i1
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Problem optymalizacyjny

Sformutowanie dualne

Mozemy podstawic:
N

N
W= AYX oraz Z_llﬂf.YFO

i=1

do:
L(w,b, 1) = %wTw—iﬂf.[yi (W', +b)-1]
i=1

otrzymujac (Q(A)=L(w,b,)):
N

Q(A) = Zz —%ZN:Z[y YiAA XX |

=l j=1

Ktorego szukamy maksimum po A4, przy ograniczeniach:

N
ﬂ“i >0, 1=1....N oraz Ziiyi =0
i=1
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Problem optymalizacyjny

Sformutowanie dualne
Niech: {(x;, ¥, )} _1 0znacza zbidr danych (treningowych),

Znajdz wspétczynniki Lagranga {4 }INzl , ktére minimalizujg funkcje:

man(z)_— Z[yyjlix x] Zl

i=1l j=1

przy ograniczeniach:
A >0, 1=1..,N
N
AY: =
i=1
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Problem optymalizacyjny

Sformutowanie dualne

B T T T
YiYiX X, YiYo X Xy oo ViV X Xy

T T T
YoYiXo X Yo XoXo X oo Yo Y X) Xy

min Q(4) = %/IT A+(=1)A

T T T
_YN YiXn X YnYoXu X, -0 Yy yNXNXN_

przy ograniczeniach:
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Problem optymalizacyjny

Sformutowanie dualne
Uwagi:

 problem dualny oparty jest catkowicie o dane wejsciowe
(treningowe, pomiarowe);
* funkcja optymalizowana zalezy wytgcznie od iloczynu skalarnego wejsc.

N
{xiT x} |
i j=1
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Cechy wektoréw nosnych

Sformutowanie dualne

Rozwigzanie:

SN A, — optymalne mnozniki Lagranga

Z warunkow KKT:

A [yi (WT X+ b)—l]: 0

Wszystkie niezerowe mnozniki Lagranga A, ; okres$laja
wektory nosne (podtrzymujgce) x;.
Takich wektoréw jest N

A, >0 = X, wektory nosne (podtrzymujgce) SV
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Cechy wektoréw nosnych

Sformutowanie dualne

Rozwigzanie:

x; lezgce najblizej optymalnej linii
(ptaszczyzny, hiperptaszczyzna) decyzyjne;j
sg wektorami nosnymi (podtrzymujgcymi).
X; ,dotykaja” marginesu p.

Wektory nosne spetniaja:

yi(WTxi +b)=1

C o . Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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Cechy wektoréw nosnych W= Z/?,y 0

Sformutowanie dualne

Rozwigzanie:

Wyznaczamy optymalny wektor w,:

Wo = i ﬂ“o,i yi Xi
i=1

Ns —ilosC niezerowych A, ;

Wyznaczamy optymalny wektor b,:

b, =1-w x®  dlay® =1

Ns
b, =1- Z/lo,i YiXi X
i1
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Problemy liniowo nieseparowalne

Transformacja do innej przestrzeni przestrzeni (X - 2)

1 N N
min Q(4) = ZZZ[y,yJ/M X! X ] Z/I
i=l j=1
przestrzen X o @ PrzestrzenZ
® o_4 ©
o o ®
o o ,° o ©
O ° ° O
@ o0 X > 7 e o0
o o o © o o o ©
® o o o o
® O O
(I
e
1 N N N
min Q(/I)_ZZZ[y,yJﬁ/l Z zj]—Z/li
i=l j=1 i=1
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Problemy liniowo nieseparowalne

Cechy wektoréw nosnych

Wektory nosne lezg w przestrzeni Z !!!

przestrzen X

W przestrzeni X mozemy jedynie obserwowac ich ,obraz”!!!

Rowniez marginesy okreslane sg w przestrzeni Z !!!
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Problemy liniowo nieseparowalne

Co potrzebujemy z przestrzeni Z?

mn Q1) = Y. > [y a2z -3 A

i=1 j=1

Uwaga: Nie potrzebujemy wektorow z;i z; a jedynie ich iloczyndw skalarnych !!!

Ograniczenia: A2A>0 i=1....N

N
A4y =0
i=1
Otrzymujemy:
f (x)=sign(w,z" +b,)

gdzie: Ns
WO - Zﬂ’o,i yi Zi potrzebujemy: ZiT Zj
i=1
: S _ T
by Y (WIZ,-( : +b,) =1 potrzebujemy: Z; Z;
© dr inz. Michat Grochowski Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
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Problemy liniowo nieseparowalne

Obliczenia w przestrzeni Z (kernel trick)
Dla dowolne punktéw x, oraz x, nalezgcych do X, chcemy policzyc¢ 2,2,

Niech:
2, 7, =K(X,, X,)

Bedzie jgdrem (kernel) — ,iloczyn skalarny” x, oraz x,

Np: Gaussa:

T
k(x,y) = exp (—%) przy 6 > 0
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Problemy liniowo nieseparowalne

Obliczenia w przestrzeni Z (kernel trick)

mjn Q1) = %/IT

min Q() = %f

B T T
YiYiX X ViYo X X, -

T T
Yo Y1 X, X Yo Yo Xo Xy oo

y2 ylk (XZ ) Xl)

;
YiYnX Xy

T
Y2 ¥Yn %o Ky

YO YIXK Y Y XaXo o Vi Y XXy |

X >7Z

_Y1y1k(X1’X1) ylyzk(xllXZ) ylyNk(Xl’XN)
yzsz(Xzixz) yZyNk(XZ’XN)

_yNylk(XN’Xl) yNka(XN’XZ) yNyNk(XN’XN)_

A+ (-1

A+(-1")2

© dr inz. Michat Grochowski
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Problemy liniowo nieseparowalne

Obliczenia w przestrzeni Z (kernel trick)
Wyrazmy f(x) przy pomocy K(-,-): ZlT 2, =k(X,X,)

f(x)=sign(w,z" +b,)

Ns Ns
W, = ;zo,iyizi to:  F(x)=sign(>_ A4 Y,K(x;,X)+D,)
1= i=1

gdzie: "
b, =Y, _Z/liyiK(Xi’X)
i=1

dla kazdego niezerowego A, :

A >0
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