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1.1.Ustawienia

Wymagania wstepne dotyczace uczestnikdw oséb realizujgcych ¢wiczenie: elementarna znajomosc
podstawowych przeksztatcen trygonometrycznych

Cele ¢wiczenia:

Wykaz przyrzaddw, materiatéw i aparatury niezbednej do przeprowadzenia ¢wiczenia:
Komputer klasy PC z systemem operacyjnym co najmniej MS Windows XP, z zainstalowanym

srodowiskiem MatLab. Dostep do internetu.

Spodziewane efekty ksztatcenia - umiejetnosci i kompetencje:

Umiejetnos¢ implementacji jedno- i dwuwymiarowe] transformaty kosinusowej. Znajomosé
podstawowych wtasnosci transformaty. Umiejetnos¢ praktycznego zastosowania.

Metody dydaktyczne:

Indywidualna praca studenta z uzyciem komputera PC i programu Matlab w oparciu o niniejszg
instrukcje

Zasady oceniania/warunek zaliczenia ¢wiczenia

Krotki opis

Wykaz literatury podstawowej do ¢wiczenia:
1. | Skrypt do wyktadu
2.

2. Przebieg ¢wiczenia

Zadanie

©
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3. Wprowadzenie do ¢wiczenia

Dyskretna transformata kosinusowa jest przeksztatceniem dokonujgcym przeksztatcenia podobnego

do transformaty Fouriera.
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DCT przeksztatca skofczony cigg N liczb rzeczywistych w ciag liczb rzeczywistych G(0),..., G(N —1)

zgodnie z zaleznosciami:

N-1

1
G(0)= Z _,8&(m)
1/ Z )cos (2m+1)dla k=1,2,...,N-1
m= 0 2N

Otrzymane G(k) s3 nazywane wspotczynnikami dyskretnej transformaty kosinusowej Ilub
transformata.

Odwrotna transformata kosinusowa (IDCT) definiowana jest jako:

g(m)zLG(o)JrJ%G(k)cos%;”l) dlam=0,1,... N-1

4. Realizacja ¢wiczenia
Witasciwosci dyskretnej transformaty kosinusowe] przetestowane zostang przy pomocy
programu Matlab.
Na poczatku zbadajmy podstawowe wiasnosci przeksztatcen, ktére sg podstawg dla transformaty
Fouriera jak i DCT.
Transformata DCT jest pochodng przeksztatcenia Fouriera, totez dla lepszego jej zrozumienia
przedstawimy podstawowe wtasnosci przeksztatcenia Fouriera, skupiajac sie na ich dyskretnej
wersiji.

W twierdzeniu Fouriera moéwi sie, ze dowolny sygnat okresowy moze zostac¢ przedstawiony
jako suma nieskoriczonej ilosci sygnatéw sinusoidalnych o réznych czestotliwosciach, amplitudach
i fazach poczatkowych. W jaki sposdb sprawdza sie, czy w danym sygnale wejsciowym wystepuje
sktadowa o danej czestotliwosci ?

Wykonajmy prosty test postugujac sie programem Matlab. Na poczatku wygenerujmy o$
czasu. Przyjmijmy czestotliwos¢ prébkowania fs=1000Hz, wygenerujmy wektor czasu

odpowiadajacy jednej sekundzie. Jest to podstawa dalszych naszych dociekan:
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=10l

File Edit WYiew Web ‘Window Help
0O E’:| 4 B - o | % | ? |Current Directery: | C:MATLABGpS work | J
Using Teoolbox Path Cache. Type "help toolbox_path;i

To get started, select "MATLAB Help™ from the Help

»>> £ = 1000;
»>> t=0:1/£fs:1;
>> |

1| _'I_
4\5tart|

Zauwaz, ze majgc o$ czasu jestes w stanie wygenerowac¢ dowolny sygnat. Przygotujmy satem

sinusoide o czestotliwosci 20Hz:

=T

File Edit Yiew ‘Web ‘Window Help
0 g’:| 8 B« o | 1] | 9 |Currerrt Directory: | C:MATLABEpStwork =| J
To get started, select "MATLAB Help" from the Help :;I

>> £s8 = 1000;

>> t=0:1/f=s:1;

>> yl=cos (2*%pi*20*t) ;
>> plot(t,yl);

"L

1| |
cJLStart|

RI=TE

Fil= Edit Wiew Insert Tools MWindow Help

DeEeds |y A 2o /| 282 0

0.2+ -

0.4 - -

0.6 - _

0.8 —
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Majac tak przygotowane dane wygenerujmy jeszcze dwa przebiegi sinusoidalne — jeden o
czestotliwosci 20 Hz (jak poprzedni) , drugi o czestotliwosci innej , np 15 Hz, oraz zmienmy

amplitude dla przebiegu y1:

R

File Edit WYiew Web Window Help

O ﬁ,”'| 5 B < o | W | 2 |CurrerrtDirec:tory:IC:MATLAEIEpSIWquk j J
—

>> plot(t,y¥l);

>» yrl = cos (2%pi*20*t);
>> yr2 = cos (2*pi*15*t);
>> vl = 3*y1;

o

>> |

4| | 3
4\ Start |

Sygnaty yrl i yr2 potraktujemy jako wzorcowe, za$ y1 jako sygnat ,nieznany”. Sprawdzmy zatem
czy w naszym ,nieznanym sygnale wystepuje sktadowa o czestotliwosci 20Hz i 15 Hz odpowiednio.
Aby tego dokona¢ wystarczy wymnozyé przez siebie sygnat nieznany i referencyjny oraz usrednié

wynik mnozenia:

=10l ]

File Edit %ew Web ‘Window Help

0O & | i B« o | ﬁ | ? |Current DirECTDrYiIC:NATLAEIEpSiWDrk j J
>> prod20 = yvl1.*yrl; B

>> mean (prod20()
ans =
1.5015

>> |

1| | 3
<¢L51art|

Wykonajmy podobne dziatanie testujgc nasz sygnat na obecnos¢ sktadowej 15Hz:
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=10l

File Edit Miew Meb Window Help

0O = | & B« o | ﬁ | ? |Current DirECtDr‘:r'iIC:MATLAEIEpSiW.:.rk j J
»>> prodld = yl.*yr2; -

>> mean {prodl5)
ans =
0.0030

>> |
1| | r

4!.5tart|

Zauwaz, ze w pierwszym przypadku wynik operacji dat wynik 1.5015, w drugim przypadku 0,003.

Oznacza to , ze nasz ,detektor” w nieznanym sygnale wykryt sktadowg 20Hz a 15Hz praktycznie
nie. Co wiecej, zauwaz, ze sktadowa 20Hz zwrdcita wynik o potowe mniejszy od faktycznej
amplitudy sygnatu !

W rzeczywistosci, postugujac sie prostymi przeksztatceniami trygonometrycznymi da sie zapisac:
1 1

cos(a ) *cos(f ) = Ecos(a -f)t ECOS(G +8)

Zatem gdy 0 = B , powyzsze réwnanie przyjmuje postac:
1 1 1

cos(0r ) *cos(r) = Ecos(a -0)+t Ecos(a ta)= 5+ cos(2a )

Kolejnym etapem mnozenia jest usrednianie. Operacja ta moze byé zapisana jako:

[

= [ Mot

-0

Jedli y(¢)= cos(Wt)iw % Oto

)_/ = J' cos(wt)dt = 0

Co wiecej, nasz badany sygnat mozna przetestowac¢ na obecnos¢ kazdej czestotliwosci —
wystarczy wygenerowac sygnat testujacy dla kazdej dostepnej czestotliwosci. Matematyczny zapis

tej operacji wyglada nastepujaco:

Yw)-= w [fa;(t) *cos(wt)dt

© min
Jesli w badanym sygnale nie ma szukanej przez nas czestotliwosci — wéwczas wynik takiej operacji

bedzie réwny 0, w przeciwnym przypadku otrzymamy potowe amplitudy sktadowej sygnatu

6
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wystepujgcego w badanym sygnale. Czy zawsze ?. Otéz nie zawsze. Warunkiem, ktéry nalezy

spetni¢ jest zgodnos¢ faz sygnatu referencyjnego i badanej sktadowej. Zauwaz ze :
f(sin(wt)cos(wt))dtzo

tatwo jest to sprawdzi¢ w Matlabie.

ZADANIE: Sprawdz takie dziatanie i zademonstruj wynik prowadzgcemu.

Oczywiscie — funkcje sinus i kosinus sg wzajemnie ortogonalne — zatem w celu wyznaczenia
zaréwno amplitudy jak i fazy badanego sygnatu niezbedne jest wymnozenie sygnatu testowanego
przez zestaw par kosinuséw i sinusow dla catego rozwazanego zakresu czestotliwosci. Korzystajac
z liczb zespolonych mozliwe jest zapisanie takiej pary jako:

cos(wt)+ jsin(wt)

zatem w wyniku transformaty Fouriera otrzymujemy wielkos¢ zespolong:
R(Y ()= y(t)xcos(wt)ds
3(Y(w))==]"_ ylt)xsin(wr)ds

Co da sie zapisac bardziej jednolicie jako:

Y(w):f:y(t)e‘f“’f dt (pamietajac wzor Eulera e *=cos(x)— jsin(x)

Majac taka zespolong transformate mozliwe jest wyznaczenie amplitudy i fazy kazdej sktadowej

niezaleznie:

Y ()=VR(Y (w))*+3 (¥ (w))?
)

3(Y(w
¢=atan (
w

R(Y(

| ~—
~—

Mozliwe jest numeryczne wyznaczenie transformaty Fouriera. Wodwczas operujemy na
dyskretnych i skoriczonych ciggach probek, zas operacje catkowania zastepujemy sumg dzielong
przez rozmiar ciggu. Stoi za tym szereg twierdzen, ktérych nie bedziemy tutaj przytaczaé. Warto

jednak zapamietad sposdb wyznaczania dyskretnej transformaty Fouriera(DFT):

N-1
Yk:ano ane

Jak wida¢ dyskretna transformata Fouriera wykonana dla ciggu N elementowego zwrdéci N

Plkn

_]2 N

elementowy ciag liczb zespolonych. Tak liczona transformata stosowana jest jednak stosunkowo

rzadko, ze wzgledu na swojg ztozonosé

Wymiana i Sktadowanie Danych Multimodalnych dr inz. Adam Bujnowski



Politechnika Gdariska, miedzywydziatowy kierunek ,,INZYNIERIA BIOMEDYCZNA”

Numerycznie, wykorzystujac pewne wtasnosci DFT mozliwe jest znaczne przyspieszenie dziatania
algorytmu, co prowadzi do FFT, ktdora jednak wyznaczana jest dobrze tylko dla ciggdéw o

dtugosciach bedacych naturalng potega liczby 2.

Dla zainteresowanych:

Sprobuj wyznaczy¢ transformate Fouriera ciggu y1 w programie Matlab:
fy = fft(yl);

plot (fftshift (abs (fy))):

Zdefiniujmy inny cigg wejsciowy:

yyl = sign(yl);

wyznaczmy dla tego ciggu transformate FFT:

fyy = fft(yyl);

plot (fftshift (abs (fyy))):

tatwo mozna sprawdzié, ze w wyniku odwrotnej transformaty Fouriera mozliwe jest ,,odzyskanie”

sygnatu wyjsciowego — w tym przypadku prostokatnego.

Dla sygnatu prostokatnego mozliwe jest zaobserwowanie jak ilo$¢ kolejnych jego sktadowych
wptywa na doktadnos¢ odwzorowania funkcji oryginalnej. W tym celu wystarczy wykonaé

nastepujacy skrypt:

%plik test_prostok.m

clear;

close all;

fs=1000; % czestotliwosc probkowania
t=0:1/fs:1; % os czasu

y = sign(cos (2*pi*10*t));

plot(t,y);

title('Sygnat wejsciowy');

fy = fft(y); % transformata
figure;
plot (-fs/2:fs/2, fftshift(abs(fy)));

title ('Modul transformaty');
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figure;
plot ((abs (fy(1:500))));
title ('dodatnia czes$é');

%pobierzmy amplitudy kolejnych prazkow

tab pr = [real(fy(11)) real(fy(31)) real(fy(51)) real(fy(71))
real (fy(91)) real (fy(111)) real (fy(131)) real (fy(151))]
freqs = [10 30 50 70 90 110 130 150];

figure;hold on;

iy = zeros(size(t));

for k=1l:length(tab pr),
iy = iy+ tab pr(k) * cos(2*pi*t*fregs(k));
plot(t,iy);
pause;

end;

Do tej pory rozwazaliSmy zasade dziatania transformaty Fouriera i jej dyskretnych wersji.
Dyskretna transformata kosinusowa (DCT) jest transformatg o podobnych wtasnosciach do
transformaty Fouriera. Stosowana jest chetnie w przetwarzaniu multimedidow — jest
wykorzystywana w JPEG, MPEG itp.

To co jest charakterystyczne — wynikiem przeksztatcenia Fouriera jest cigg probek zespolonych.
Stwarza to szereg ktopotdéw oraz ogranicza wydajnosé¢ algorytmoéw przetwarzania sygnatow.

W DCT wynikiem jest cigg liczb rzeczywistych. Jednowymiarowg DCT mozna zrealizowad

nastepujaco:

function o = dctl (in)
N = length(in);
for k=1:N,
cc = cos(((k-1)*pi*[0:N-1]) ./ (N) )

o(k) = sgrt(2/N)* sum(in .* cc );

Poréwnajmy dziatanie tak stworzonej funkcji z funkcjg wbudowang w Matlaba.
£fs=1000;

t=0:1/fs:1;

y=cos (2*pi*10*t) ;
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plot (dct(y));
hold on ;
plot(dctl(y),'r");

15 20 25 30 35 40 45 50 55

Analizujac oba wykresy — widaé nieznaczne réznice. W rzeczywistosci moga one wynikac z réznej
wersji DCT implementowanej w naszym skrypcie a tej z Matlaba (jest 8 rodzajow DCT). Tym
niemniej, zauwazmy , ze w obu przypadkach otrzymali$my widmo asymetryczne — bedace ciggiem
liczb rzeczywistych. Zauwazmy, ze tym razem widmo to jest wyznaczone dla dwa razy wiekszej
liczby czestotliwosci niz ma to miejsce w DFT. Tutaj — czestotliwosci 10Hz odpowiada 21 prazek, w
DFT — 11. Za sktadowg statg odpowiada zerowy element w obu transformatach.

Majac transformate DFT, mozliwe jest zaimplementowanie transformaty odwrotnej. Zauwaz,
ze dziata ona tak samo jak DCT — co dodatkowo upraszcza algorytmy przetwarzajgce sygnaty.
Zbadajmy podstawowe wtasnosci DCT

1. Filtracja:
Wykonaj nastepujace polecenia (testfilt.m):
close all;
clear;
£fs=1000;
t=0:1/fs:1;
y = 10*cos (2*pi*10*t) + 2*cos(2*pi*70*t) + cos(2*pi*200~*t);
plot(t,y);
title('Sygnait');
dcty = dct(y):
figure;
plot (dcty) ;
title('Transformata');

10
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$filtracja

dcty(100:1001) = 0; % tu filtracja
pause;
figure;

plot (dcty) ;

title('Transformata po filtracji');
figure;

fy = idct (dcty):;

plot (t, fy)

title('Odfiltrowany sygnat');

2. Synteza syhnatéw:
ssynt test
close all;
clear;
%$synteza sygnaidw
fy = zeros(1,1001);
fy(31) = 10; % wpisz niezerowa wartoé$¢ do tablicy
fy(100)=20; % w celu wygenerowania sygnatu w dziedzinie czasu
y = idct(fy);
plot(y);

Potestuj zachowanie wpisujgc rézne wartosci do tablicy fy — w réznych miejscach.

3. Interpolacja — poprzez uzupetnienie transformaty zerami mozliwa jest interpolacja sygnatu.
% test interpolaciji

n= [[0:5] [5 5 5] [5:-1:011;

plot(n, 'o");

title('Sygnat wejsciowy');

figure;

fn = dct(n);

plot (fn); title('Transformata');

fn = [fn zeros(1,100)7;

plot (fn); title('Transformata uzupeiniona zerami');

yn = idct (fn,'o");

11
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figure;

plot(yn),;title('Sygnat po interpolaciji');

Dwuwymiarowa DCT
W ogélnosci zaréwno transformata Fouriera jak i DCT moze by¢ wielowymiarowa. Poznajmy
dwuwymiarowg DCT, ktdra zdefiniowana jest nastepujaco:

k
cos(l(er—z)
N

m=0 2

- k
DCTZ(kl,kz)ZZi,V:O1 ZM 1x(n,m)cos(%(wr—l) 5

Podobnie jak jednowymiarowa DCT dwuwymiarowa DCT jest rdwniez zaimplementowana w Matlabie.
Jest to funkcja o nazwie dct2.

Zadanie . Sprébuj samodzielnie zaimplementowaé funkcje wyznaczajagcg dwuwymiarowg DCT.
Poréwnaj jej zachowanie z funkcjg Matlaba.

Zbadajmy jej podstawowe wtasciwosci. W tym celu nalezy postuzy¢ sie macierzami, jako obrazami

wejsciowymi.

Wygeneruj obraz wejsciowy 8x8 px:
y = ones(8,8);

Zbadaj jego transformate:
imagesc(dct2(y));

Transformata jednorodnej ptaszczyzny ma tylko jedng niezerowg wartos¢:

Wygenerujmy obraz, ktéry zmienia sie w jednym z wymiarow. W tym celu stworzmy funkcije :

function y = genpict(n,f1,f2)

y = zeros(n,n)

for k=1:n,

for m=1:n,
12
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y(k,m) = cos(2*pi*k*f1/n)*cos(2*pi*f2*m/n);
end;

end;

Wygenerujmy z jej uzyciem obraz:
o = genpict(8,0,0.2);

imagesc(dct2(o));

Sprawdz transformaty dla innych obrazow:
o= genpict(8,0,0.4)

o=genpict(8,0.1,0)

o=genpict(8,0.4,0)

o=genpict(8,0.3,0.3) itd.

Sprébuj zmieni¢ parametry f1 i f2 oraz n dla funkcji genpict.

Zauwaz, ze tak wygenerowane transformaty majg niewiele elementéw niezerowych. Elementy te
skupione sg wokét elementu (1,1). Fakt ten powszechnie jest wykorzystywany w kompresji obrazow.
Obraz jest dzielony na bloki, z ktérych kazdy jest poddawany DCT. Nastepnie kazdy blok jest
zapisywany i kompresowany z uzyciem algorytmu kompresji bezstratnej (np. algorytm Huffmana).
Stratnos¢ kompresji polega na ograniczeniu rozmiaru zapisywanego bloku.

W tej czesci ¢wiczenia postaramy sie to zaprezentowac.

Poztuzymy sie obrazem testowym.

Wgrajmy ten obraz :
load lena512

imagesc(lena512); colormap gray;

13
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50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Do badania wfasciwosci postuzymy sie funkcja:
function [ow,01] = decode(oin, blocksize,std)
[a,b] = size(oin);
ow = zeros(a,b);
ol =ow;
la = a/blocksize;
Ib = b/blocksize;
for k=1:la,
for b = 1:lb,
pocx = (k-1)*blocksize + 1;
konx = pocx + blocksize-1;
pocy = (b-1)*blocksize + 1;
kony = pocy + blocksize-1;
od = std;
% transformata bloku
cos1 = dct2(oin(pocx:konx,pocy:kony));
%degradacja
cosl(od:blocksize,:) = 0;
cos1(:,od:blocksize) = 0;
ow(pocx:konx,pocy:kony) = cosi;
cos2 = idct2(cos1,blocksize,blocksize);
ol1(pocx:konx,pocy:kony) = cos2;
subplot(3,1,3); image(cos2); colormap gray;
end;

end;

Wywotajmy tg funkcje z paramerami

[a,b] =decode(lena512,8,8),
14
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Po wykonaniu funkcji obraz a bedzie zawierat transformate blokéw, b — obraz po zdekodowaniu.
Przetestuj dziatanie tej funkcji dla rézinych parametréw blocksize (8,16,32) oraz std — stopnia
degradacji, ktory bedzie sie zmieniat w zakresie od blocksize — brak degradacji do 1 — maksymalna

degradacja obrazu.

Mozesz sprawdzi¢ stopien degradacji np. mierzgc podobienstwo obrazéw przy pomocy MSE.

MSE (0l ,02)= Z S lulm,n)=v(m, )

implementacja

function o=mse(im1,im2)
% zaktadam, ze wymiary obrazéw sg identyczne.

= (1./(size(im1,1)*size(im1,2)))*sum(sum((abs(im1-im2).72)));

Zadanie:
Przygotuj wykres podobienistwa miedzy obrazami w funkcji parametru blocksize oraz std (dwa

wykresy, lub jeden 3d)
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