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Sortowanie

@ dany jest cigg elementéw a;, i=1,...,n
@ nalezy tak poprzestawiac elementy (znalez¢ taka permutacje),
aby aj byto nie wigksze od a; ; dlai=1,...,n—1
o jezeli “nie wieksze" znaczy < sortujemy niemalejaco
o jezeli “nie wieksze" znaczy > sortujemy nierosnaco
o jezeli “nie wieksze" znaczy “nie pdzniej” sortujemy chronologicznie
o itd.
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Sortowanie

@ oczekiwany porzadek elementédw mozemy okreslié¢ takze
poprzez zdefiniowanie klucza

@ algorytm sortuje dane wedtug nierosnacych wartosci klucza

o jezeli kluczem jest a; sortujemy niemalejaco

o jezeli kluczem jest —a; sortujemy nierosngco

o jezeli kluczem struktury Osoba jest pole wzrost sortujemy wedtug
wzrostu (jezeli —wzrost, to sortujemy wedtug nierosnacego wzrostu)

@ itd.

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS) AiSD 3/65



Sortowanie

@ sortowanie stabilne

e zachowuje porzadek elementéw o takich samych kluczach
@ np. sortujemy

(22, "Ewa"), (21, "Ala"), (21, "0la"), (23, "Ula")
o jezeli sortowanie jest stabilne otrzymamy:

(21, "Ala"), (21, "01a"), (22, "Ewa"), (23, "Ula")
o jezeli sortowanie nie jest stabilne mozemy otrzymac:

(21, "0O1a"), (21, "Ala"), (22, "Ewa"), (23, "Ula")
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Sortowanie

@ sortowanie w miejscu
e potrzebuje mniej niz O(n) dodatkowej pamieci
e cate sortowanie odbywa sie w przekazanej do posortowania tablicy
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Algorytmy sortowania

e algorytmy proste — O(n?), fatwe do implementacji;

nie nadaja sie do danych liczniejszych niz 15-30
@ algorytmy szybkie — O(nlog n), trudniejsze do implementacji
@ algorytmy liniowe — O(n); do specyficznych zestawdw danych

@ algorytmy “inne”
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Sortowanie babelkowe

@ sortowanie w miejscu

@ sortowanie stabilne

@ w kazdym etapie jeden, najciezszy “babelek” opada na dno
(lub najlzejszy wyptywa na wierzch)

o wykonujemy n etapéw

@ babelki gromadza sie na dnie (na koncu tablicy)

e ztozonoé¢ O(n?)
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Prosta implementacja

1: for i =1 do ndo

2 for j=2,...,ndo

3 if mniejsze(aj, aj_1) then

4 zamieh miejscami a;_1 i a;
5 end if

6 end for

7: end for
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Prosta implementacja

1: for i =1 do ndo

2 for j=2,...,ndo

3 if KLUCZ(aJ-) < KLUCZ(aj_]_) then
4 zamieh miejscami a;_1 i a;

5 end if

6 end for

7: end for
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Prosta implementacja

1: for i =1 do ndo

2 for j=2,...,ndo

3 if aj < aj-1 then

4 zamieh miejscami a;j_1 i a;
5 end if

6 end for

7: end for
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe

sl

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Sortowanie babelkowe
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Lepsza implementacja

@ zauwazmy, ze po i-tym kroku, i ostatnich elementéw
jest juz na swoim miejscu

fori=n,...,2do
for j=2,...,ido
if aj < aj-1 then
zamieh miejscami a;_1 i aj
end if
end for
end for

@ oszczedzamy pofowe czasu: zamiast n- (n — 1) krokéw mamy
14243+...,4n—1="D
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Jeszcze lepsza implementacja

o jezeli zdarzy sie, ze w k-tym kroku wszystko jest juz posortowane,
mozemy przerwac algorytm

@ skad bedziemy wiedzie¢? — w wewnetrznej petli
nie wystapita zadna zamiana

@ niestety, ztozonoé¢ ciagle O(n?)
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Jeszcze lepsza implementacja

fori=n,...,2do
zmiana = false
forj=2,...,ido
if aj < aj-1 then
zamien miejscami aj_1 i aj
zmiana = true
end if
end for
if zmiana = false then
break
end if
end for
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Sortowanie przez wstawianie

@ zaczynamy od pustego posortowanego ciagu

@ kolejne elementy wstawiamy w odpowiednie miejsce
w dotychczasowym posortowanym ciagu

@ powtarzamy, az wszystkie elementy wstawimy na swoje miejsce
e zfozonoé¢ O(n?), ale wykonamy mniej zapiséw do pamieci

@ algorytm podobny do “sortowania” reki podczas gry w karty
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Sortowanie przez wstawianie

1: fori=2,...,ndo

2 t = a;

3 j=i—-1

4 while j > 0it < aj do
5: dj+1 = aj

6: j=j-1

7 end while

8 ajy1 =1

9: end for

@ mozna odpowiedniego miejsca poszukac binarnie, ale nie poprawi
to ztozonosci (musimy zrobi¢ miejsce na wstawienie elementu)
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Sortowanie przez wybér

@ w kazdym kroku wybieramy najmniejszy element z ciggu
i zamieniamy go z jego pierwszym elementem

@ pomniejszamy ciagg o jeden (najmniejszy) element
i powtarzamy operacje
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Sortowanie przez wybér

1: fori=1,...,n—1do

2 m=/

3 forj=i+1,...ndo
4 if a; < ap then
5: m=j

6 end if

7 end for

8 if m # i then

9: zamien miejscami ap, i a;
10: end if

11: end for

e O(n?) poréwnaf, ale tylko O(n) operacji kopiowania elementu
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Sortowanie szybkie

@ wybieramy pewien element z tablicy

@ wszystkie elementy mniejsze od niego umieszczamy
przed nim w tablicy

@ wszystkie elementy wieksze od niego umieszczamy
za nim w tablicy

@ sortujemy (rekurencyjnie) wszystkie elementy mniejsze
@ sortujemy (rekurencyjnie) wszystkie elementy wigksze

@ w miegjscu, nie jest stabilne
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Sortowanie szybkie

1: | = left, p = right

2: m= wybierz(a, /, p)

3: while / < p do

4: while /< mand 3 < ap,do/=/+1
5: while m<pand a,, <a,dop=p+1
6: zamien miejscami a; z ap

7 if /= mthen m=pelseif m=pthen m=1
8: ifl<mthen/=/+1

9: ifm<pthenp=p—-1

10: end while

11: if left < m then sortuj(a, left, m)

12: if m+ 1 < right then sortuj(a, m+ 1, right)
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Sortowanie szybkie

@ jezeli nieszczesdliwie bedziemy wybieraé elementy do podziatu
(tj. element bedzie nam dzielit wartosci bardzo nieréwnomiernie)
czas dziatania wydtuzy sie

@ jak dobrze wybraé element do podziatu?

o losowo (nie ma przypadku pesymistycznego)
e Sredni element z pierwszych trzech
e mediana (ale jest to skomplikowane)
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Sortowanie szybkie

e ztozono$¢ w $rednim przypadku O(nlog n)

o zfozonoé¢ w pesymistycznym przypadku O(n?) (za kazdym razem
dzielimy na przedziat pusty i n — 1 elementowy)

@ ztozono$¢ w pesymistycznym przypadku O(nlog n) jezeli uzyjemy
mediany (w praktyce nie optaca sie)

@ nie jest stabilny

@ dziata w miejscu
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Sortowanie szybkie
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Sortowanie szybkie
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Sortowanie szybkie
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Sortowanie szybkie
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Sortowanie szybkie

2[1] [B] [7I5]8]4]s
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Sortowanie szybkie
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Sortowanie szybkie
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Sortowanie szybkie
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Sortowanie szybkie
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Sortowanie szybkie
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Sortowanie szybkie
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Sortowanie szybkie
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Sortowanie szybkie
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Sortowanie szybkie
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Sortowanie szybkie
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Sortowanie kopcowe

algorytm o zfozonos$ci pesymistycznej O(nlog n)
dziata w miejscu

nie jest stabilny

wykorzystuje kopiec
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@ drzewo, w ktérym kazdy wezet moze mieé dwoje,
jednego lub zero potomkéw

@ witasnos¢é kopca: wartosci w weztach potomnych nie
moga by¢ wieksze od wartosci w wezle rodzicielskim
(alternatywnie: nie moga by¢ mniejsze)
@ umozliwia:
o szybkie znalezienie najwiekszego (najmniejszego) elementu (O(1))
o dos¢ szybkie usuniecie najwiekszego (najmniejszego) elementu
(O(log n))
o doé¢ szybkie dodanie elementu (O(log n))
e mozemy w czasie liniowym (O(n)) z tablicy zbudowa¢ kopiec
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@ mimo, ze kopiec jest drzewem, zazwyczaj
implementujemy go w tablicy

pierwszy element (o numerze 1) jest korzeniem
lewy potomek wezta o indeksie i ma indeks 2i
prawy potomek wezta o indeksie i ma indeks 2/ + 1
rodzic wezta o indeksie i ma indeks 7/2

indeksujac od 0, bedzie to 2/ + 1, 2i + 2, (i — 1)/2

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS) AiSD 27 / 65



K.M. Ocetkiewicz



Przywracanie wtasnosci kopca

o lewy i prawy potomek pewnego wezta i s3 korzeniami
poprawnych kopcéw

o dla wezta i wiasno$¢ kopca moze nie by¢ zachowana

@ jak ja przywrdcic?

@ naprawa kopca w dét
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Przywracanie wtasnosci kopca

1 =2x%xi,p=2xi+1
if | <nia;<as then
najw = |
else
najw =i
end if
if r < niapj, < ar then
najw = r
end if
if najw # i then
zamien miejscami a; i apajw
przywrdé wiasnos$é kopca dla wezta najw

© 0o NSO wh

[ = S
N R

- end if

[y
w
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Przywracanie wtasnosci kopca
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Przywracanie wtasnosci kopca
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Przywracanie wtasnosci kopca
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Przywracanie wtasnosci kopca
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Najwiekszy element

@ z wtasnosci kopca wynika, ze najwiekszy element
bedzie zawsze na pierwszym miejscu tablicy
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Usuniecie najwiekszego elementu

@ “usuwamy"” element z pierwszego miejsca tablicy (a1)
@ na jego miejsce wstawiamy element z konca tablicy (aj)
@ zmniejszamy rozmiar kopca: n=n—1

@ przywracamy wtasno$¢ kopca dla korzenia (a;)
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Usuniecie najwiekszego elementu
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Usuniecie najwiekszego elementu
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Usuniecie najwiekszego elementu
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Usuniecie najwiekszego elementu
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Usuniecie najwiekszego elementu
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Usuniecie najwiekszego elementu
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Budowa kopca z tablicy

@ otrzymujemy tablice aj,..., a,

@ mamy z niej zbudowaé poprawny kopiec

@ elementy a,,/541,...,an S3 poprawnymi korzeniami kopcow
(nie maja zadnych potomkéw)

@ rozpoczynamy od elementu a,, i przywracamy
dla niego wtasnos$¢ kopca

@ przesuwamy sie do elementu wczedniejszego i dla niego
przywracamy wtasnos$¢ kopca

@ powtarzamy proces az do korzenia (elementu a;)

e ztozono$¢ O(n)
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Budowa kopca z tablicy

1. fori=n/2,...,1do
2: przywrd¢ wiasnos¢ kopca dla wezta i
3: end for
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Budowa kopca z tablicy
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Budowa kopca z tablicy
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Budowa kopca z tablicy
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Budowa kopca z tablicy
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Budowa kopca z tablicy
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Budowa kopca z tablicy
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Budowa kopca z tablicy
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Budowa kopca z tablicy
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Budowa kopca z tablicy
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Budowa kopca z tablicy
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Budowa kopca z tablicy
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Sortowanie kopcowe

@ w tablicy do posortowania as, ..., a, budujemy kopiec
@ usuwamy najwiekszy element (zapamietujac jego wartos¢)

@ kopiec zmniejszyt sie o 1 element — zrobito sie miejsce
na koncu tablicy

@ w to miejsce wstawiamy usuniety element
(ostatnie miejsce w tablicy)
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Sortowanie kopcowe

@ usuwamy z kopca kolejny najwiekszy element

@ kopiec ponownie zmniejszyt sie o 1 element — zrobito sie kolejne
wolne miejsce (przedostatnie pole tablicy)

@ wstawiamy w to miejsce usuniety element
@ powtarzamy operacje az usuniemy wszystkie elementy z kopca

@ otrzymamy posortowang tablice
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Kolejka priorytetowa

@ kopiec mozna réwniez wykorzysta¢ do implementacji kolejki
priorytetowej

@ jest to struktura o witasciwosciach podobnych do zwyktej kolejki

o do zwyktej kolejki mozemy dodawacd elementy i je wyjmowaé —
najpierw wyjmujemy najwcze$niej dodany

@ z kolejki priorytetowej wyjmujemy najpierw najwazniejszy element
(o najwyzszym priorytecie)

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS) AiSD 40 / 65



Kolejka priorytetowa

@ majac kopiec, potrafimy z niego szybko usunaé najwazniejszy
(najwiekszy) element
@ jak dodad element e do kopca?

@ naprawa kopca w gére:

zwieksz rozmiar kopcao 1 (n=n+1)
i=n
while i >11ie> a;/, do
ai = 4dj/2
P=i/2
end while
ai = =¢€

e -
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@ jezeli mamy wskazany element w kopcu, jak go usunaé?
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@ jezeli mamy wskazany element w kopcu, jak go usunaé?

@ zamieniamy go miejscami z ostatnim i zmniejszamy rozmiar o jeden
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@ jezeli mamy wskazany element w kopcu, jak go usunaé?
@ zamieniamy go miejscami z ostatnim i zmniejszamy rozmiar o jeden

@ jezeli wstawiony element jest wiekszy od swojego rodzica, naprawiamy
kopiec w gbre

@ w przeciwnym razie naprawiamy kopiec w dét
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e gdy potrzebujemy kopca minimalizujacego (takiego ktéry pozwala
na szybkie poznanie warto$ci najmniejszej) zamieniamy wszystkie
poréwnania elementéw z < na >
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Sortowanie Shella

@ sortowanie przez wstawianie dziata szybko dla danych
“prawie” uporzadkowanych

sortowany ciag dzielimy na podciagi, wybierajac co k-ty element
sortujemy wszystkie podciagi z krokiem k

zmniejszamy krok

powtarzamy operacje az dojdziemy z krokiem do 1
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Sortowanie Shella

dla k = n/2' pesymistyczna ztozonoé¢ wynosi O(n?)
dla k = 2/ — 1 pesymistyczna ztozono$¢ wynosi O(n3/?)

dla k =4/ — 3.2/ + 1 pesymistyczna ztozonoé¢ to O(n*/3)

dla k = 27 - 3/ pesymistyczna ztozono$¢ wynosi O(nlog? n)
(lepiej by¢ nie moze)
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Sortowanie list

@ z przedstawionych algorytméw jedynie sortowanie babelkowe
nadaje sie do sortowania list

@ do list dwukierunkowych nadaje sie tez sortowanie przez wstawianie
@ jak szybko (O(nlog n)) posortowa¢ liste?

@ mozna ja przepisa¢ do tablicy, posortowad tablice, na nowo utworzy¢
liste, ale jest to pamiecio- i czasochtonne

@ rozwigzanie: sortowanie przez scalanie

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS) AiSD 46 / 65



Sortowanie przez scalanie

@ dzielimy liste na 2 prawie réwne czesci
(rézniace sie dtugoscia o co najwyzej jeden)
@ sortujemy (rekurencyjne) obie listy

@ posortowane listy scalamy w jedna
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Scalanie list

@ chcemy scali¢ dwie uporzadkowane listy w jednga,
takze uporzadkowang

@ wybieramy mniejsza gtowe, lub jedyna dostepng,
gdy jedna z list sie skonczy

@ dotaczamy na koniec nowej listy

@ operacje powtarzamy

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



Scalanie list

= s = = s

© 0N R W

if a.dana < b.dana then glowa = a; a = a.next
else glowa = b; b = b.next
koniec = glowa
while a # nullptr i b # nullptr do
if a.dana < b.dana then
koniec.next = a

a = a.next

else
koniec.next = b
b = b.next

end if

koniec = koniec.next

: end while

. if a # nullptr then koniec.next = a

. else if b # nullptr then koniec.next = b
. else koniec.next = nullptr
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Sortowanie przez scalanie

o SORTUJLISTE(/ista)

1: if lista.next = nullptr then return lista
2: b= lista

3: t = lista

4. while t.next # nullptr i t.next.next # nullptr do
5: b = b.next

6: t = t.next.next

7: end while

8: t = b.next

9: b.next = nullptr
10: b=t
11: a = SORTUJLISTE(/ista)

—_
N

. b = SORTUJLISTE(b)
. wynik = SCAL(a, b)
. return wynik

= =
> W
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Sortowanie przez scalanie

s[a]7]1]2]8]4]s
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Sortowanie przez scalanie

5[3[7[1]2]e4]s6
5[3]7] ABAE




Sortowanie przez scalanie

5[s[7[1]2]s]4]s
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Sortowanie przez scalanie
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Sortowanie bez poréwnan

@ algorytmy sortowania wykorzystujgce poréwnanie
nie maja szans dziatac szybciej niz O(nlog n)

@ pewne specyficzne kategorie danych mozna jednak
posortowac szybciej
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Sortowanie przez zliczanie

@ sortujemy liczby z niewielkiego zakresu (0, ..., k)

o liczymy ilos¢ wystapien kazdej z liczby

@ wyznaczamy pozycje w ktérych rozpoczynaja sie kolejne ciagi
takich samych liczb

@ rekonstruujemy posortowana tablice

e wymaga O(n+ k) czasu i O(n+ k) dodatkowej pamieci (w
niektérych implementacjach wystarczy O(k) dodatkowej pamieci)

@ aby sortowanie byto stabilne, nalezy “odwrécic¢”
ostatnig petle w kodzie
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Sortowanie przez zliczanie

ile[i] =dlai=0,...,k
fori=1,...,ndo
ile[aj]+ =1
end for
fori=1,...,kdo
ile[i] = ile[i — 1] + ile[i]
end for
fori=1,...,ndo
p = ile[a;]
ile[aj]— =1
bp = a;
: end for

© 0N oo s whH

=
I el =
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Sortowanie kubetkowe

@ sprawdza sie dla jednostajnie roztozonych, niezbyt duzych
zakreséw danych

e ztozono$¢ O(n), pesymistyczna O(n?)

1. podziel dany przedziat liczb na n podprzedziatéw (kubetkéw)
o réwnej dtugosci

2: przypisz sortowane dane do odpowiednich kubetkéw

3: posortuj dane w kazdym z kubetkéw (np. przez wstawianie)

4: przepisz to tablicy wynikowej zawartosci kolejnych niepustych
kubetkéw
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Sortowanie pozycyjne

@ nadaje sie do sortowania danych sktadajacych sie z nieduzej liczby
“liter" (np. stowa, liczby)

e ztozono$¢ czasowa O(d(n + k)), pamieciowa O(n + k) gdzie d to
liczba “liter" w wyrazach zas k jest liczbg “liter” w alfabecie

@ niech 1 bedzie numerem “najstarszej” litery, n — najmtodszej

1: fori=n,...,1do

2: posortuj dane stabilnie wedtug i-tej litery
(np. przez zliczanie)

3: end for
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Sortowanie wskaznikéw

@ jezeli mamy tablice duzych struktur badz obiektéw, bezposrednie
sortowanie jej moze okaza¢ sie czasochtonne (duza liczba
przepisywania duzych obiektéw w pamieci)

@ rozwigzaniem jest sortowanie wskaznikéw (lub indekséw)

@ tworzymy tablice wskaznikdéw na kolejne elementy naszej listy

@ sortujemy tablice wskaznikéw (kluczem jest tu klucz obiektu
wskazywanego przez wskaznik!)

@ sortowanie przestawia w pamieci jedynie wskazniki (liczby)
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Sortowanie wskaznikéw
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Sortowanie wskaznikéw

\ 5
6
4
3
2
7
- 1
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Algorytmy sortowania

sortowanie babelkowe
sortowanie przez wstawianie
sortowanie gnoma
sortowanie przez wybér
sortowanie biblioteczne
sortowanie szybkie

sortowanie introspektywne

sortowanie koktajlowe
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Algorytmy sortowania

sortowanie Shella
sortowanie grzebieniowe
sortowanie kopcowe
sortowanie przez scalanie
sortowanie kubetkowe
sortowanie pozycyjne
sortowanie przez zliczanie

bogosort (stupidsort)

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



Statystyki pozycyjne

@ i-t3 statystyka pozycyjna pewnego ciggu nazywamy liczbe,
ktéra po jego posortowaniu znalazta by sie na i-tym miejscu
np. minimum jest pierwsza statystyka pozycyjna

np. maksimum jest n-tg statystyka pozycyjna

np. mediana jest n/2-tg statystyka pozycyjna

w czasie O(nlog n) i-3 statystyke pozycyjna mozna znalez¢
sortujac ciag i patrzac na i-ta pozycje
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Znajdowanie maksimum

e maksimum (minimum) mozemy znalez¢ szybciej (O(n)):

max = ai
:fori=2,...,ndo
if a; > max then
max = a;
end if
end for

g kN
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Znajdowanie maksimum i minimum

o jezeli chcemy znalez¢ réwnocze$nie i maksimum i minimum,
mozemy zrobi¢ to w jednym przebiegu:

1: max = a1

2: min = a1

3: for i =3,...,nstep 2 do

4. if a;_1 < a; then

5: max = MAX(a;, max)
6: min = MIN(aj_1, min)
7: else

8: max = MAX(a;_1, max)
0: min = MIN(aj, min)
10: end if

11: end for
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I-ta statystyka pozycyjna

@ jezeli i jest bardzo bliskie 1 lub n (2, 3, ew. 4) jesteSmy w stanie
sobie jeszcze poradzié¢, modyfikujac powyzszy algorytm

o ale jak znalez¢ i-ta statystyke pozycyjna w czasie O(n)
dla dowolnego i?

@ szybciej niz O(n) sie nie da

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



I-ta statystyka pozycyjna

1: podziel elementy ai,...,a, na podloga(n/5) grup po 5 elementéw i
jedna grupe z pozostatymi elementami

2: wyznacz mediane z kazdej grupy (np. sortujac; z grupy o parzystej
liczbie elementéw nalezy wybraé wieksza z median)

3: rekurencyjnie znajdZ mediane zbioru median — x

4: podziel tablice a wzgledem x (tak jak w sortowaniu szybkim) niech k
bedzie liczba elementéw w lewej czesci a n — k liczba elementéw w
prawej czesci

5. if i < k then

znajdz rekurencyjnie i-ta statystyke pozycyjng lewej czesci prze-

dziatu

7: else
znajdz rekurencyjnie i — k-tg statystyke pozycyjna prawej czesci
przedziatu

9: end if
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