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@ przychodzi do nas strumien obiektéw (np. napiséw, dat, krotek itp.)
@ chcemy:

e wiedzieé, czy obiekty sie powtarzaja

e policzy¢ powtarzajace sie obiekty

e powigza¢ dodatkowe dane z obiektami

e itp.
@ gdyby obiekty byty nieduzymi liczbami:

o tablicalobiekt]++;

o if(tablicalobiekt]) > 0 ...

o tablicalobiekt]=dodatkowe_dane ...
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@ mozemy tez napisac:
obiekt = wczytaj();
for(i = 0; i < o; i++)
if(tab2[i] == obiekt) break;
if(i == o) tab2[o++] = obiekt;
tablical[i]++;
@ co jezeli réznych obiektéw bedzie duzo?

@ co jezeli nie bedziemy znali liczby réznych obiektéw?
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Pamieci asocjacyjne

@ rozwigzaniem jest wykorzystanie pamieci asocjacyjnej (skojarzeniowe;j)

@ jest to pamiel przechowujaca powiazane pary (klucz, wartosc)

@ klucz jest “indeksem” w tablicy, wartos¢ jest elementem
w niej przechowywanym

@ zaréwno klucz jak i warto$¢ moze by¢ dowolnego typu

@ na pytanie o klucz, pamieé taka odpowiada skojarzona z nig wartoscia
(chyba, ze z danym kluczem nie jest skojarzona zadna warto$¢)

@ np. stownik polsko-angielski

o kluczem jest stowo polskie
e wartoscig jest stfowo angielskie
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Pamieci asocjacyjne

@ skojarzenie jest jednokierunkowe: mozemy pytaé tylko o klucz
e w stowniku polsko-angielskim trudno znalezé ttumaczenie
angielskiego wyrazu
@ jezeli potrzebujemy réwniez skojarzenia odwrotnego — uzywamy
drugiego stownika
o tablica jest szczegdlnym typem pamieci asocjacyjnej,
w ktérej kluczem s3 niewielkie liczby naturalne
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NYAVEVZS

@ mozemy teraz napisac:
PamiecAsocjacyjna T;
obiekt = wczytaj(Q;

if (1ZNAJDZ(T, obiekt)) Tl[obiekt] = 1;
else T[obiekt] = T[obiekt] + 1;
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Drzewa poszukiwan binarnych (BST)

@ szybki algorytm wyszukiwania — wyszukiwanie binarne

o jezeli klucz jest mniejszy od wybranego elementu, ograniczamy sie
do lewej strony, jezeli wiekszy, ograniczamy sie do prawej strony

@ “rozwidlona” lista:

struct Node {
Klucz key;
Dana value;
Node *parent;
Node *left;
Node *right;

}s
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Drzewa poszukiwan binarnych (BST)

o w lewym poddrzewie znajduja sie wszystkie klucze mniejsze
(mniejsze badz réwne, jezeli dopuszczamy obecno$¢ wielu
takich samych kluczy w drzewie) od klucza wezta

@ w prawym poddrzewie znajduja sie wszystkie klucze
wieksze od klucza wezta
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Drzewa poszukiwan binarnych (BST)

@ pozwalaja wykonywaé operacje wtasciwe dla pamieci asocjacyjnych
(wstawianie, usuwanie, wyszukiwanie elementu wg. klucza)

o dodatkowo pozwalajg znalezé minimum, maksimum oraz nastepnika
i poprzednika danego elementu (nastepny/poprzedni element w
kolejnosci rosnacych kluczy)

@ ztozonos¢ tych operacji jest proporcjonalna do wysokosci drzewa
@ w losowo zbudowanym drzewie binarnym bedzie to O(log n)

@ w pesymistycznym przypadku jest to niestety O(n)

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS) AiSD 9/ 66



Drzewa poszukiwan binarnych (BST)
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Drzewa poszukiwan binarnych (BST)
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Przegladanie drzewa

@ wypisanie wszystkich elementéw drzewa
@ preorder

o wezet, lewe poddrzewo, prawe poddrzewo
@ inorder

o lewe poddrzewo, wezet, prawe poddrzewo
@ postorder

o lewe poddrzewo, prawe poddrzewo, wezet
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Przegladanie preorder

@ pozwala na tatwe zapisywanie/odczytywanie drzewa
Z pamieci zewnetrznej

PREORDER (root)
1: if root # nullptr then
2: print root
3 PREORDER( root. left)
4 PREORDER( root. right )
5. else {tylko jezeli np. zapisujemy drzewo na dysk}
6: print nullptr
7: end if
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Przegladanie preorder
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Przegladanie preorder
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Przegladanie preorder
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Przegladanie preorder
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Przegladanie preorder
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Przegladanie preorder
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Przegladanie preorder

5 3,2,5,7,8
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Przegladanie preorder
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Przegladanie preorder — iteracyjnie

PREORDER (root)

1. stos = pusty stos

2: stos.push(root)

3: while not stos.empty() do

w = stos.top()

5 stos.pop()

6: print w.value

7: if w.right # nullptr then stos.push(w.right)
8

9

»

if w.left # nullptr then stos.push(w.left)
: end while
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Przegladanie inorder

@ wypisuje elementy w kolejnosci niemalejacych kluczy

INORDER (root)
1: if root # nullptr then
2: INORDER( root.left)
3 print root
4: INORDER(root.right)
5. end if
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Przegladanie inorder
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Przegladanie inorder
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Przegladanie inorder
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Przegladanie inorder
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Przegladanie inorder
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Przegladanie inorder
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Przegladanie inorder
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Przegladanie inorder
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Przegladanie postorder

POSTORDER (root)

1: if root # nullptr then

2: POSTORDER( root.left)
3: POSTORDER( root.right)
4 print root

5: end if
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Wysokos$¢é drzewa

@ wysoko$¢ drzewa o korzeniu root jest wysokoscig wiekszego
z jego poddrzew powiekszong o 1 (drzewo, tak jak listy jest
struktura rekurencyjng)

WYSOKOSC (root)

1: if root = nullptr then

return 0
end if
hl = WYSOKOSC(root.left)
hr = WYSOKOSC(root.right)
return max(h/, hr) +1

AL
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Wysokos$¢é drzewa

WYS = max(WYS(root.left), WYS(root.right)) + 1
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Wysokos$¢é drzewa
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Wysokos$¢é drzewa
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Wysokos$¢é drzewa
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Wysokos$¢é drzewa
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Wysokos$¢é drzewa
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Wysokos$¢é drzewa

3
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Wysokos$¢é drzewa
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Wysokos$¢é drzewa
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Wysokos$¢é drzewa
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Wysokos$¢é drzewa
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Wysokos$¢é drzewa
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Wyszukiwanie elementu

@ chcemy znalez¢ element o podanym kluczu

ZNAJDZ (root, klucz)
1: if root = nullptr or root.key = klucz then

2 return root

3: end if

4. if klucz < root.key then

5 return ZNAJDZ(root.left, klucz)
6: else

7: return ZNAJDZ(root.right, klucz)
8: end if
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Wyszukiwanie elementu

@ wersja iteracyjna

ZNAJDZ (root, klucz)

curr = root
while curr # nullptr and curr.key # klucz do
if klucz < curr.key then
curr = curr.left

=

else
curr = curr.right
end if
end while
return curr

© o NSO wN
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ZNAJDZ(root, 4)
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ZNAJDZ(root, 4)
4<5
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ZNAJDZ(root, 4)
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ZNAJDZ(root, 4)
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ZNAJDZ(root, 4)
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ZNAJDZ(root, 4)
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Minimum

@ szukamy wezta o najmniejszym kluczu w drzewie (rekurencyjnie)

MINIMUM (root)
1: if root = nullptr or root.left = nullptr then
2: return root
3: else
4: return MINIMUM(root)
5. end if
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Minimum

@ szukamy wezta o najmniejszym kluczu w drzewie (iteracyjnie)

MINIMUM (root)

1: if root = nullptr then
return nullptr

end if

curr = root

while curr.left # nullptr do
curr = curr.left

end while

return curr
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Minimum

MINIMUM(root)
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@ odnalezienie elementu o maksymalnym kluczu wyglada analogicznie:

MAXIMUM (root)

1: if root = nullptr then
return nullptr

end if

curr = root

while curr.right # nullptr do
curr = curr.right

end while

return curr
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Nastepnik

@ nalezy znalez¢ wezet o kolejnym kluczu (najmniejszym sposréd
wiekszych od biezacego)

NASTEPNIK (wezel)

1: curr = wezel

2: if curr.right # nullptr then

3 return MINIMUM(curr.right)

4. end if

5. parent = curr.parent

6: while parent # nullptr and curr = parent.right do
7 curr = parent

8 parent = parent.parent

9: end while

10: return parent
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Nastepnik

NASTEPNIK(5)
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Nastepnik

MINIMUM
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Nastepnik

NASTEPNIK(5) = 6
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Nastepnik

NASTEPNIK(5)
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Nastepnik

NASTEPNIK(5)
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Nastepnik
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Nastepnik
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Nastepnik
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Nastepnik

NASTEPNIK(5) = 6
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Wstawianie wezta

@ wstawiany wezet bedzie zawsze lisciem
@ postepujemy tak jak podczas wyszukiwania
o w miejscu gdy dojdziemy do nullptr wstawiamy nasz element

o zaktadamy, ze wezet nowy ma juz wypetnione pola key i value
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Wstawianie wezta

WSTAW(inout root, nowy)
. parent = nullptr

1
2: curr = root

3: while curr # nullptr do

4 parent = curr

5: if nowy.key < curr.key then curr = curr.left
6 else curr = curr.right

7: end while

8: nowy.parent = parent

9: if parent = nullptr then

10: root = parent

11: else if nowy.key < parent.key then

12: parent.left = nowy

13: else

14: parent.right = nowy

15: end if
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Wstawianie wezta (rekurencyjnie)

WSTAW (root, nowy)
. if root == nullptr then return nowy

. if nowy.key < root.key then
parent.left = WSTAW (root.left, nowy)
root.left.parent = root

parent.right = WSTAW (root.right, nowy)
root.right.parent = root
: end if

1
2
3
4
5: else
6
7
8
9: return root
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Wstawianie

WSTAW(root, 4)




Wstawianie

WSTAW(root, 4)
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Wstawianie
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Wstawianie

WSTAW(root, 4)
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Wstawianie

WSTAW(root, 4)




Wstawianie

WSTAW(root, 4)




Usuwanie wezta

@ jezeli usuwany wezet jest lisSciem, mozemy go fatwo usunaé
@ jezeli usuwany wezet ma jednego potomka, mozemy “skréci¢” gataz,
ktérej jest elementem
@ usuniecie wezfa z dwoma potomkami wymaga wiecej pracy, nalezy:
o znalez¢ jego nastepnika (ten na pewno bedzie miat co najwyzej
jednego potomka)

e przepisa¢ zawarto$¢ nastepnika w miejsce usuwanego wezta
e usuna¢ nastepnika
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Usuwanie wezta

USUN (inout root, wezel)
if wezel.left = nullptr or wezel.right = nullptr then
usuwany = wezel
else
usuwany = NASTEPNIK(wezel)
end if
if usuwany.left £ nullptr then
potomek = usuwany.left
else
potomek = usuwany.right
end if
if potomek # nullptr then
potomek.parent = usuwany.parent
end if
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Usuwanie wezta

if usuwany.parent = nullptr then
root = potomek
else if usuwany = usuwany.parent.left then
usuwany.parent.left = potomek
else
usuwany.parent.right = potomek
end if
if usuwany # wezel then
wezel .key = usuwany.key
wezel.value = usuwany.value
end if
zwolnij pamie¢ zajmowang przez usuwany
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Usuwanie liscia

USUN(root, 13)
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Usuwanie liscia

USUN(root, 13)
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Usuwanie liscia

USUN(root, 13)
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Usuwanie wezta z 1 potomkiem

USUN(root, 16)
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Usuwanie wezta z 1 potomkiem

USUN(root, 16)
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Usuwanie wezta z 1 potomkiem

USUN(root, 16)
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Usuwanie wezfa z 2 potomkami

USUN(root, 5)
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Usuwanie wezfa z 2 potomkami

USUN(root, 5)
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Usuwanie wezfa z 2 potomkami

USUN(root, 5)

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



Usuwanie wezfa z 2 potomkami

USUN(root, 5)
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Usuwanie wezfa z 2 potomkami

USUN(root, 5)
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Usuwanie wezfa z 2 potomkami

USUN(root, 5)
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Drzewa poszukiwan binarnych

@ pesymistyczna ztozono$¢ przedstawionych operacji wynosi O(n)
@ np. cigg wstawien do drzewa kluczy: 1,2,3,...

@ istniejg rozszerzenia drzew poszukiwan binarnych gwarantujace
logarytmiczng wysoko$¢ drzewa (wiecej na nastepnych wyktadach)
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Drzewa statystyk pozycyjnych

@ mozemy rozbudowaé drzewo binarne o mozliwo$¢ znajdowania i-tej
statystyki pozycyjnej w czasie O(log n) (pesymistycznie O(n))

@ dodajemy do wezta informacje o rozmiarze drzewa,
ktérego jest korzeniem

e wtedy root.size = root.left.size + root.right.size + 1

@ nalezy pamietaé, aby pole to aktualizowaé podczas kazdego
wstawiania i usuwania elementu (wymaga to czasu proporcjonalnego
do wysokosci drzewa)
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Drzewa statystyk pozycyjnych
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I-ta statystyka pozycyjna

STATYSTYKA (root, i)

1: if i = root.left.size + 1 then

2 return root.key

3: else if / < root.left.size then

4: return STATYSTYKA(root.left, i)

5: else

6 return STATYSTYKA(root.right, i — root.left.size — 1)
7: end if
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Drzewa stownikowe (TRIE)

@ przeszukujac drzewo binarne, w kazdym kroku z poréwnania kluczy
wykorzystujemy tylko jeden bit informacji (przejécie w lewo/ przejscie
W prawo)

o w drzewach stownikowych wykorzystujemy tej informacji wiecej
@ drzewa s3 bardziej rozgatezione (juz nie tylko binarne)

@ asymptotyczna zfozonos$¢ operacji pozostaje taka sama (O(h)),
ale zmniejsza sie wysokos¢ — te samg ilos¢ weztéw mozemy
umiesci¢ w drzewie o mniejszej wysokosci
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Drzewa stownikowe (TRIE)

@ klucz dzielimy na litery (gdy przechowujemy liczby, litera moze by¢
pojedyncza cyfra lub grupa kilku cyfr, w przypadku adresu IP litera
moze by¢ jeden oktet)

o kazdy wezet drzewa posiada maksymalnie tyle potomkéw, ile wynosi
rozmiar alfabetu, krawedzie prowadzace do potomkdw sa
poetykietowane kolejnymi literami

@ kazdy wezet posiada dodatkowo znacznik okreslajacy, czy stowo
konczace sie w tym wezle nalezy do stownika (oraz ewentualnie
dodatkowe dane, powiazane z kluczem)
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Drzewa stownikowe (TRIE)

@ przechodzac po drzewie, w kazdym kroku wybieramy potomka
wskazywanego przez krawedz z etykieta réwna biezacej literze

@ usuwajac wezet, nalezy sprawdzié, czy jest to ostatni potomek
rodzica — jezeli tak, nalezy usuna¢ takze rodzica, itd.
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Drzewa stownikowe (TRIE)
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Kompresja sciezki

o w przypadku rzadkiego drzewa struktura bedzie alokowata
Sporo nieuzywanej pamieci

@ kompresja Sciezek — $ciezki “zwijamy” w jedng krawedz
@ etykietami s3 teraz napisy (zamiast pojedynczych liter)

@ komplikuje to jednak operacje na drzewie (np. podczas
dodawania czasem trzeba dodac wezet wewnatrz krawedzi)
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Kompresja sciezki




Drzewa heterogeniczne

o wiekszos¢ wyrazéw rdzni sie na kilku poczatkowych literach —
w stowniku istnieje duzo réznych kombinacji pierwszych kilku liter

@ koncéwki wyrazéw sa mniej zréznicowane
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Drzewa heterogeniczne
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Drzewa heterogeniczne

o wiekszos¢ wyrazéw rdzni sie na kilku poczatkowych literach —
w stowniku istnieje duzo réznych kombinacji pierwszych kilku liter

@ koncéwki wyrazéw sa mniej zréznicowane
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o zwykte drzewo stownikowe, w ktérym kluczami sg liczby catkowite o
ustalonej liczbie bitéw

@ dzielimy liczby na litery po k bitéw (np. 32 bitowe liczby na 4 litery
po 8 bitéw)

@ ostatni poziom, zamiast wskaznikéw, przechowuje dane powigzane z
kluczami
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Drzewo przedziatowe

@ mamy n danych: ag,...,a,—1

@ potrzebujemy pewnej “zagregowanej’ informacji na temat
dowolnego podprzedziatu [0, n — 1], np.

e minimum

maksimum
suma
$rednia
itp.

o wiele zapytan o rézne podprzedziaty

@ naiwne podejscie: O(nm) gdzie m to liczba zapytan
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Drzewo przedziatowe

@ drzewo przedziatowe =
kopiec (struktura) 4+ wzbogacone drzewo binarne

o kazdy wezet odpowiada pewnemu podprzedziatowi
@ liscie przechowuja dane dla jednoelementowych podprzedziatéw

@ wezty wewnetrzne przechowuja dane dla sumy podprzedziatéw
swoich dzieci

o jezeli n # 2K uzupetniamy nieistotnymi elementami
(—oo dla maksimum, 400 dla minimum, 0 dla sumy itp.)
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Drzewo przedziatowe
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Drzewo przedziatowe

@ budowa drzewa — podobnie jak budowa kopca

@ zamiast wtasnosci kopca — odpowiednio minimum,
maksimum czy suma dzieci

e umozliwia zmiane wartosci elementéw (jaka ztozonos$¢?)

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



Drzewo przedziatowe — zapytania

@ zadajac pytanie o zagregowana warto$¢ na podprzedziale [a, b]

e startujemy w korzeniu

o jezeli podprzedziat jest identyczny z przedziatem wezta,
zwracamy warto$¢ z wezta

o jezeli podprzedziat zawiera sie wewnatrz jednego z dzieci
przechodzimy do tego dziecka

o jezeli podprzedziat ma cze$¢ wspdlng z lewym i prawym
dzieckiem rekurencyjnie schodzimy do obu dzieci,
odpowiednio ograniczajac podprzedziat

e ztozonos¢ O(log n)

o ile razy “rozgatezimy” wyszukiwanie (ostatni punkt)?
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Drzewo przedziatowe
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Drzewo przedziatowe

@ ztozono$¢ odpowiedzi na m zapytan: O(n + mlog n);
budowa drzewa zajmuje O(n)

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



