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o graf to zbiér wierzchotkéw i zbiér krawedzi

o kazda krawedz taczy doktadnie dwa wierzchotki (poza petlami,
ktére facza wierzchotek z samym soba)

o graf prosty — nie posiada petli i krawedzi wielokrotnych

o graf skierowany — kazda krawedz jest skierowana (ma okreslony
kierunek) — krawedz skierowana z A do B faczy A z B ale nie
B z A (np. ulica jednokierunkowa)
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@ wierzchotki sasiednie — wierzchotki potaczone krawedzig
@ wierzchotek sasiaduje z krawedzig, jezeli jest jej koncem

@ Sciezka — ciag sasiadujacych wierzchotkéw (nie powtarzajacych sie)
i taczacych je krawedzi

o graf jest spdjny, jezeli dla kazdej pary wierzchotkéw
istnieje $ciezka je faczaca

@ spdjna sktadowa — maksymalny spdjny podgraf grafu
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@ n — liczba wierzchotkéw w grafie
@ m — liczba krawedzi w grafie

@ zaréwno wierzchotki jak i krawedzie moga miel etykiety
(dodatkowe informacje)
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Reprezentacje grafu w pamieci

macierz sasiedztwa

listy sasiedztwa

°
°
@ macierz koincydencji
o lista krawedzi

°
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Macierz sasiedztwa

macierz kwadratowa n - n
M., opisuje krawedZ pomiedzy wierzchotkami u i v
np. 1 — jest krawedz, 0 — nie ma krawedzi

np. —1 — nie ma krawedzi, wszystko inne — etykieta krawedzi
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Macierz sasiedztwa

@ do przedstawienia grafu nieskierowanego wystarczy macierz tréjkatna
(macierz sasiedztwa jest symetryczna: M, , = M, ,)
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Macierz sasiedztwa
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Macierz sasiedztwa

o szybkie sprawdzanie istnienia, wstawianie, usuwanie krawedzi
pomiedzy u i v

@ szybkie pobranie etykiety krawedzi pomiedzy u i v

@ wolne przegladanie sasiedztwa (istotne przy grafach rzadkich)

@ duze wymagania pamieciowe
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Listy sgsiedztwa

@ n list zawierajacych numery lub wskazniki na sasiadéw danego
wierzchotka

@ w grafie nieskierowanym, jezeli v sasiaduje z u to
v jest na liscie u i u jest na liScie v
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Listy sgsiedztwa

o 9\ 1= 2 = 3
NG, T
3= 1= 4 —» 6
e'e © 4 = 1 =
5 = 2 =
O 9 6 — 7
7
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Listy sgsiedztwa

wolne sprawdzanie istnienia i usuwanie krawedzi pomiedzy u i v
wolne pobranie etykiety krawedzi pomiedzy v i v
szybkie wstawianie krawedzi pomiedzy v i v

szybkie przegladanie sasiedztwa

mniejsze wymagania pamieciowe
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Macierz koincydencji

® macierz o wymiarach n na m

e M, . opisuje pofaczenie pomiedzy wierzchotkiem v a krawedzig e
(np. 1 — jest, 0 — nie ma)

@ w przypadku graféw skierowanych np. —1 — krawedz wychodzi z v,
0 — brak potaczenia, 1 — krawedz wchodzi do v
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Przegladanie w gtab

@ algorytm odwiedzania wszystkich wierzchotkéw z jednej spdjnej
sktadowej

@ zaczynamy od dowolnego wierzchotka — odwiedzimy cata spdjna
sktadowa, do ktoérej on nalezy

@ kazdy wierzchotek jest albo odwiedzony albo nieodwiedzony

o dla kazdego przetwarzanego wierzchotka odktadamy na stos jego
nieodwiedzonych sasiadéw i oznaczamy ich jako odwiedzonych

@ przechodzimy do pierwszego nieodwiedzonego wierzchotka,
jezeli sie nie da, wycofujemy sie
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Przegladanie w gtab

o funkcja rekurencyjna:
Odwiedz(v, odw):
odw|v] = True
for u = kazdy sasiad v do
if odw|[u] then continue
Odwiedz(u, odw)
end for

@ przegladanie w gtab:
for i =1,...,ndo odw[i] = False
Odwiedz(vs, odw)
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Przegladanie w gtab
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Przegladanie w gtab
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Przegladanie w gtab
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Przegladanie w gtab
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Przegladanie w gtab - iteracja (uproszczona)

stos = pusty stos
for i =1,...,ndo odw[i] = False
stos.push(vs)
odw][vs] = True
while not stos.empty() do
v = stos.top()
stos.pop()
for u = kazdy sasiad v do
if odw|[u] then continue
stos.push(u)
odw(u] = True
end for
end while
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Znajdowanie drogi w labiryncie
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Znajdowanie drogi w labiryncie
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Znajdowanie drogi w labiryncie

o dla kazdego wierzchotka dodatkowo pamietamy,
z ktérego wierzchotka do niego doszliSmy

@ droge odtwarzamy idac od konca
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Przegladanie wszerz

@ algorytm odwiedzania wszystkich wierzchotkéw z jednej spdjnej
sktadowej

o przegladamy graf “warstwami”: najpierw wierzchotek startowy,
pdzniej jego sasiaddw, sasiaddéw sasiaddw, itp.
@ implementacja: stos zastepujemy kolejka

e trudniejsze w implementacji (brak prostej rekurencji) ale daje
wiecej informacji — do wierzchotka dochodzimy najkrétszg Sciezka
z wierzchotka startowego

@ np. wyszukiwanie najkrétszej drogi w labiryncie
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Przegladanie wszerz

kolejka = pusta kolejka
for i =1,...,ndo odw[i] = False
kolejka.enqueue(vs)
odw][vs] = True
while @ nie jest pusta do
v = kolejka.front ()
kolejka.dequeue()
for u = kazdy sasiad v do
if odw|[u] then continue
kolejka.enqueue(u)
odw[u] = True
end for
end while
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Przegladanie wszerz
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Podziat na spdjne sktadowe

o dla kazdego wierzchotka chcemy okresli¢, do ktoérej spdjnej sktadowej
nalezy (i przy okazji policzy¢ wszystkie spdjne sktadowe)

@ wez pierwszy wierzchotek i znajdZz wszystkie wierzchotki, ktére sg
w tej samej sktadowej co on (wszerz lub w gtab)

@ przypisz wszystkie znalezione wierzchotki
do pierwszej sktadowej
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Podziat na spdjne sktadowe

@ wez pierwszy wierzchotek nie przypisany do zadnej sktadowej, i znajdz
wszystkie wierzchotki, ktére s3 w tej samej sktadowej co on (wszerz
lub w gtab)

@ przypisz wszystkie znalezione wierzchotki do drugiej sktadowej

@ powtarzaj az nie uda sie znalez¢ nieprzypisanego wierzchotka

o tablice odw mozna zastapi¢ numerami sktadowych:
0 — wierzchotek nieodwiedzony
i — wierzchotek nalezy do i-tej sktadowej
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Algorytm Dijkstry

@ najkrétsza Sciezka pomiedzy dwoma wierzchotkami
lub od wybranego do wszystkich pozostatych

o etykiety krawedzi oznaczaja odlegtosci pomiedzy wierzchotkami
(“dtugosci” krawedzi)

o kazdy wierzchotek posiada etykiete, ktéra méwi o najkrétszej
dotychczas znalezionej Sciezce do tego wierzchotka

@ kazdy wierzchotek moze by¢ ponadto zamkniety lub otwarty

@ poczatkowo wszystkie wierzchotki s3 otwarte

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS) AiSD 28 / 70



Algorytm Dijkstry

o w kazdym kroku wybieramy otwarty wierzchotek z najmniejsza
etykieta, zamykamy go i przegladamy jego sasiadéw, sprawdzajac,
czy mozna do nich doj$¢ krétsza droga

e przerywamy, gdy zamkniemy wierzchotek docelowy (lub gdy
zamkniemy wszystkie wierzchotki, jezeli interesuja nas odlegtosci
do wszystkich wierzchotkéw)

@ zamkniecie wierzchotka = znamy dtugos¢ najkrétszej drogi
do tego wierzchotka
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Algorytm Dijkstry

for i=1,...,ndo E[i] = +c0
for i=1,...,n do Zamkniety[i] = False
Elvs]=0
while Zamkniety|[vy] = False do
v — niezamkniety wierzchotek o najmniejszej etykiecie
Zamkniety[v] = True
for u = kazdy sasiad v do
if Zamkniety[u] then continue
if E[v] + D(v,u) < E[u] then
E[u] = E[v] + D(u,v)
end if
end for
end while
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Algorytm Dijkstry
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Algorytm Dijkstry

@ po zamknieciu, etykieta wierzchotka opisuje dtugos$é najkrétszej
Sciezki z wierzchotka startowego do danego

@ jezeli interesuje nas przebieg Sciezki, mozemy dodatkowo pamigta¢,
dla kazdego wierzchotka, z ktérego wierzchotka do niego doszliSmy
(robimy to w momencie aktualizacji etykiety)

@ mozemy takze odtworzy¢ Sciezke na podstawie etykiet:

e ostatni na Sciezce bedzie wierzchotek docelowy

e przedostatni bedzie ten, ktérego odlegtosé od wierzchotka
poczatkowego, powiekszona o dtugos¢ krawedzi do ostatniego jest
réwna dtugosci catej Sciezki
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Algorytm Dijkstry — ztozonos¢

e O(n>+m)
e O(nlogn+ mlogn)
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Minimalne drzewo spinajace

e w danym grafie G, z wagami na krawedziach, chcemy znalez¢ zbiér
krawedzi F spetniajacy:
o kazdy wierzchotek sasiaduje z jaka$ krawedziag w F
o krawedzie z F tworza drzewo
e suma wag krawedzi z F jest jak najmniejsza
@ np. chcemy potaczy¢ wszystkie miasta siecig elektryczna
o najmniejszym koszcie (potozy¢ jak najmniejsza
taczng dtugosé przewoddw)
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Minimalne drzewo spinajace
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Algorytm Prima

@ rozpoczynamy od dowolnego wierzchotka

@ w kazdym kroku wybieramy krawedZ o najmniejszej wadze, ktéra
sasiaduje z jednej strony z dotychczasowym drzewem, z drugiej strony
z wierzchotkiem spoza drzewa

@ powtarzamy operacje n — 1 razy

e w przypadku graféw niespdjnych (tworzac las spinajacy) musimy
podzieli¢ graf na spéjne sktadowe i w kazdej z nich osobno poszukaé
drzewa spinajacego

o kopiec!

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS) AiSD 36 / 70



Algorytm Prima

D = {v;} — drzewo spinajace
K = pusty kopiec
dodaj do K N(v1) t.j. krawedzie sasiadujace z D
fori=1,....,.n—1do
{u, v} = minimum z K i usun ja z K
if u€ Dive D then continue
dodaj vi u,v do D
dodaj N(v) do K
end for
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Algorytm Prima

Vo

8

VAN

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



Algorytm Kruskala

@ rozpoczynamy od pustego drzewa

o przegladamy kolejno krawedzie zgodnie z niemalejagcymi wagami

@ jezeli mozemy doda¢ krawedz do drzewa (nie utworzy nam cyklu) —
dodajemy ja

@ nie wymaga dodatkowych operacji w przypadku graféw niespéjnych
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Algorytm Kruskala

D = puste drzewo spinajace

for e = krawedzie w kolejnosci niemalejacych wag do
Jjezeli dodanie e do D nie stworzy cyklu, dodaj e do D
jezeli D zawiera n — 1 krawedzi, przerwij

end for
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Algorytm Kruskala
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Algorytm Kruskala
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Maksymalny przeptyw w grafie

o etykiety krawedzi okreslaja ich maksymalne przepustowosci

@ szukamy jaka ilo$¢ jesteSmy w stanie przez dany graf przestaé z
wierzchotka startowego do wierzchotka docelowego

@ w zrddle odkrecamy kran
@ etykiety — Srednice rur

@ maksymalny przeptyw — jak szybko bedzie leciata woda z ujscia
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Algorytm Forda-Fulkersona

@ zamien graf weéciowy G na skierowany graf wyjéciowy G’, w ktérym
poczatkowe wagi s3 réwne przepustowosci krawedzi

o graf G’ opisuje niewykorzystang przepustowos$¢ kazdej krawedzi
@ znajdz dowolng Sciezke ze Zrédta do uscia przez krawedzie o
dodatnich wagach

@ pomniejsz wagi na krawedziach ze éciezki o warto$¢ najmniejszej
etykiety ze Sciezki

@ powtarzaj, dopoki mozna znalez¢ nowa Sciezke
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Algorytm Forda-Fulkersona

przeksztaté graf wejéciowy G na graf skierowany G’

while istnieje Sciezka z s do t do
d = najmniejsza przepustowos$¢ na Sciezce z s do t
dla kazdej pary u, v sasiednich wierzchotkdéw na Sciezce z s do t
zmniejsz przepustowos$é w kierunku t o d, zwieksz przepustowosé
w kierunku s o d

end while
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Algorytm Forda-Fulkersona

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



Algorytm Forda-Fulkersona

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



Algorytm Forda-Fulkersona

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



Algorytm Forda-Fulkersona

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



Algorytm Forda-Fulkersona

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



Algorytm Forda-Fulkersona
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Algorytm Edmondsa-Karpa

@ wyszukujemy nie dowolnych, lecz najkrétszych Sciezek, przy uzyciu
przeszukiwania wszerz

o dtugosc — liczba krawedzi
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Maksymalny przeptyw w grafie

@ co jezeli musimy uwzgledni¢ takze przepustowos¢ wierzchotkow?

@ kazdy wierzchotek zastepujemy krawedzig o przpustowosci tego
wierzchotka
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Maksymalny przeptyw w grafie

@ co jezeli mamy wiele zrédet i ujsé?

e dodajemy nowy wierzchotek (nowe zrédto) i taczymy je z wszystkimi
zrédtami krawedziami o dostatecznie duzj przepustowosci

e dodajemy nowy wierzchotek (nowe ujscie) i taczymy je z wszystkimi
ujSciami krawedziami o dostatecznie duzj przepustowosci
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Maksymalny przeptyw w grafie
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