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Kopce ztaczalne

MakeHeap() — utworzenie pustego kopca
Insert(H, x) — wstawienie do kopca H klucza x

Minimum(H) — znalezienie najmniejszego klucza w H

ExtractMin(H) — znalezienie i usuniecie z kopca H
najmniejszego klucza

@ Union(H;, Hp) — utworzenie nowego kopca, zawierajagcego wszystkie
wezty z Hy i Hp (kopce te s3 w wyniku operacji niszczone)

e DecreaseKey(H, x, k) — nadanie kluczowi x nowej
wartosci k w kopcu H, zaktada sie, ze k < x

@ Delete(H, x) — usuniecie klucza x z kopca H
(wymaga wskaznika na wezet do usuniecia)
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Kopce ztaczalne

@ jezeli nie musimy faczy¢ kopcéw (Union), mozemy postuzy¢ sie
zwyktym kopcem — pozostate operacje zajmuja w nim O(1) lub
O(log n)

@ faczenie dwdch kopcéw wymaga O(n; + ny) czasu
(potaczenie tablic i wykonanie Heapify na wynikowej tablicy)

@ kopce dwumianowe

@ kopce Fibonacciego
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/tozonosci

kopiec kopiec kopiec

binarny  dwumianowy Fibonacciego
Operacja (pesym.) (pesym.) (zamort.) (pesym.)
MakeHeap 0(1) 0o(1) 0(1) 0o(1)
Insert O(log n) O(log n) 0(1) 0(1)
Minimum 0o(1) O(log n) 0o(1) 0o(1)
ExtractMin  O(logn) O(log n) O(log n) O(n)
Union O(n) O(log n) 0(1) 0o(1)
DecreaseKey Of(logn) O(log n) 0o(1) O(n)
Delete O(log n) O(log n) O(log n) O(n)
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Drzewa dwumianowe

@ By to pojedynczy wezet
@ By to dwa drzewa Bj_1, przy czym korzen jednego z nich jest
skrajnie lewym potomkiem korzenia drugiego drzewa
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Drzewa dwumianowe
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Drzewa dwumianowe
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Wihtasnosci

o w drzewie By jest 2% weztéw (By to dwa drzewa By_1)

o wysoko$¢ drzewa By wynosi k (By jest o 1 wyzsze niz By_1)

o na glebokosci i znajduje sie (¥) weztéw (i =0,1,...,k)

@ stopien korzenia wynosi k i jest wiekszy od stopnia kazdego innego
wezta (tworzac By doktadamy jednego potomka do korzenia);

kolejnymi (od lewej) potomkami korzenia s3 drzewa
Bk-1,Bk—2,---,Bo
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Kopiec dwumianowy

@ kopiec dwumianowy H jest zbiorem drzew dwumianowych,
ktére maja nastepujace wtasciwosci:
@ kazde drzewo w kopcu jest uporzadkowane kopcowo
(klucz w rodzicu jest nie wiekszy od kluczy w potomkach)
@ dla kazdego d > 0 istnieje w H co najwyzej jedno
drzewo dwumianowe, ktérego korzen ma stopien réwny d
@ z wtasnosci 2 wynika, ze kopiec zawierajacy n weztéw sktada sie z co
najwyzej |log n| + 1 drzew dwumianowych
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Kopiec dwumianowy
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Kopiec dwumianowy

@ zazwyczaj implementujemy kopiec dwumianowy przy pomocy drzewa
“na lewo syn, na prawo brat”

o kazdy wezet zawiera:

key — klucz

parent — wskaznik na rodzica (nullptr w korzeniu)

child — wskaznik na pierwszego potomka (nullptr w lisciach)

sibling — wskaznik na pierwszego brata

(nullptr w skrajnie prawych potomkach)

degree — stopien wierzchotka (liczba potomkéw)

e ewentualnie dodatkowe dane powigzane z kluczem
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Kopiec dwumianowy

o drzewa sktadajace sie na kopiec przechowujemy na liscie

@ w przypadku korzenia, pole sibling wskazuje na korzen
nastepnego drzewa

@ drzewa wystepuja na liscie w kolejnosci rosnacych stopni

o dodatkowo pamietamy wskaznik na pierwszy korzen z listy (head)
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Kopiec dwumianowy
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MakeHeap

@ utworzenie nowego kopca wymaga jedynie utworzenia nowego
wskaznika (head) przypisania mu wartosci nullptr
MakeHeap(H)

1: H = new BinomialHeap
2. H.head = nullptr
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Minimum

@ minimalny klucz moze znajdowa¢ sie jedynie w jednym z korzeni
Minimum(H)
1. w = nullptr
t = H.head
min = o0
while t # nullptr do
if t.key < min then
min = t.key
w=t
end if
t = t.sibling
end while
return w
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@ pomocnicza procedura — dotaczenie drzewa By_1 (ktérego korzeniem
jest y) do drugiego drzewa By_; (o korzeniu z) — z staje sie w ten
sposéb korzeniem drzewa By

Link(y, z)
1: y.parent = z
2. y.sibling = z.child
3: z.child =y
4: z.degree = z.degree + 1
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y.parent =z
y.sibling = z.child
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y.parent =z
y.sibling = z.child

z.child =y :
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Vd
y 4 12 25
2 1 0
[
A
y
V4
11 9 18
1 0 0
» | [
A
\
47
0
[

AiSD

17 / 96



Union

@ wiekszos$¢ pozostatych operacji na kopcu dwumianowym
wykorzystuje procedure Union
@ operacja Union wykonuje dwie fazy
e scalenie list korzeni kopcéw Hj i H, w pojedyncza liste H
uporzadkowang niemalejaco wedtug stopni; na liscie wynikowej moga
znalez¢ sie co najwyzej dwa korzenie o tym samym stopniu
o taczenie korzeni o takim samym stopniu, az zostanie co najwyzej
jeden korzen dla kazdego stopnia
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Merge(Hi, Ha)
1: a = Hy.head
b = Hy.head
. if a.degree < b.degree then head = a else head = b
tail = head
. while a # nullptr i b # nullptr do
if a.degree < b.degree then
tail.sibling = a
a = a.sibling

© NSO Rs N

else
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tail.sibling = b
b = b.sibling
end if
tail = tail.sibling
: end while
. if a # nullptr then tail.sibling = a
. else if b # nullptr then tail.sibling = b
. else tail.sibling = nullptr
: return head

e e i e
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H,.head @

H.head
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Union

@ ztozono$¢ operacji Merge wynosi O(my + my), gdzie my i my to
dtugosci list korzeni Hy i Hy (a te rosna logarytmicznie wzgledem
liczby weztéw)
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Union

@ na poczatku drugiej fazy mamy liste H zawierajaca co najwyzej po
dwa drzewa tego samego stopnia

@ drzewa o takim samym stopniu beda sasiadami (gwarantuje to nam
operacja Merge)

o wykorzystujemy trzy wskazniki: x — to biezacy korzen, px to korzen
porzedni oraz nx — korzen nastepny (px.sibling = x oraz
x.sibling = nx)

@ w kazdym kroku tej fazy moze wystapi¢ jeden z czterech przypadkéw:
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Przypadek 1

@ stopien nx jest rézny (wiekszy) od stopnia x
@ w tym przypadku nie wykonujemy zadnego facznia

@ przesuwamy sie do nastepnego korzenia
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Przypadek 1

nx.sibling

it
tfit
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Przypadek 2

@ x jest pierwszym z trzech korzeni o takich samych stopniach

o taka sytuacja moze sie zdarzy¢, gdy w wyniku scalenia list
otrzymaliSmy ciag drzew o stopniach k, k, k + 1, k + 1 a nastepnie
pofaczyliSmy pierwsze dwa drzewa

@ postepujemy tak, jak w pierwszym przypadku — przesuwamy sie do
nastepnego korzenia

@ w nastepnym kroku pofaczymy dwa drzewa stopnia k + 1, wiec na
liscie wynikowej zostanie tylko jedno drzewo stopnia k + 1
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Przypadek 2

pXx X nx.sibling

T
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Przypadek 3

@ x jest pierwszym z dwdch korzeni o takich samych stopniach
oraz x.key < nx.key

@ dotaczamy drzewo o korzeniu nx do drzewa x

@ pozostajemy w wezle x (ale lista korzeni skraca sie o jeden korzen)
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Przypadek 3
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Przypadek 4

@ x jest pierwszym z dwdch korzeni o takich samych stopniach
oraz x.key > nx.key

@ dotaczamy drzewo o korzeniu x do drzewa nx

@ biezacym weztem staje sie nx
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Przypadek 4

nx.sibling

7\ 7\ 7\ 7\ Przypadek 4
nx
x.key > nx.key
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B
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Union

@ ztozono$¢ drugiej fazy réwniez wynosi O(log n)

@ liczba wykonanych krokéw jest réwna dtugosci listy H — w kazdym
kroku albo przechodzimy do nastepnego wezta, albo skracamy
o jeden dtugo$¢ listy pozostatej do przejscia

@ w kazdym kroku wykonujemy stata liczbe operacji
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Union(Hi, Hs)
1: H = MakeHeap()
2: H.head = HeapMerge(Hi, H>)
3: usun z pamieci Hy i Ho (pozostawiajac jednak listy na ktére wskazuja)
4. if H.head = nullptr then return H
5. px = nullptr
6. x = H.head
7. nx = x.sibling
8: while nx # nullptr do
9 if x.degree # nx.degree or (nx.sibling # nullptr and x.degree = x.sibling.degree) then

10: pX = X

11: X = nx

12: else

13: if x.key < nx.key then

14: x.sibling = nx.sibling
15: Link(nx, x)

16: else

17: if px = nullptr then H.head = nx else px.sibling = nx
18: Link(x, nx)

19: X = nx

20: end if

21: end if

22: nx = x.sibling

23: end while

24: return H
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px X nx
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Union
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@ wstawienie wezta wykorzystuje operacje Union — tworzymy kopiec
zawierajacy jeden wezet a nastepnie scalamy go z kopcem H
@ x jest weztem do wstawienia (x.key jest juz odpowiednio wypetnione)
@ wykonamy
e O(1) — utworzenie kopca, oraz
o O(log n) — scalenie kopcéw
krokéw
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Insert(H, x)
1. H' = MakeHeap()

2: x.parent = nullptr
3: x.sibling = nullptr
4: x.child = nullptr
5. x.degree =0

6: H'.head = x

7: H = Union(H, H’)
8: return H
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ExtractMin

@ znajdujemy i usuwamy z listy korzeni w H korzeh o najmniejszym
kluczu

@ potomkami wezta x sg drzewa o stopniach k,k—1,...,0

@ odwracamy kolejno$¢ potomkéw wezta x — otrzymujemy kopiec
dwumianowy zawierajacy wszystkie klucze (poza x.key) z drzewa
o korzeniu w x

@ scalamy otrzymany kopiec z kopcem H
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ExtractMin

ExtractMin(H)

1: znajdz korzen x z minimalnym kluczem na liscie korzeni H
usun x z listy korzeni

H" = MakeHeap()

odwrd¢ kolejnosé elementédw na liscie potomkéw wezta x
H’'.head = wskaznik do gtowy wynikowej listy

H = Union(H, H')

return H

2:
3:
4.
5:
6:
7
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ExtractMin
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ExtractMin
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ExtractMin
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ExtractMin
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ExtractMin
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@ operacja ta wymaga wskaznika na wezet x zawierajacy klucz, ktérego
wartos$é nalezy zmniejszyé

@ po zmianie wartosci klucza nalezy przywréci¢ drzewu zawierajgcemu
x wtasno$¢ kopca (analogicznie jak Heapify w zwyktym kopcu)
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DecreaseKey(H, x, k)
1: if x.key < k then error “zwiekszenie wartosci klucza”

2. x.key = k

3 y=Xx

4: z = y.parent

5: while z # nullptr and y.key < z.key do

6: zamien y.key z z.key

7 zamien wartosci dodatkowych danych z weztéw y i z
8: y=z

9: z = y.parent

10: end while
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H.head (37) 7 »(6
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H.head
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@ réwniez ta operacja wymaga wskaznika na wezet x zawierajacy klucz,
ktéry nalezy usungé
@ zmniejszamy warto$¢ usuwanego klucza do —oo
@ usuwamy z kopca najmniejszy klucz (ExtractMin)
Delete(H, x)

1. DecreaseKey(H, x, —o0)
2: ExtractMin(H)
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Kopiec Fibonacciego

@ jest zbiorem drzew, z ktérych kazde ma wtasnosé kopca
@ drzewa nie musza by¢ drzewami dwumianowymi

@ jezeli ograniczymy sie do operacji MakeHeap, Insert, Minimum,
ExtractMin, Union to kopiec Fibonacciego bedzie zbiorem
“nieuporzadkowanych” drzew binarnych (wezty potomne nie musza
by¢ uporzadkowane od najwigkszego do najmniejszego poddrzewa)

o drzewa s3 ukorzenione, ale nie s3 uporzadkowane
o kazdy wezet zawiera wskaznik do ktéregokolwiek ze swoich potomkéw

@ potomkowie powigzani sg cykliczng lista dwukierunkowa
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Kopiec Fibonacciego
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Kopiec Fibonacciego

o kazdy wezet zawiera:

o key — klucz

o parent — wskaznik na rodzica (nullptr w korzeniu)

o child — wskaznik na ktdregokolwiek potomka (nullptr w lisciach)
o left — wskaznik na nastepnego brata (lub wskaznik na siebie,

gdy brata brak)

o right — wskaznik na poprzedniego brata (lub wskaznik na siebie,
gdy brata brak)

o degree — stopien wierzchotka (liczba potomkéw)

e mark — znacznik, méwiacy, czy dany wezet stracit potomka
od ostatniej chwili, gdy sam stat sie potomkiem innego wezta

e ewentualnie dodatkowe dane powigzane z kluczem
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Kopiec Fibonacciego
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Kopiec Fibonacciego

@ dostep do kopca zapewnia wskaznik min — jest to wskaznik do
korzenia drzewa zawierajacego najmniejszy klucz (wezet minimalny
kopca)

o jezeli kopiec H jest pusty, H.min = nullptr

@ korzenie drzew potaczone sg przy pomocy wskaznikéw left i right
w dwukierunkowa liste cykliczna

@ kolejnos¢ drzew na liscie moze by¢ dowolna

e w strukturze H pamietamy takze liczbe weztéw w kopcu (pole H.n)
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MakeHeap

@ utworzenie nowego kopca wymaga jedynie utworzenia nowego
obiektu i wypetnienia go odpowiednimi wartosciami:

MakeHeap(H)

1: H = new FibonacciHeap
2: H.min = nullptr
3: Hn=0
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Minimum

@ minimalny klucz zawsze jest wskazywany przez pole H.min
Minimum(H)
1: return H.min
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x jest weztem do wstawienia (x.key jest juz odpowiednio wypetnione)
dodajemy x do listy korzeni kopca H
jezeli trzeba, poprawiamy wskaznik H.min

zwiekszamy licznik weztéw w H

nie prébujemy sklejaé¢ drzew — k kolejnych wstawien wstawi do listy
korzeni k jednoelementowych drzew
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Insert(H, x)
1: x.degree =0

2: x.parent = nullptr

3: x.left = x

4: x.right = x

5. x.child = nullptr

6: x.mark = FALSE

7: pofacz jednoelementowa liste x z lista korzeni H
8: if H.min = nullptr or x.key < H.min.key then
9: H.min = x

10: end if

11: Hn=H.n+1
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Union

@ operacja scalenia kopcéw jest podobna do wstawiania pojedynczego
klucza (tyle, ze wstawiamy liste dtuzsza niz jeden element)

@ ponownie sklejanie drzew odktadamy na pdzniej
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Union

Union(Hi, Ho)

1:

2N

© N oo

H = MakeHeap()

H.min = Hi.min

sklej liste korzeni H> z listg korzeni H

if Hi.min = nullptr or

(H2.min # nullptr and H,.min < Hi.min) then
H.min = Hy.min

end if

H.n=Hi.n+ Hy.n

zwolnij pamie¢ przydzielong obiektom Hy i Ha

(ale nie zwalniaj ich list korzeni)

return H

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS) AiSD 54 /96



(19 @)

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS) AiSD 55 / 96



Union

H.min
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ExtractMin

@ w tej operacji wykonywana jest praca oktadana
we wstawianiu i scalaniu

@ korzystamy z pomocniczej procedury Consolidate,
ktéra skraca liste korzeni

@ Consolidate z kolei korzysta z pomocniczej procedury Link,
taczacej dwa drzewa o takim samym stopniu

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



@ pomocnicza procedura — usuniecie y z listy korzeni i dotaczenie go
do potomkéw x (y przestaje by¢ zaznaczony)

Link(H, y, x)
1: usun y z listy korzeni H
: wstaw y do listy potomkéw x

2
3: x.degree = x.degree + 1
4: y.mark = FALSE

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)
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H.min
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@ pomocnicza procedura — skracanie listy korzeni
@ dopdki kazdy korzen na liscie nie ma innego stopnia:
e znajdz na liscie korzeni dwa wezty x i y tego samego stopnia, przy
czym x.key < y.key
e dotacz y do x, wykorzystujac procedure Link
e wykorzystujemy pomocnicza tablice A — jezeli A[i] =y, to y jest
korzeniem takim, ze y.degree =i (i =0,..., [logn| + 1)
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@ tablica A przechowuje wskazniki do “znanych” drzew o danych
stopniach (co najwyzej po jednym na dany stopnien)

@ pobierajac kolejne drzewo z listy korzeni sprawdzamy,
czy znamy juz drzewo o takim stopniu

o jezeli tak, to taczymy te drzewa — otrzymujemy drzewo
o stopniu o jeden wiekszym

@ sprawdzamy, czy otrzymane drzewo znéw mozemy potaczyé ze
znanym drzewem (jezeli znamy drzewo o takim samym stopniu), itd.
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Consolidate

Consolidate(H)
1: for i =0,...,|log H.n| + 1 do A[i] = nullptr
2: for kazdy wezet w na liscie korzeni H do

3: X=w

4 d = x.degree

5: while A[d] # nullptr do

6: y= A[d]

7: if x.key > y.key then zamien x z y
8: Link(H, y, x)

9: Ald] = nullptr

10: d=d+1

11: end while

12 Ald] = x

13: end for

14: H.min = nullptr

15: for i = ,llogn] +1 do

16: if A[I] 7£ nullptr then

17: dodaj A[i] do listy korzeni H

18: if H.min = nullptr or Ali].key < H.min.key then H.min = A[i]
19: end if

20: end for

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



ExtractMin(H)
1: z= H.min

2: if z # nullptr then

3 for kazdy potomek x wezta z do
4 dodaj x do listy korzeni H
5: x.parent = nullptr

6 end for

7 zr = z.right

8 usun z z listy korzeni H

9: if z = zr then

10: H.min = nullptr

11: else

12: H.min = zr

13 Consolidate(H)

14: end if

15: Hn=Hn-1

16: end if

17: return z
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ExtractMin
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ExtractMin

H.min
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ExtractMin
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ExtractMin
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ExtractMin
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ExtractMin
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ExtractMin
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ExtractMin
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@ operacja ta wymaga wskaznika na wezet x zawierajacy klucz, ktérego
warto$é nalezy zmniejszyé

o jezeli x jest korzeniem, lub x.parent ma nie wiekszy klucz niz x,
nie ma potrzeby zmian w strukturze kopca

@ w przeciwnym wypadku, odtagczamy wezet od rodzica
i dotaczamy go do listy korzeni
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@ niech p = x.parent; jezeli x jest drugim odtaczanym potomkiem p od
ostatniego dofaczenia p od innego wezta (pole p.mark = TRUE)
odcinamy p od jego rodzica i dotaczamy p do listy korzeni

@ odciecie moze sie “propagowal” w gbre

@ odcinanie wezfa od rodzica w momencie utraty drugiego potomka ma
na celu utrzymanie gérnego oszacowania na stopien dowolnego wezta
w n-weztowym kopcu D(n) < Llogqj n|, gdzie ¢ = 1‘*'2—‘/5
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DecreaseKey(H, x, k)

1: if x.key < k then error “zwiekszenie wartosci klucza”
x.key = k
y = x.parent
if y # nullptr and x.key < y.key then
Cut(H, x, y)
CascadingCut(H, y)
end if
if x.key < H.min.key then
H.min = x
end if

© 0N TR eDn
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e
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Cut(H, x, y)
1:
: dodaj x do listy korzeni H

2
3:
4

usun x z listy potomkdéw y i zmniejsz y.degree o 1

x.parent = nullptr
. x.mark = FALSE

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



CascadingCut

CascadingCut(H, y)
1: z = y.parent
2: if z # nullptr then
3: if y.mark = FALSE then
4 y.mark = TRUE
5 else
6: Cut(H, y, z)
7: CascadingCut(H, z)
8 end if
9: end if
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H.min
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H.min
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@ réwniez ta operacja wymaga wskaznika na wezet x zawierajacy klucz,
ktéry nalezy usungé
@ zmniejszamy warto$¢ usuwanego klucza do —oo
@ usuwamy z kopca najmniejszy klucz (ExtractMin)
Delete(H, x)

1. DecreaseKey(H, x, —o0)
2: ExtractMin(H)

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



Zbiory roztaczne

@ mamy pewng liczbe elementéw pogrupowanych w pewng liczbe
zbioréw roztacznych

o chcemy wiedzie¢, do ktérego zbioru nalezy element

@ chcemy mie¢ mozliwos¢ taczenia dwdch zbioréw

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



Reprezentant

o do identyfikacji zbioru wykorzystujemy reprezentanta — jest to
wyrézniony element w zbiorze

@ sprawdzenie, czy elementy x i y naleza do tego samego zbioru
wykonujemy poréwnujac reprezentanta zbioru, do ktérego
nalezy x z reprezentantem zbioru zawierajacego y

@ zazwyczaj nie ma znaczenia, ktérego elementu ze zbioru uzyjemy

@ wazne jest natomiast, aby ponowne zapytanie o reprezentanta
zwrécito taka sama odpowiedz (o ile zbiér sie w tym czasie nie
zmieniat)
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Zbiory roztaczne

@ MakeSet(x) — utworzenie jednoelementowego zbioru,
zawierajacego x

@ Union(x, y) — pofaczenie zbioru zawierajacego x ze zbiorem
zawierajacym y, otrzymujemy nowy zbidr (zbiory wejéciowe przestaja
samodzielnie istnie¢); nowym reprezentantem moze by¢ ktérykolwiek
element z potaczonego zbioru

@ FindSet(x) — znalezienie reprezentanta zbioru zawierajacego x
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Reprezentacja listowa

@ kazdy zbidr reprezentujemy za pomoca listy
o reprezentantem zbioru (listy) jest jej pierwszy element (gfowa)
@ kazdy wezet posiada nastepujace pola:

e element zbioru

e wskaznik na nastepny wezet
o wskaznik na pierwszy element listy (reprezentanta)

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



Reprezentacja listowa
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@ operacja MakeSet wymaga tylko utworzenia jednoelementowej listy

MakeSet(x)
1: L = new ListNode
2. Lrepr=1L
3. L.next = nullptr
4: |.elem = x
5. return L
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@ operacja FindSet zwraca zawartos¢ wskaznika repr wezta
FindSet(x)
1: return x.repr

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



Union

@ najprostsza implementacja procedury Union — dotaczamy liste
z elementem x na koniec listy z elementem y

@ musimy jeszcze uaktualni¢ wskazniki na reprezentanta we wszystkich
weztach nalezacych do listy zbioru zawierajacego x
@ jest to kosztowne — zajmuje czas liniowy wzgledem dtugosci listy
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Reprezentacja listowa

Ly p—

—>e_/vf_/vg_
—>e_/vf_/vg_/va_/vb_/vc_/vd__
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Heurystyka z wywazaniem

o efektywno$¢ procedury Union mozna poprawié pamietajac w kazdym
reprezentancie dtugos¢ listy, ktéra reprezentuje (uaktualnianie jej nie
jest kosztowne)

@ faczac dwa zbiory dotagczamy zawsze krétsza liste na koniec dtuzszej
(rozstrzygajac remisy w dowolny sposéb)

@ operacja nadal zajmuje czas liniowy wzgledem dtugosci listy, jednak
mozna pokazaé, ze ciagg m operacji MakeSet, Union i FindSet,
sposrdd ktérych n to operacje MakeSet (operacji Union moze by¢
zatem co najwyzej n — 1) zajmuje O(m + nlog n) czasu
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Lasy zbioréw roztacznych

w tej implementacji przedstawiamy zbiory przy pomocy
drzew ukorzenionych

@ korzen drzewa jest jego reprezentantem

@ wszystkie nasze zbiory tworza zatem las

o kazdy wezet zawiera element oraz wskaznik na rodzica
°

rodzicem reprezentanta jest on sam

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



Lasy zbioréw roztacznych
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@ operacja MakeSet wymaga tylko utworzenia jednoelementowego
drzewa
MakeSet(x)
1: T = new TreeNode
2. T.parent=T
3: T.elem = x
4: return T

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



@ reprezentanta zbioru do ktérego nalezy x znajdujemy przechodzac
do rodzica tak dtugo, az dojdziemy do korzenia
FindSet(x)
1. y=Xx
while y.parent # y do
y = y.parent
end while
return x
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Union

@ najprostsza implementacja procedury Union polega na modyfikacji
rodzica reprezentanta jednego ze zbioréw

Union(x, y)
1: rx = FindSet(x)
2: ry = FindSet(y)
3: ry.parent = rx

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



Lasy zbioréw roztacznych
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Union

@ przedstawiona implementacja procedury Union nie ma przewagi
nad prostsza wersja operacji Union na listach
o jej efektywnos¢ mozna jednak znaczaco poprawié
wykorzystujac dwie heurystyki:
o taczenie wedtug rangi
o kompresje Sciezek

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)



taczenie wedtug rangi

@ zasada dziafania jest podobna do heurystyki z wywazaniem
@ do drzewa wigkszego dotaczamy mniejsze (nigdy na odwrdét)

@ jednak zamiast ilosci elementéw w zbiorze, w korzeniu pamietamy
jedynie gérne ograniczenie na wysoko$¢ korzenia (jego range)

@ korzen o mniejszej randze dotaczamy do korzenia o randze wiekszej
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taczenie wedtug rangi

MakeSet(x)

1: T = new TreeNode
T.parent =T
T.elem = x
T.rank =0
return T
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taczenie wedtug rangi

Union(x, y)
1. rx = FindSet(x)
. ry = FindSet(y)
. if rx.rank > ry.rank then
ry.parent = rx

rx.parent = ry

2

3

4

5: else
6

7 if rx.rank = ry.rank then ry.rank = ry.rank 4+ 1
8

:end if
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Kompresja sciezki

o kompresje Sciezki wykonujemy w trakcie dziatania procedury FindSet

@ szukajac reprezentanta zbioru zawierajacego wezet x, przechodzimy
do rodzica, dopdki nie dojdziemy do korzenia

@ po znalezieniu reprezentanta wracamy po Sciezce, ktéra przeszlismy,
kazdemu z weztéw ustawiajgc jako nowego rodzica reprezentanta
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Kompresja sciezki

FindSet(x)
1: if x.parent # x then
2: x.parent = FindSet(x.parent)
3: end if

4. return x.parent
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Kompresja sciezki
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Lasy zbioréw roztacznych

@ wykorzystujac te dwie heurystyki otrzymujemy asymptotycznie
najefektywniejszg strukture do reprezentacji zbioréw roztacznych

@ ciag m operacji MakeSet, Union i FindSet, sposréd ktérych n to
operacje MakeSet zajmuje O(ma(m, n)) gdzie a(m, n) jest bardzo
wolno rosnacg odwrotnoscia funkcji Ackremanna
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Lasy zbioréw roztacznych

@ w kazdym wyobrazalnym zastosowaniu struktury danych dla zbioréw
roztacznych a(m, n) < 4 — mozemy zatem potraktowaé ten czas
jako liniowy wzgledem m

@ samo faczenie wedtug rangi daje czas O(mlog n)

© sama kompresja Sciezki daje czas O(f log(y,.¢/n) n) gdy f > n lub
O(n+ flogn) gdy f < n, gdzie f to liczba operacji FindSet
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Zastosowania zbioréw roztacznych

@ wyszukiwanie spdjnych sktadowych w grafie
@ sprawdzanie, czy dodanie krawedzi do grafu utworzy cykl

@ wyznaczanie minimalnych drzew spinajacych

K.M. Ocetkiewicz (KAIMS)
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