Przyktady zagadnien ptaskich
(1lustracja: uktad prostokatny Ox,x,):

Plaski stan naprezen (PSN) - w kazdym
punkcie 1 kazdym ustawieniu przekroju
wektor naprezenia lezy w plaszczyznie

X, >

rownolegtej do stalej ptaszczyzny (Ox,x,). dx, X,
Mozliwa realizacja: tarcza o malej grubosci
Tensor naprezen Cauchy: Tensor matych odksztatcen:
O-ll 0-12 O 811 812 O
6=\0, 0, 0 g=|&, &, O
0O 0 O 0 0 g,

Poniewaz odksztalcenie &,, moze by¢ niezerowe, w ogélnym przypadku
plaski stan naprezen nie jest plaskim stanem odksztalcen.
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Plaski stan odksztalcen (PSO) - A PSO

.. X
- w kazdym punkcie jedyne ’ S
niezerowe sktadowe stanu "
odksztalcenia istnieja w :
ptaszczyznach rownolegtych do el - S50 85,
stalej ptaszczyzny (np. Ox,x,). . Y >
Mozliwa realizacja: rura grubo$cienna ; &
o znacznej dlugosci
Tensor matych odksztatcen: Tensor napr¢zen Cauchy:
811 812 0 Gll 0-12 O
g=&, & 0 6=|0, 0, 0
0O 0 O 0 0 o,

Poniewaz naprgzenie o,, moze by¢ niezerowe, w ogoélnym przypadku plaski
stan odksztalcen nie jest plaskim stanem naprezen.
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Relacje 3D migdzy napre¢zeniami a odksztalceniami - materiat
izotropowy, liniowospr¢zysty: uogolnione prawo Hooke’a (3D
wariant ze statymi inzynierskimi £'1 v) — formy £= f(o) i 6= f(¢):

e

(1 O'=LE+L(8+8+8)
gll_E[Gll_V(Gzz‘i'U%)} LT R T WA R
£y =i[0'22 —v(o,, "“711)] o, __£ _822 X (&, +&, +&3)
E l+v| 1-2v
1 E | %
&33 :E[O'% _V(Gn +0,, ):I Oy =—| &, +—(<S‘11 + &, +6‘33)
) ) I+v] 1-2v
1+v E
EHN=&, = O _ _
12 21 E 12 O, =0, = €1
I+v
I+v
€pn =& O3 O.. =0.. = ) e
FE 23 32 23
I+v
I+v
EL, =&, = (o) _ _ E
\ 13 31 E 13 LO'13 05, &3
I+v
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Szczegolne postaci rownan prawa Hooke’a w problemach 2D,
jedynie w funkcji sktadowych o lub € na plaszczyznie Ox,x,:

Plaski stan napre¢zen (PSN)
( 1

e :E(Gll _ngz) (
1 O = _ 2 (511""/522)
& :E(Gzz _VGII) E
< y 105 _?(822 +V<911)
€33 :_E(O'n +O—22) E
L+ \0-12 =0y _r‘%z "
Ep =& =~ 0Op
i\

. v .
Z zapisu &, = _E(G“ +0,,) wynika,

ze plaski stan naprezen nie jest z zalozenia
plaskim stanem odksztalcen.
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Plaski stan

odksztalcen (PSO) T
1+
P (1-v)o, -vo, | |on=7T—
E
_I+v

N

) _T (I_V)Gzz _VGIIJ 1933 =

1+v
E, =&, =——O
12 21 12
E

<

Z zapisu oy, =v(0,, +0,, ) wynika,
ze plaski stan odksztalcen

nie jest z zatozenia
plaskim stanem napre¢zen.
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Rownania rownowagi w punkcie osrodka dwuwymiarowego —
elementarne wyprowadzenie (uproszczenie przypadku trojwymiarowego)

A oo
«——— Oy T— L dx,
ox,
—Ldx,
: ox,
Na umownie i \ .
wyciety element B 2 ©0,
y Q.y . X3 : : > Oy, +«_dx1
o statej grubosci o, " 1 Lszmicrka funkeji
rowngj g, d21ala]q ) — Jej przyrost

nastgpujace sity:

1) wypadkowe naprezen ze Scianek, napr¢zenia na $§ciankach odpowiednio
rownoleglych rozniace si¢ o liniowe przyrosty,
2) wypadkowe sit objetosciowych — sktadowe wektora f = pb.

f [kN / m’ } - sita objetosciowa (np. cigzar whasciwy), p[kg / mﬂ - gestose,

b [kN / kg] - sita masowa (na jednostke masy, jest to przyspieszenie, np. ziemskie g)
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Roéwnania rownowagi otoczenia punktu osrodka dwuwymiarowego:

0 0
H)XP =0 — %dxldeg+%dxzdxlg+ﬁdxldx2g =0

1 Xy
00,, 0o,
2) 2P, = . dx,dx, g + . dx,dx,g + f,dx,dx,g =0
2 1
0o, 80‘21 0o, 00,
: 0 + +/,=0
stad: Ox, ze = oraz ox, ox, /2

3) ZM 0 — 0| o 12 =0y (pomijajac nieskonczenie mate sktadniki wyzszego rzgdu)

Rownania 1) i 2) rOwnowazne sa zapisowi: dive’ +f =0, czyli
o, +/=0,1i,je{l,2}, sa zatem rownaniami rownowagi osrodka

ciagltego w zagadnieniu dwuwymiarowym (sumy rzutow sit).

Jak w zagadnieniu przestrzennym, liczba rownan rownowagi jest zbyt mata,
by stosujac je jako wylaczne obliczy¢ niewiadome statyczne — naprezenia.
Problem TS, zaré6wno w ujgciu 3D jak i 2D jest statycznie niewyznaczalny.
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Podstawowe — fundamentalne — r6wnania geometryczne Teorii
Sprezystosci, wiazace przemieszczenia i mate odksztalcenia
(odpowiednio: pole wektorowe przemieszczen i pole tensorowe
matych odksztalcen), w ptaszczyznie Ox,x,:

zapis absolutny: € = %(Vu +Vu' )

) ) 1( ou Ou, 1
zapis wskaznikowy: &; = 5 6—”’ + a—’ = E(ui’j + ”,;;-)» i, je{l,2}
X, Ox,
( ou, ou,
& 5— Uy, & =7 Tl
C X Ox,
Rozwiniecie: < (o 5 |
En=&n =7 T :_(”12 +”21)
2{ox, ox, ) 2% 7 ’

\

Powyzsze trzy rOwnania zostang przeksztatcone do jednego, zawie-
rajacego jako niewiadome jedynie odksztalcenia e=¢,, i, j € {1,2}.

J. Gorski, M. Skowronek, K. Winkelmann e Teoria sprezystosci i plastycznosci o Wyklad 06 2016 ¢ KMB WILiS PG



Forma wyjs$ciowa: <

I ou oOu,) 1
&, =&y —~— t | (u1,2 + uz,l)
ox, Ox
I\
Dziatania pomocnicze: O’¢,  Ou
f ox2  Ox,0x
Ei100 = Ui a2 o
& u
B 2 _ 2
Y €211 = Urino lub 2 42
ox;,  Ox, Ox,
Eypy = O.S(u +u )
12,12 122 TU 10
L ’ ’ ’ 82812 . 1 aul + auz
A A A 2 2
ox,0x, 2\ Ox,0x; Ox; Ox,

2 2 2
o'g, 0 En 0°g,,

2 2
X, OX; Ox,0x,

Kombinacja &, ,, +&,,,, —2&,, = jest

tozsamos$ciowo rowna zeru.
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2 2 2
o0°g, 8522_2 o0°¢g,

=0 jest
,  Ox; Ox,0x, J

Rownanie &, ,, +&,,,, —2&,,, =
tzw. rownaniem nierozdzielnosci (ciggtosci) osrodka ciaglego

dwuwymiarowego (2D). Jest ono jedyna w uktadzie ptaskim forma
ogdblnego zapisu wskaznikowego 3D (o sze$ciu niezaleznych postaciach)

2 2
0'g; d’gy  0O¢ Oy
i Ty —Cu i "€ = + - - =0
ox,0x, Ox,0x, Ox0x, Ox,0x,
J J !
Rownania nierozdzielnosci, zarowno w zadaniu trojwymiarowym (6
roOwnan) jak i ptaskim (jedno réwnanie) wynikaja wprost ze zwiaz-
kow podstawowych — zwigzkow geometrycznych migdzy € i u, nie

stanowia zatem kolejnej grupy rownan fundamentalnych TS.

Interpretacja rownan nierozdzielnoSci: sktadowe tensora (pola
tensorowego) matych odksztalcen wynikaja wprost z wektora (pola
wektorowego) przemieszczen, nie moga by¢ zatem zestawem
dowolnie przyjetych funkcji.
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Interpretacja rownan nierozdzielnosci: sktadowe tensora (pola
tensorowego) matych odksztalcen wynikaja wprost z wektora (pola
wektorowego) przemieszczen, nie moga by¢ zatem zestawem
dowolnie przyjetych funkcji.

Obraz odpowiadajacy ukladom pretowym (belki) — réwnanie
zgodnos$ci uogdlnionych przemieszczen (ciagtosci) stosowane w metodzie sit

% pOSTaé OdkSZ’[EﬁCOlla
— krzywa klasy C' (belka ciagla)

Ap#0 postac¢ odksztalcona
— krzywa nie jest klasy C'
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Obraz odpowiadajacy problemom dwuwymiarowym:

---------- linie wyobrazonego podziatu
— ,.;myslowego”

brak cigglosei odksztalcen
— pekniecia

cigglos¢ odksztalcen zachowana
— skladowe wektora odksztalcen:

8113 812 38213822

nie moga by¢ przyjmowane
niezaleznie (dowolnie)
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Problem TS w obu wersjach 2D 1 3D jest statycznie niewyznaczalny
Istnieje metoda, w ktérej naprezenia w zadaniach dwuwymiarowych
(trzy sktadowe) moga by¢ okreslone na podstawie jednej funkcji
skalarnej F(x, x;), zwanej funkcja naprezen Airy (George B. Airy,
1801-1892), zdefiniowanej w uktadzie kartezjanskim Ox,x, wzorami:

O, =

- flxz - fle = _EIZ

O°F
1

- flxz - fle

G =0, - tensor
napr¢zen Cauchy,
f = f, - wektor sit
objgtosciowych

Wzory te sa tozsamosciowo zgodne z rownaniami rOwnowagi 2D:

2
O F
0, = > :Fzz
OX, ’
2
oO°F
o,=0, =——
12 21
Ox,0x,
O~ Elzz
ZF =0=
Oy, = _Elzz
(0}
121 = 112
2 F,=0=
O,y = F:nz

-/

=0y, T 0y, T fl =0

-/

— 0 T0p,, + fz =0

w dalszej czesci
przyjmuje sie,
ze sily obje-
tosciowe f; sg
€O najwyzej
funkcjami
stalymi
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Rozwiazanie statyczne zagadnienia 2D — okreslenie sktadowych naprezen w
plaszczyznie — jest rOwnoznaczne z rozwigzaniem jednego rdwnania z
niewiadoma funkcja F i wlasciwymi warunkami brzegowymi. Punkt wyjscia
wyprowadzenia: rOwnanie nierozdzielnosci w 2D: &, ,, +&,,,, —2&,,, =0.

Przypadek I — plaski stan naprezen (PSN)

Liniowosprezyste prawo Hooke’a (sktadowe w ptaszczyznie Ox x,):

& =—(0,-V0y), &, =—(0y —Vv0O, ), €, =6, =—0C
11 11 22 )2 %22 22 11> ~12 21 12
E E E
Zestawienie w.w. uktadow: o, ,, —v0,,,, + 0y, —vo,,,, —2(1+V)0o,,, =0

Zastosowanie definicji funkcji F: oy, = F,,, 0,, = F,, 0, =—F,, — fix, — f,x,
prowadzi do rownania: F,,,, —VF, ., + F,,,, —VF 1, + 2(1 + V)F1122 =0,

. o‘'F o'F . O'F
ostatecznie F,, +F,,,, +2F,,, =0 <& —+—F+2—5—5=0
’ ’ ’ ox,  Ox, Ox; OX;
Jest to tzw. rownanie biharmoniczne (réwnanie Airy), z niewiadoma
funkcja naprezen F — rozwiazanie rGwnania, przy danych warunkach brzego-
wych, pozwala okresli¢ rozktad naprezen w danym zadaniu 2D (tutaj PSN).
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Réwnanie biharmoniczne Airy mozna zapisaé w sposob operatorowy,
z uzyciem rozniczkowego operatora Laplace (laplasjanu):

OF |
_ | ox 2 2
laplasjan: AF =V*F = o 9 - Eza};+a —=F,+F,
dx, Ox,||OF | oOx; Ox; ’
| Ox, |
2 2
A(AF)=V*F = o - 6 8F O°F
ox; 8x2 ox; ze
operator 4 4 4
- S _O'F 5 o0'F
biharmoniczny: (3)61 8)62 +2 ox2ox = Fyy Py +2F)1p

stad rownanie Airy z niewiadoma funkcja F ma postac V*F (xl » X, ) =0.
Przypadek II — plaski stan odksztalcen (PSO) — procedura

analogiczna do zastosowanej w przypadku PSN, odmienne sa rGwnania prawa
Hooke’a w plaszczyznie Ox x; (inny uktad rownan liniowych), po wykonaniu

przeksztalcen — identyczna, co w PSN posta¢ rownania: V' F (x1 , xz) =0.
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Spostrzezenie: o,, +0,, = F,, + F,, =AF.  Adnotacje formalne:

1) funkcje G nazywamy harmoniczna, jesli jej laplasjan jest zerowy (spetnia

roOwnanie rozniczkowe Laplace’a) — w dwoch wymiarach:

0°G 0°G
+

8x12 ox;

AG=VG=G,+G,, = =0

2) funkcje¢ H nazywamy biharmoniczna, jesli spetnia rownanie biharmo-
niczne (z operatorem podwojnego laplasjanu A(A(+))=V*(+):

o'H o'H , 0'H
A(AH)=V'H=H,, +H,,+2H,, = o + o +2 o 0

Wszystkie wielomiany do stopnia 3. wlacznie sa biharmoniczne, wielomiany
stopni wyzszych wymagaja zgodnos$ci wspotczynnikow przy potegach.

3) rozwiazanie zagadnienia dwuwymiarowego z zastosowaniem funkc;ji
naprezen Airy dostosowane jest szczeg6lnie do uktadow ptaskich — PSN.
Rozwiazanie to jest stuszne takze w stanie PSO, gdzie o, =v(o,, +0,,).
Plaski stan odksztalcen to fizycznie stan przestrzenny, jednak w obliczeniach

traktowany dwuwymiarowo, stad zaliczany do klasy stanow 2D 1 nazywany
czasem stanem pseudoptaskim.
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Metoda funkcji naprezen Airy wymaga zapisania warunkow brzegowych
napr¢zeniowych — napr¢zen (obciazenia)na brzegach obiektu.

Ogolnie: element brzegowy, w danym punkcie wektor normalny (do
ptaszczyzny stycznej) to n = {n1 n, }T , skladowe tensora naprezen Cauchy w

uktadzie Ox,x,zawarte w tensorze ¢ = o, , wektor obciazenia brzegowego

T
p={p pZ}T jest odpowiednikiem wektora naprezenia t") = {tl(") tg")}

Roéwnania rownowagi elementu rézniczkowego na brzegu:
b =oyn +oyn, b On Oy ||l
~ = = & p=o'n, p=0,n,
Dy = 0N + 0N, P> On On |l
jest to zatem réwnanie Cauchy wiazace wektor napr¢zenia (w tym przypadku
brzegowego p) ze sktadowymi tensora ¢ 1 wektora normalnego do brzegu n.
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Przyktadowe zadania dwuwymiarowe w uktadzie kartezjanskim
(uktad — tarcza, na rysunkach oznaczenia 0si x 1 y):

1) obciazenie stale, 4 Y
jednokierunkowe f

L D T
funkcja Airy kwadratowa, T2 -
stan napr¢zenia jednorodny - l, e
w calym obszarze, I ] o .

jednokierunkowe
rozciaganie o,, =T w kazdym punkcie, pozostate naprezenia zerowe.

Zbieznos¢ rozwigzania z przypadkiem WM — rozciaganie osiowe preta

2) rownowaga dwoch A\ Y

brzegowych momentow f

skupionych " En \ M
funkcja Airy szeécienna, } J
jedyne niezerowe I . 2l .

napr¢zenie o, liniowa
funkcja zmiennej x, . Rozwiazanie zgodne z przypadkiem WM —
Zginanie proste preta.
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3) obciazenie ciagle

normalne na Scianie

poziomej, w réwnowadze " lc v
z silami na Scianach | | x
bocznych (wypadkowymi Y

naprezen stycznych) = 21 -]

funkcja Airy — wielomian 5.
stopnia, pelny ptaski stan naprezen (PSN):

o,, - rozwigzanie o dwoch sktadnikach: pierwszy aktualny w belce zginane;j
(lintowy wzgledem x, ), drugi, szeScienny wzgledem x, , 0 maksymalnej
warto$ci na brzegach, rownej 0.2w,

o,, - w rozwiazaniu WM zwane naprg¢zeniami prostopadtymi do osi belki,

nieznaczne przy proporcjach wymiarow / i ¢ wtasciwych elementom
pretowym,
o,, - naprgzenia styczne — funkcja w pelni zgodna z rozwigzaniem WM belki
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