Istnieja zadania dwuwymiarowe (PSN, PSO), w ktorych, ze wzgle-
du na geometrig, korzystna jest analiza w uktadzie biegunowym.

* 4 o Biegunowy uktad wspotrzednych (r,¢),
relacje migdzy wspolrzednymi (x,,x, ):

2 2
r=4x +x
drw \ ¢ X, =7 CoSQ b2
. . = X
L > | X, =rSInQ — arcte ==
- > p @ = arctg
X

Aby stosowa¢ w ukladzie biegunowym metode funkcji naprezen Airy F
nalezy znaé og6lng postaé operatorow AF =V°F oraz V*F jako kombinacji
pochodnych F w funkcji » i @. Po rozwigzaniu roéwnania stan naprezen
w uktadzie biegunowym nalezy takze zdefiniowa¢ w funkcji pochodnych F
(analogicznie do definicji F' w uktadzie kartezjanskim).

1
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Operator Laplace w biegunowym ukladzie wspolrz¢ednych
Zadanie: VzF(xl,xz) = V2F[r(xl,x2),(o(xl,x2 )] = VzF(r,go)

Relacje miedzy pochodnymi czastkowymi w obu uktadach:

ﬁ:cosgp, ﬁ:sin(p, ﬁ(p:_smgo, a(p:cosgo

OX, Oox, Oox, r Oox, r

Pochodne funkcji zlozonej F(x,,x,)=F|r(x,x,),¢(x,x,)]:

oF OF or OF 0p OF GF( singoj
= + =—COoSQ + —

ox, Or Ox, O@Oox, oOr op

OF OF or OF 0p OF . GF(cosgoj
= + =—sin@p+—

ox, Orox, O@Oox, Or o

Powyzsze operatory — rozniczkowanie funkcji F' wzgledem x; 1 x;,

wyrazone we wspotrzednych biegunowych r 1 o.

Wykorzystanie powyzszych wzoro6w — obliczenie drugich pochod-

nych F wzgledem x; 1 x,, takze wyrazone we wspotrzednych 7 1 ¢.

r

r
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Drugie pochodne funkcji F, wzgledem x; i x,, wlacznie z pochodna mieszana:

O°F 0 (oF 0- 0-sing \( OF OF sing | 0O°F
= =| —cos@ — COSQ — cos’ @ +
ox;  Ox,\ Ox, or op r or dp r ) o
_2 oF sin @ cos +£8—Fsm cos +8_Fsm i — L O°F sin’
r oroQ peose il peose or r r2 op’ v
O’F 0 (oF 0- . 0- cose |( OF . OF cosp | O°F
= =| —singp+ sing + sin” ¢ +
ox;  Ox, | Ox, or op r or dp r ) o
+= : sin @ cos —ia—Fsm cos +8_cos 0, LOF cos’
r oroQ peose r’ 0 peosy or r ol 4
O’F 0 [ OF o- . 0- cosg || OF OF sin¢@
= =| —sing + CoSQp —— =
ox,0x, Ox,\ Ox, or op r or op r
10°F . 1 O°F 1 oF 1 OF . 1 0°F .
—— -sin2¢p+— COS2¢ ————COS2¢ ————SIn2¢ — ——sin2¢
2 or r oroQ r- o 2r or 2r- Og

(drugie pochodne osobno wzgledem x; i x, - do obliczeniu laplasjanu oraz
napr¢zen normalnych, pochodna mieszana — do naprgzen stycznych)
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Laplasjan funkcji F (takze w symbolicznej notacji przecinkowej)

2 2 2 2
V*F = 0 Ij+ 0 Ij _0 §+16F +L2(9 Ij =F +1Fr +LZFW
ox, Ox, Or" ror r op Toor o
Réwnanie Airy zagadnienia dwuwymiarowego w uktadzie
biegunowym zawiera operator biharmoniczny — podwoéjny

laplasjan. Ze wzglgdu na objetos¢ obliczen — zapis operatorowy:

2 2 2 2
V4F:A(M):[a_+la_+1 0 j[8F+18F+i6F]:O

or’  ror r_28(p2 o> ror 1 Ll

Naprezenia w ukladzie biegunowym do

O,

Ivs

X, A o oo O,
O, - naprezenia normalne radialne '

(promieniowe)

rg

O - napre¢zenia normalne obwodowe

o
o dr ¢
(pierscieniowe), ang. hoop stresses
- X,
>

O,, - haprezenia styczne \/
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ds,

Roéwnowaga elementow ptaskich, dane:

0,,,0,0,, szukane: o,.,0,,,0,, =0,

Rownanie ZE =0 =
o, =0,C08 @+0,sin’ p+0o,sin2¢p
Rownanie ZFS =0 (styczna) =

o,,=—(0,, — 0y, )sinpcosp + o, cos2¢

Roéwnanie ZFS =0 =
. .2 2 .
0,, =0, 8IN" @+ 0,,Cc08" ¢ —0),s1n2¢

Roéwnanie ZE =0 =

o, =—(0,, —0y,)sinpcosp + o, cos2p
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Tym samym dane sa wzory transformacyjne naprgzen
z uktadu kartezjanskiego do biegunowego (obrot o kat ¢)

e

2 s 2 :
o, =0,,C08 ¢+0,,sIn"Q+0,sIn2Q

_ ) 2 .
{ O, =0,,8IN" @+ 0,,C08" @ — 0y, SIn2¢

o,,=(0, —0,,)sinpcosp+0,,cos2¢p

C

: : _ o, O
Jest to ptaska transformacja, w postaci 6’ = AcA’, gdzie ¢ = { ! 12} ,
Op Opn

| % T | o cos<(r,x;) cos<(r,x,)| [ cosp sing
" |cos<(s,x,) cos<x(s,x,)| |-sing cosg

Transformacja odwrotna: 6 = A'6'A (obrot o kat przeciwny, rowny —¢)

_ 2 ) .
0, =0,¢C08 ¢+0,, 81N @—0, sin2p

_ .2 2 .
{0y =0,8M" @+0,,c0s" @+0,,sM2p

(0= (O‘W —O'W) SINQCosQ + T, COS 2
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Naprezenia w zadaniu 2D w ukladzie biegunowym sa kombinacja pochod-
nych funkcji . Rozpatrywany jest rézniczkowy element w otoczeniu osi x,

(wspotrz. ¢ =0), gdy dp — 0 zachodzi o, —» o,, 0,, >0y, 0,, > 0},

| 82F X, A O-.M
Grr :Gll 0 2 = - O,
=0 Ox; =0 a—
d re O-,--;- 3“1
1oF | 1 O°F >
= —_— _— 7
ror rop z
_ _0’F| _0O'F
Opp = 0-22|¢>:0 - axlz . - or?
=0
O°F 10°F 10F 0(10F
O et vy PRI R W
%,0% | - rorop r-oe r\roe

Sa to odpowiedniki wzorow: o, =F,,, 0,, = F,, 0, =—F|,

z uktadu kartezjaniskiego (przy f = 0). Zachodzi takze o,, + 0, = AF
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Modelowe zadanie 2D: sprezysty klin tarczowy, okresli¢ rozkiad

naprezen o . Dane: g — grubos¢, 2 — kat wierzchotkowy

290020 rp

obciazenie symetryczne P;:
Przyjeto funkcje Airy
5 F(r,p)=Crosing.

- Nalezy wykaza¢, ze jest ona
biharmoniczna (spetniajaca row-
nanie V*F =A(AF)=0)

2 2
ng Sz(erosm(o):() lﬁ:lg(cwsmgo):%(psm(p

ror ror
1 o°F &

= Gl - o’

F 1oF 10°F 2
stad AF:an+ 0 +—2a 2:—CCOS(p
or’- ror rop r

o~ 1o- 1 0°-)\2C 4C 2C 2C
VIF=| —4+—+— —cosgo——cosgo——cosgo——cosq) 0
r r r

(Crosing) = £(2cosgo —@sing)
r

A2

or* ror r o’
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Stan napre¢zenia X,

W symetrycznie X g
. .- aQ -w
obciazonym klinie s X,
tarczcowym >
F(r,p)=Crpsing A < %/~
’ * UH / FA d q)

_1oF 10°F_2C

o +— cos
T ror rop r v
2
> :afzojar __oflor =0
o or ? or\rogp

Obliczenie statej C - rzut na o$ Ox;: sity P; 1 naprezen na tuku r = const :

prl =0= 2_[ 0,8 cosprde = B, gdzie grdp =dA - element powierzchni
0

czyli 4CgJ~cos2 @do = P. Poniewaz Icos%a do = %q) + %sin 20+ D, zatem
0

2P COSQ
g(2a+sin2a) r

B
g(2a +sin2a)

oraz naprezenia o, (r,p) =

stata C =
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2F CosQ

Klin tarczowy — obciazenie symetryczne: o, (r,¢)= _
g(2a+sin2a) r

)
* UF'F'I }" . d@

Niezerowe sa jedynie napr¢zenia normalne radialne, rozchodzace si¢
,promieniscie” od obcigzonego wierzchotka do rozpatrywanego punktu.
Rozktad o, : e na luku - przy ustalonym r - funkcja parzysta wzgledem
wspotrzedne] @ (wykres symetryczny wzgledem osi Ox;), ® na polproste]
o statej wspotrzednej ¢ (np. ¢ = 0) funkcja odwrotnie proporcjonalna do » —
malejaca przy r — o, za§ w pewnym otoczeniu wierzchotka poza zakresem
sprezystym materiatu (|o,, | > 0, )-
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obciazenie
antysymetryczne P,:
Przyjeto funkcje Airy

F(r,go) =Crpcosg.

~ Mozna wykazac, ze jest ona
biharmoniczna (spetniajaca
rownanie V*F = A(AF) =0)

Stan naprezenia
W symetrycznie obciazonym
klinie tarczowym

F(r,p)=Crpcosp
_1oF 10°F_ 2C .

o - —
T ror rog r

2
> :8}27:0’@ __9oflor =0
o or  or\rogp
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Obliczenie statej C - rzut na 0§ Ox;: sity P, 1 naprezen na tuku r = const :

ZRQ =0= - 2I o, gsim@rdp =P, grdp=dA - element powierzchni
0

czyli 4CgJ~sin2 pde = P,. Poniewaz Isinzq)d(o = %gp - %sin 20+ D, zatem
0

P : 2P, '
stata C = = oraz naprezenia o, (r,p) =— = e
g(2a —sin2a) g(2a-sin2a) r
Wiasnosci:
napre¢zenia
o, ’promieniscie”

od obciazonego
wierzcholtka do
danego punktu.

e na tuku - przy
danym r - funkcja
o, nieparzysta

wzgledem wspotrzednej ¢ (wykres antysymetryczny wzgledem osi Ox;)
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Klin tarczowy — szczegdlny przypadek - potptaszczyzna sprezysta,

obciazenie sila skupiona na brzegu — zagadnienie Flamanta
a=90°, B=-P,P,=0

x, jedynie naprezenia radialne

_2Pcosp

O-}" 7 -
ng r
(rys. - zwrot rzeczywisty — $ciskanie)

gdy r =0 jest o,, > ©

Interpretacja rozktadu o,

% 2P P
5 __2Pcosp

rr

\ 4

g r TgR

(zachodzi r =2Rcos @)

Okrag o danym promieniu R,
styczny do krawedzi tarczy jest
zbiorem punktoéw o statych

o, orazostatych 7 =0.5 |O-rr (0, i10,, =0 tonaprezenia gtéwne).
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Naprezenia w potptaszczyznie spre¢zystej (zagadnienie Flamanta) —

— 2P
w ukladzie biegunowym o, = —— i 4 , O, =0,,=0.
g 1

Odpowiadajace naprgzenia w ukladzie kartezjanskim (transformacja odwrotna):

2P x, x; 2P x; 2P X
o,=0,c08 p=—"—"TL =" L __ >
mgrir Agr g (x+x;)

i 2P x, xf 2P xlxz2 2P xlxz2
0,=0,8in"p=—"-—""=———"T2=—

2 .2 4 )
Tgr r T v 7T 2 2
& g g (x1 +x2)
- 2P x, xx, 2P xlzx2 2P xf X,
0-12 :Grr Sln¢COS¢:— _2 ) =— 2 - — 5
2 2
Tgror Tg r ﬂg(xl -I—x2)
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Przyktadowe wykresy naprezen o, 1 o,, w tarczy obciazonej sita
skupiong na brzegu, sporzadzone na liniach x, =R 1 x, =2R.

P
2R -R LR 2R .,
Y -
R
0;2... O,
, S — ] S
T — et : 0,637 [~  aa=ams O,
0.103 P
h A S N WS | CELLITIITRN T >
------ ..-::---:__—_-@ ,080 2_ R
0,318
v

Wykresy te przedstawiaja ,,rozchodzenie” si¢ naprezen pochodzacych od sity
skupionej w poélplaszczyznie sprezystej, material izotropowy i jednorodny.
Istotne pod wzgledem inzynierskim napr¢zenia dziataja w obszarze
ograniczonym dwusiecznymi katéw prostych uktadu.
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— e —

— T . t/\\\/’ﬁ-_-_—;_ﬁ_—_—

\ / s N

a) b)

Naprezenia: 6,,, 6,,,0,, na glgbokosciach:

P
a) X, = R,b) x, = 2R, mnoznik —
gR
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Przyblizenia rozktadow naprgzen normalnych o, :

a) trojkatne b) prostokatne
> )
2R -R /l +R  +2R -2R  -R /j, +R  +2R N
x = p 2
R |/ 2R\\‘ R y 4 2R .
v B i >
2l /| 1 ; PLILIYLYYYY N
AL N\ R VT \ P
h 4 * ® * s x R
4 z g
) WW \ % 'y N

Y

warto$§¢ w osi symetrii — z nadmia-
rem, na brzegach wartosci zerowe

rozktad rownomierny warto$¢
w osi symetrii — z niedomiarem

T

4

{

YYY)

0.5

b A 4

TYY)

0.5

g-R

Istnieje mozliwos¢ superpozycji
Zastosowania uproszczonych
rozwiazan inzynierskich:

e obecnos¢ otwordw w $cianach
e okreslenie, przy danym obciazeniu,
stref 0 wysokim / niskim wytgzeniu
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Obrotowosymetryczne zadania dwuwymiarowe (PSN, PSO)

W przypadku symetrii obrotowej, ze wzgledu na obciazenie,
geometri¢ 1 warunki brzegowe, rozwiazanie uktadu (naprezenia,
przemieszczenia, odksztatcenia) zalezy jedynie od wspotrzedne;j r.

Tym samym funkcja naprezen Airy ma postaé F = F(r).

Réwnanie biharmoniczne w  przypadku obrotowej symetrii
. 10-\(0°F 10F ..
V*F = 8_2+_8_ 0 - +_8 moze by¢ rozwinigte w sposob
or~- ror )l or- ror

jawny, z uzyciem symbolu pochodnej zwyczajnej, bez koniecznosci
przewidywania matematycznej postaci funkcji F.

Rozwinigcie, wraz z redukcja wyrazow podobnych:
d'F 2d°F 1d°F 1dF _

+ +——=
art  rdr’ r*dr* P dr

0
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Powyzsze rownanie, poprzez podstawienie » = ' moze by¢

. .d'F _d’F d'F | dF
przedstawione w postaci +2 =0.

dt* dr’ a’t2 dt

Rozwiazanie ogolne rownania biharmonicznego, wzgledem
zmiennej r: F(r) = Alnr+Br’Inr+Cr’ +D.

Naprezenia w uktadzie biegunowym, przy obrotowej symetrii:

(

1dF _ A
o, (r)= —+B(1+2Inr)+2C brak naprezen
rdr v stycznych —
_dF_ A c,io,, sa
) O-(/’(/’(r)_ ' _—r—2+B(3+21nr)+2C naprezeniami
_ _ gltéwnymi
c,,=0,=0

Powyzsze wzory moga stuzy¢ rozwigzaniu zadan obrotowosymetrycznych,
tak PSN (tarcze kotowe 1 pierscieniowe) jak 1 PSO (rury gruboscienne
o znacznej dlugosci).
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Uklad pierscieniowy pod stalym ciSnieniem zewne¢trznym p, w
dwoch  wariantach: e tarcza pierScieniowa (PSN), e rura
gruboscienna (PSO). Zakres zmiennosci: a <r <b

Ogo6lna postaC wzoréw na naprgzenia
o, 1 0,, zawiera trzy state, do dyspo-

zycji sa dwa warunki brzegowe — war-
tosci brzegowe napr¢zen radialnych.

Whiosek (M.T.Huber): napr¢zenia w tarczy
winny by¢ wielkosciami skonczonymi, przy
duzej $rednicy zewngtrznej b wyrazy loga-
rytmiczne we wzorach na naprgzenia wska-
zuja na ich rozbiezno$¢, zatem stata B = 0.

Zapis warunkow brzegowych: 1) o, (b)=-p,2) o, (a)=0 daje

212 2
: : b . b
w rezultacie state catkowania A4 = pb?—z 12C=—- pbz—z.
—a —a
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W przypadku tarczy kotowe;j
pelnej jest o,. =0, = p = const

roOwnomierne sciskanie w 2D.

W PSN (tarcza) odksztalcenia

podtuzne prostopadle do ptaszczyzny uktadu (kiereunek osi x;,)
2

Ey = _%(O}r + O'W) = 22[9 bzb_ 5= const - brak deplanacji

Przypadek PSN — tylko naprezenia o, 1 o, . Przypadek PSO (rura
b2
= const .

2 2
b-—a

gruboscienna) takze o,, = V(O'rr +o, q)) =-2vp
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Tarcza z otworem kolowym, rozciggana jednokierunkowo

- o -
<+ _ % p =const
<« £-1 ) y
> - -
< B X,
-4 ; >
Vo >
I wyobrazm/@’;n | I
p = const < okrag o —»>
4 o promieniu r=b " —>
_+ _______________________________ +_

Zatozenia: 1) srednica otworu, rowna 2a, mata w porownaniu z
wymiarami tarczy w plaszczyznie Ox,x,, 2) wplyw otworu na

napre¢zenia ograniczony jest do pewnego kotowego otoczenia (na
rysunku otoczenie o promieniu b), poza tym otoczeniem stan
rOwnimiernego rozciagania: o,, = p, 0,, =0, =0
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Na okregu o myslowym promieniu b — pierwotny stan napre¢zenia
o, =P, 0, =0, =0 w ukladzie biegunowym ma postac:

( 11
o, (b)=0, cos’ ¢ =pcoszg0=§p+5pcos2(o

1 : |
LO'W (b)= —EGH sin2¢ = —Epsm2§0

Myslowy uktad pierscieniowy o promieniach: wewnegtrznym a 1
zewngtrznym b, na brzegu zewngtrznym obciazony jest kombinacja:
I. rbwnomierne rozciaganie radialne réwne 0.5p - rozwiazanie

tarczy pierécieniowej przy zatozeniu b> > a” i dodatnim obcigzeniu

( , pbz a> » 4 » a>
= | 1-——|= l-—— |~ 1——
O-rr(r) 2(1)2—&2)( sz 2(1_a2/b2)( }/_2] 2( 7"2
b’ a’ a’ a’
7o (?) Z(bz—az)(+r2] 2(1—a2/b2)[+r2J (+5)
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I1. pozostata czes¢ to obciazenie funkcyjne: normalne 0.5pcos2¢ 1
styczne rowne 0.5 psin2¢ - przyjeto funkcje F(r,9) = f(r)cos2p.
Podstawienie do rownania biharmonicznegoV*F(r,p)=0 daje
rownanie rozniczkowe zwyczajne z niewiadoma funkcja f(r):

2 2
(d L 1d ij[d [ Ldf 4f

T 2 2
dr rdr r

B =0, o rozwigzaniu ogdlnym:
ar* rdr J ! Y

f(r)=A4r*+Br'+ % + D . Naprezenia wywotane obciazeniem II:
r

ol = —(2/1 +i—§+i—?jcos2gp

N

O';I(p = (ZA +12Br* + g) cos2¢
r

0':; = —(2/1 +6Br’ —g - 2—?jsin 2¢
A

C
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Warunki brzegowe: naprezenia na brzegach r=b1r=a:

I 6C 4D  p

1) o) (b)==pcos2¢p = 24+—(+—=—=

) 0, (b)=7 pcos2yp e

1 . 6C 2D p

2) 6’ (b)=——=psin2¢p = 24+6Bb* —— - "—=-L

) 0, (b) === psin2p =
3) o (a)=0= 24+ 2520 _g

a a
4) 6" (a)=0= 24+ 6B - 25 - 22 _¢
a a

2
. .. a . . ,
Przy zatozeniu —- ~ 0 mozna obliczy¢ state
b

1 1 1
A=——p, B=0, C=——pa*, D=—pa’
4p 4p 2p

oraz poda¢ wzory na naprezenia w ukladzie biegunowym, po
dodaniu sktadowych funkcji stanow 11 II:
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2
_ P a
O'W (V) = E 1-— r—z
pl,. a
1900 (i’) = E 1 r_2
3a’
LO'r(p(l") :—g 1+V—4
777777777777 r
-
y
uzasadniony
rozstaw ~ 4q =
otworow \ =

Przebieg wykresow na-

|
|
|
| presefi  radialnych i
i obwodowych na osiach:

\ 4

poziomej 1 pionowe]
poprowadzonych przez
srodek otworu —rys.
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1
uzasadniony

rozstaw - 4g

otworow \
_ -

Spostrzezenia:

. : p a’ 3a’
e na osi pionowej (¢ =0.57 lub ¢ =1.57) o, =5 2+r_2+r—4
przy r —a jest o,, — 3p - efekt koncentracji naprezen

2 4

: : : : 3

* na osi poziomej (¢ =0 lub p=7) jest o, =§ j—z—% , przy

r —a jest o,, —> —p - lokalne naprezenia Sciskajace (kier. pionowy)
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