ZAGADNIENIA MECHANIKI PEKANIA

Redukcja wytrzymatosci materiatu w stosunku do wytrzymatosci
teoretycznej wynika z defektow geometrycznych 1 materialowych:

defekty 1. rodzaju — geometryczne, niezwigzane ze struktura
materiatu — ostre szczeliny, wycigcia (karby) o dowolnym ksztatcie,

defekty 2. rodzaju — niejednorodnos¢ wewngtrznej budowy
materialu — dyslokacje, pustki na granicy czastek materialnych
(ziaren), wtracenia obcego materiatu (np. wegiel w metalach).

Defekty 1. rodzaju — makroskopowe — wymagaja analizy wychodzacej poza
zakres Teoril Sprezystosci kontinuum — rozwigzania te w punktach
nieciagtosci (np. promien krzywizny wycigcia zmierzajacy do zera) skutkuja
nieskonczonymi napr¢zeniami przy dowolnym obciazeniu. Rozw6j mechaniki
zniszczenia uktadéw z makroskopowymi defektami geometrycznymi
(mechaniki pegkania) — od lat 20-tych XX w., poczatkowa wiedza intuicyjna —
np. przy danym obciazeniu obecna w uktadzie szczelina nie moze
przekroczy¢ pewnej dlugosci krytycznej, prowadzacej do zniszczenia.
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Poczatek analizy ciat z defektami makroskopowymi — Charles Inglis (1913)
https://pl.scribd.com/doc/301198950/1913-Inglis-Stress-in-a-Plate-Due-to-
the-Presence-of-Cracks-and-Sharp-Corners-0

przypadek pasma rozciaganego, ostabionego eliptycznym otworem
Przy b # 0 maksymalne napr¢zenia, na brzegach otworu (‘x‘ =1), rbwne sa

[
ay,max :ay =l :J(1+25] T T T T T T T T T 2
Przypadki szczegdlne: Y A G,
b — 0 - szczelina o nieskonczenie \h\r
malej grubosci, x € <—l,l> jest 2b $ >
obszarem nieciaglo$ci przemieszczen Cﬂ/
pionowych v - zachodzi e
v = v‘y:mdy £V = V‘yzofdy , haprezenia F T 1 1 T T 17 1o

o, daza do nieskonczonosci,
b=1 - otwor kolowy — naprezenia na brzegu o, =30 - rozwigzanie

rozciaganej jednoosiowo tarczy z otworem kotowym (Ernst Gustav Hirsch,
1898, http://www.fracturemechanics.org/fm/hole.html )
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Ch. Inglis (1913), przypadek szczeliny (b =0) naprezenia o1 przemiesz-
czenie pionowe v w plaszczyznie szczeliny - na zewnatrz 1 w jej obrebie:

‘x‘Zl = 0o, = g ! , v=0

RORLHROR

2
x[<! = o, =0, v:%a(lz_xz) (PSN), v:@(ﬁ—ﬁ)@sm

ttrrtttttteo

V A .
\h\r :
2b$C/ *
21
>
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Alan Arnold Griffith (1 893-1 963) — pionier wspoélczesnej mechaniki pekania
“The phenomena of rupture and flow in solids”, Phil. Transact. of the Royal Society (1921)

podstawa — bilans energetyczny:

* praca zwigzana z rozwarciem szczeliny (ujemny przyrost energii
potencjalnej) IT wynosi (zastosowanie wzoru Inglisa przy x e <—Z A > ,

mnoznik rowny 2 — dwa brzegi szczeliny, mnoznik rowny 0.5 - sprezystos¢ )

2 _2
wl o (PSN)

[
[I=2 —lajvdx
2 -1

lub IT=—(1-v (PSO)

)72'] o’
E
* praca W potrzebna do utworzenia
si¢ wewnatrz ciala swobodnej
powierzchni (o wymiarze dtugosci
rownym 4/ ): W =4ly , gdzie y jest
energia utworzenia jednostki
(dlugosci) swobodnej powierzchni.

energia

w /

energia \I

A powierzchniowa 1)

™~
Eener; 01'1 ‘

\_ calkowita

predkos¢
energii

=
\

dlugos¢ szezeliny /

\.

energia ‘

\ potencjalna
plcd]\OSL uwalniania )
\_energii potencjalnej

s

T TR - o
~ ( predkosé zmiany energii

\_ powierzchmiowej

dlugos¢ szezeliny /

_/

Bilans energii Wi I1, energia catkowita U =W + 11, w funkcji wymiaru /.
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. . . energia i / ( energia h
Funkcja U (l ) osiaga maksimum w s e,
punkCIG Z = Zkr N w ktOI’yl’n 44 o m\

\_ calkowita
dUu dw dll s =
- - = dlugosé¢ szczeliny /
dl ., dl |, dl ., \j e
. . = ( energia |
co w rezultacie daje | potencjalna
2 l ) predkos¢ G ( predkos¢ uwalniania \"
7wl o energii R=2v \_energil potencjalnej
“Ze”  — 4y (PSN == —
7/ ( ) R i)rqdkoéé Zimiany energii_\"
) \_ powierzchniowej )
27l 0"
IUb (1 -V )— = 4]/ (PSO) . i dlugosé¢ szezeliny /

Wprowadzamy wielko$¢ K, rowna odpowiednio K, =+/2Ey (PSN) lub
2Ey

2

(PSO) . Tym samym warunek krytyczny — rozpoczecia pekania

(propagacji szczeliny) w obu przypadkach ma postac o\rl = K..
Wielko$¢ K, to tzw. odpornos¢ materialu na pgkanie (fracture toughness) -

krytyczna warto$¢ wspotezynnika intensywnosci naprezen (stress intensity
factor) K o jednostce [kN m }
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Warunek pekania o\l = K_ moze by¢
osiagniety dwoma sposobami:

a) przy danym obciazeniu ¢ dlugo$é ; _K 2
szczeliny przekroczy warto$¢ krytyczna L

b) przy danym wymiarze szczeliny /
obciazenie przekroczy wartos¢ K

krytyczna T = N

2Ey
PSN
P (PSN)
2Ey
— _ (PSO
o’ (1 — vz) ( )
2Ey (PSN)
7l
2Ey
—— (PSO
72'1(1 — VZ) ( )

Teoria Griffitha - po spelnieniu warunku krytycznego nastepuje zjawisko
lawinowe — pekanie. Teoria ta ma obecnie znaczenie historyczne, zawiera
jednak wszystkie elementy teorii zniszczenia ciat idealnie sprezystych, jest to

wige liniowosprezysta teoria pekania.

. . ;. . 0.5 . . . r
Pomimo osobliwosci postaci x ~ w wierzchotku mozna zaprojektowaé
bezpieczng szczeling — okresli¢ warunki, aby nie ulegata ona propagacji.
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Trzy typy obciazenia szczelin, wyrdzniane w mechanice pgkania:
Typ I — rozrywanie (opening mode) — rozrywane powierzchnie
rozchodza si¢ w kierunku prostopadtym do frontu szczeliny,

Typ II — podluzne Scinanie (sliding mode) — powierzchnie
szczeliny $lizgaja si¢ w kierunku prostopadtym do frontu szczeliny,
Typ III — poprzeczne Scinanie (tearing mode) — powierzchnie

szczeliny przesuwaja si¢ w kierunku réwnolegltym do frontu
szczeliny.

TYPI TYP II TYP I
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Kazdemu z typow obcigzenia szczeliny odpowiada rozktad

: K
naprezen (pole tensorowe) w postaci o, = \/ZL 17 (9),
r

gdzie r1 6 sa wspotrzednymi biegunowymi uktadu o poczatku w
wierzchotku szczeliny, T = 1,11, Il okres$la typ obciazenia
szezeliny, K, € {K,,K,,K,, } jest wspotczynnikiem intensywnosci

napre¢zen danego typu obciazenia szczeliny, fl.jT - funkcja tensorowa

wspotrzednej @, zalezna od typu obciazenia szczeliny.

: E ; TYP I i TYP II TYP III
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Wyznaczanie pol naprezen, przemieszczen 1 odksztalcen wokot
wierzchotka szczeliny (nieciagto$¢ funkcji przemieszczen) — zagad-
nienie trudne, wymagajace zaawansowanych matematycznych
metod. Mozliwe podejscie — wykorzystanie zmiennych
zespolonych: N. Muscheliszwili (1933) 1 H.M. Westergaard (1939).

Do obliczen przyjmowana jest analityczna funkcja ¢ zmiennej
zespolonej z =x, +ix,,i = J-1, analityczne sa rowniez funkcje:
¢D="L, 0'@="L, )= [op(:)d )= [5(2)d:
Ogolna posta¢ funkeji naprezen Airy: F =Re@(z)+x,Im@(z).
Obie czgsci: rzeczywista 1 urojona dowolnej funkcji analityczne;
zmiennej zespolonej sa funkcjami harmonicznymi (o zerowym

laplasjanie), mozna wykazac, ze powyzej okreslona funkcja F' jest
biharmoniczna — spetnia rOwnanie Airy.
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Znajomos¢ funkcji zespolonej ¢ danego zagadnienia pozwala na
wyznaczenie sktadowych naprezen:

o, =Rep(z)—x,Img'(z)
0, =Rep(z)+x,Ime'(z)
o, =—x,Req'(z)

oraz przemieszczen, dzieki zwigzkom geometrycznym i
lintowospr¢zystemu prawu Hooke’a:

2Gu, (x,,x,) = KT_IRe(E(z) —x,Img(z)

+1. _
L2Gu2 (x,x,)= KTIm(p(z)—xz Rep(z)

gdzie 2G=i, K:3_V(PSN) lub x =3-4v (PSO)
1+v l1+v
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Rozwiazanie Westergaarda — typ I

szczelina o dlugosci rownej 2/ w nieskonczonym pasmie rozcia-
ganym dwuosiowo naprezeniem o - obcigzenie typu I (rozrywanie)

TG S

Warunki brzegowe na linii szczeliny (x, =0):
* w obrgbie szczeliny (|xl| <) zachodzi o,, =0, =0,

* przy wierzchotkach szczeliny (|xl| —>1[)jest o,, >0

* z dala od szczeliny (|xl| — o) jest 0,, > O

J. Gorski, M. Skowronek, K. Winkelmann e Teoria sprezystosci i plastycznosci o Wyklad 08 2016 ¢ KMB WILiS PG



Powyzsze warunki spetnia funkcja zespolona go(z) = 0%.
z"—1

Przeprowadzona zostaje transformacja uktadéw wspoétrzednych
(x,,x,) do postaci (x,y) o poczatku w wierzchotku szczeliny,

tym samym okreslona jest zmienna zespolona 77 = x +iy . Uklad
biegunowy o poczatku w wierzcholku szczeliny to (r,0), gdzie

r=+/x>+y* =|n| - modut 7 , za$ 0 = arctg”- - jej argument
X

2AVA z=x+ix,
r _
N=x+iy=z-1
0

'\ X X1

- > >

21
e
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Zmienna 77 w postaciach: trygonometrycznej 1 wyktadniczej:
=|n7|(cos@ +isin@)=r(cosf +isind) =

2

Funkcja ¢ wzgledem zmiennej 77: ¢(77) = al(? + lj{nl(? + 2]}

Makroskopowa szczelina powoduje znaczna koncentracj¢ naprezen)
w sasiedztwie jej wierzchotkow, stad dalsza analiza zostaje
ograniczona do tej strefy. W sasiedztwie wierzchotka szczeliny

. N
(x, > 1, x, > 0) zachodzi — — 0, zatem
1 ? [ o7 \/27z

gdzie wspotczynnik intensywnosci naprezen (stala) K, = a\/7

Przedstawiajac w postaci trygonometrycznej funkcje @, @' (reguty
potggowania i pierwiastkowania liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej)
oraz rozwijajac wyrazenia: x, Im¢’i x, Re¢’ otrzymuje si¢ rozktad
napr¢zen — sktadowych kartezjanskich, w funkcji 1 6:
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( K, 9[ .6 39] )

o, = cos—| I —sin—sin—

2xr 2 2
0 (PSN)
§0,= K cosg(lJrsingsinﬁj oy, =1v(0,t0,)=
22 ’ 33 11 22

i 22 WK, 0
K, .6 0 30 =0 cos 2 (PSO)

0, = ———=SIN—C0S—COoS— . 2z 2

| 2xr 2 2

Pole napr¢zen w uktadzie kartezjanskim mozna wigc zapisa¢ w

jednolitej, wczesniej podanej postaci O';. = \/2; 1! (9)
r

George R. Irwin (1962) — powyzsza funkcja opisuje stan napr¢zenia
przy dowolnej szczelinie 1 dowolnym obciazeniu typu I. Geometri¢
szczeliny, jej dlugos$¢ oraz sposdb przytozenia obcigzenia
uwzglednia wspotczynnik K, ktory tym samym jest nadrzednym
parametrem w opisie naprezen przy wierzchotku szczeliny.
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Stan przemieszczen w poblizu wierzchotka szczeliny:

ulzﬁ LCOSQ(K‘—COSH), uzzﬁ Lsing(/c—cosé?)
2G\ 2% 2 2G\ 27

Ze wzgledu na kryteria zniszczenia w mechanice pgkania wazne jest
rozwarcie brzegdw szczeliny. Zastosowanie ogolnej postaci funkcji
go(z) w poczatkowej formie, caltym obre¢bie szczeliny, obliczenie

7] (z) daje rezultat - przemieszczenia pionowe na linii szczeliny:

2(1-v?
u, ()c1)=00\/12 —x7, gdzie c=% (PSN) lub c=% (PSO).

XoA
_ /'y i
COD 4,..--/
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Maksymalne rozwarcie szczeliny (crack opening displacement —
COD), w potowie jej dlugosci (x, =0), wynosi 2u, |x _, =2col.

Ksztatt rozwartej szczeliny

— przeksztatcenie uprzednio XaA

zapisanej funkcji u, (x, ), ¥ o X
u2 x_12 Q()l) v // i

do postaci D_22+ B =1 -

jest to rownanie elipsy.

W podobny sposob otrzymuje si¢ rozwigzania, w sasiedztwie
wierzcholtka szczeliny, w funkcji 71 6

* obciazenie typu II (Scinanie 7 w plaszczyznie Ox, x, prostopadie;
do frontu szczeliny): napr¢zenia o,,,0,,,0,, ,przemieszczenia u,,u,,
* obciazenie typu III (Scinanie z w plaszczyznie Ox,x, frontu
szczeliny) — naprezenia: o,,0,; 1 przemieszczenia u,,

w obu przypadkach zachodzi K, =K, = w7l
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rozwiazanie Westergaarda, typ Il - szczclina o diugosci 2/ w

nieskonczonym pasmie scinanym podluznie naprezeniem 7 - obcigzenie typu

II (Scinanie podtuzne)

Funkcja naprgzen przyjeta = T NT ..
W postaci: X > TR R
¢——i—TZ ’ i (1) 1 ." LE “‘
\]ZZ_IZ l 21 X; TT .‘l on ,':
Naprezenia w poblizu 4 i R 7
wierzchotka szczeliny: «— i 0 ,/'
( K, .0 6 36
o :—”sm—(2+cos—cos—j
e —ﬁsingcos—cosﬁ oy, =1v(0,t0,)=
22 \/ﬁ 2 33 T 11 22)
2vK, . 6
o _ Ay cosg l—singsinﬁ =—2—sm— (PSO)
i 12 /271_7' 2 2 2 nr
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Stan przemieszczen w poblizu wierzchotka szczeliny:

u, =&‘/i sin€(2+/c+c050), u,
2G\N 2 2

Wspolczynnik intensywnosci naprezen K, =77zl .

=1 /L COSQ(Z—K‘—COSH)
2G \ 2« 2

rozwigzanic Westergaarda, typ Il - szczelina o dtugosci 2/ w
nieskonczonym pasmie $cinanym poprzecznie naprg¢zeniem 7 - obcigzenie

typu III (Scinanie poprzeczne)
Niezerowe naprezenia:

K . 6
o, =— m_gin 2
2rr
K
O, = I o5
2wr
: ) 2K 7
Przemieszczenie: u, = Zmo -
G 27

©0000000 00:

G e
= M) B r

Cal

05 x)

PRRRRRRR®D T

gdzie wspotczynnik intensywnosci naprezen K, = 7/ 7/ .
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Zadanie: W probce ze szczeling pod obcigzeniem typu Il przyjeto
funkcje przemieszczen u, = w(r,@) =r'f (6?) Podac naprezenia

1 odksztalcenia. X
2 |
Funkcje przemieszczen, odksztatcen ' X

1 naprezen w problemie szczeliny
z obciazeniem typu I1I:
u =u, =0, u;=w= w(xl,xz).
Sktadowe tensora matych odksztatcen: X3
1 ow 1 ow
~ A 823 — N A
2 0Ox, 2 0Ox,
Sktadowe tensora napr¢zen Cauchy:
ow ow

011202220332012:09 013:G 9023:G
Oox, Oox,

&) =Ep =& =86 = 0, &3 =
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W uktadzie rownan rownowagi (brak sit objetosciowych) dwa
pierwsze: 0,,,+0,,, + 0, =0o0raz o,, +0,,, +0,,,=0

spelnione sa tozsamosciowo.

Trzecie rOwnanie: o5, + 0,,, + 05;, =0 daje w rezultacie zapis
2 2
ow 0w
+

> = V2w =0 - funkcja w jest harmoniczna.
ox;  0Ox,

Zerowy laplasjan przewidywanej funkcji w=r"f(8) - zapis
0
f9( ) +A°f(0)=0. Rozwiazanie: f(6)= Asin 10+ Bcos 6.
Ze wzgledu na antysymetri¢ oddzialywania i odpowiedzi zachodzi
f (0) =0,stad B=0, czyli [ ((9 ) = Asin A0 (sktadnik antysymetryczny).

Warunek brzegowy wzdtuz powierzchni szczeliny: 7,
O=+rx

Z zapisu 7, —Eg—g wynika cos Az =0, stad A4 = +5 n=1,3,5,..

r
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Ujemne wartos$ci n prowadza do nieskonczenie duzych
przemieszczen w wierzchotku szczeliny, przy » — 0. Przyjmujac

n=1 funkcja przemieszczen przyjmuje postaé w(r,0) = Ar'"? sing.

: 0
Naprezenia we wspohrzednych (r,0): 7, = G—W, 0z = g@_w,
or r 060

- G .0
po podstawieniu: 7,_ = EAr_l/ ’sin—, 7, = G g cosg.

. K, [2 L . .
Wprowadzajac 4= — naprezenia i przemieszczenie:

7T
2K : K : K

w=—"="L Lsmg, T_= ismg, T,. = icosg.

G \2»z. 2 ”° 27r 2 27w

Sa to funkcje w petni zgodne z przedstawionym rozwigzaniem
zagadnienia szczeliny z obciazeniem typu III.
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Metoda Williamsa (1952)

— rozwinigcie funkcji napr¢zen Airy '

1 napr¢zen w szeregi potegowe. Model: #
plaszczyzna z katowym wycigciem
rownym 2, uklad biegunowy (r,9) j

o poczatku w wierzchotku wycigcia.

Funkcja Airy: F(r,9) Zrﬂ v

Rozdzielenie czynmkow. potqga, z wyktadnikiem roOwnym
A, +1(osobliwos¢ rozkladu naprgzen w sgsiedztwie wierzcholtka)

zalezy od warunkéw brzegowych swobodnej krawedzi, funkcja
f, (9) zalezy od obciazenia przetozonego z dala od wycigcia

(,,w nieskonczonosci” — far-field stress).
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Naprezenia, otrzymane w uktadzie biegunowym z funkcji Airy:

=3 L9 4 +1) 1, 0)
Z:: 44+ £(9) ]

Sprawdzenie spetnienia
B2 119 : o :
n/n roOwnania biharmonicznego:

O’F 10F 1 0°F a1 [
VzF: 87"2 +; 6]/’ +I"_26192 :arr+6\93 :;ri” l|:j;l('9)+(ﬂ'n+l)2f;7(19)_

)[f”+(/1 1) f}

obliczenia: ——V F =
r or

i [f”+(/1 +1) 1, ]

0

e [ () ]

n=1

J. Gorski, M. Skowronek, K. Winkelmann e Teoria sprezystosci i plastycznosci o Wyklad 08 2016 ¢ KMB WILiS PG



2 2
V4F_(a §+18_F+L28 fjsz—
Rownanie or ror r-o09

biharmoniczne: .

i {(iﬂ +1)2[ (4, +1) fn}+[fnw +(4, +1) fn”}} =0

n=l1
Spethienie rownania - zerowanie si¢ funkcji, po przeksztalceniach:
w 2 " 2 2 : : , :
S+ 2(/1n + 1) T+ (An —1) f, =0, rozwigzaniem ogolnym jest
£,(9)=4,cos(4,+1)9+ B, cos(4, —1)9+C,sin(4, +1)9+ D,sin(4, -1)3
Dwa pierwsze wyrazy, ze stalymi 4 1B, tworza rozwiazanie

symetryczne (typ I szczeliny), kolejne, ze statymiC 1 D, —
rozwiazanie antysymetryczne (typ Il szczeliny).

Warunki brzegowe na krawegdziach: naprgzenia normalne
obwodowe oraz styczne zerowe: o, g| 9ny =0, O], =0,przy

dowolnym 7 > 0, tym samym zachodzi f,(+a)=0, f,(+a)=0.
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Podstawienie podanego rozwiazania ogdlnego, z rozdzieleniem rozwigzan:
symetrycznego 1 antysymetrycznego tworzy uklad rownan jednorodnych:

_— A, cos(A, +1)a+ B, cos(A, —1)a=0
P14 (4, +1)sin(4, +1)a + B, (4, ~1)sin(4, ~1)a =0

T |G sin(4, +1)a+D,sin(4, —1)a =0
7P C,(4,+1)cos(4, +1)a+D, (4, —1)cos(4, —1)a =0
Rozwiazania niezerowe uktadow rownan jednorodnych moga by¢

jedynie zalezne od statych wspolczynnikow, w przypadku
pierwszym state 4 1 B zalezne od wspodiczynnika K, w przypadku

drugim stale C 1 D zalezne od wspotczynnika K, . Warunkiem
istnienia niezerowych rozwiazan jest zerowanie si¢ wyznacznikow
(4, —1)sin(4, —1)acos(4, +1)a—(4, +1)cos(4, —1)asin(4, +1)a =0
(4, +1)sin(4, —1)acos(4, +1)a—(4, —1)cos(4, —1)asin(4, +1)a =0
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Transformacje trygonometryczne — przeksztatcenie odpowiednio
do form sin24 o + A sin2a =0 oraz sin24 a — A sin2a =0,
sin24,a N sin 2«

Aa  2a

n

Jest to problem wilasny, rozwigzaniem sa wartosci wtasne A odpo-
wiednio problemoOw: symetrycznego A, 1 antysymetrycznego 4, .

lub jednolicie:

Badanie przebiegu funkcji y = S'Hzlﬁﬂ prowadzi do okreslenia
a

wartosci 4, 1 4, w

odpowiednich %zah

przedziatach.

(=}
[

] 3 2n
\-_2.'};

21la

J. Gorski, M. Skowronek, K. Winkelmann e Teoria sprezystosci i plastycznosci o Wyklad 08 2016 ¢ KMB WILiS PG



Wplyw skonczonych wymiarow i efektu skali

Sformutowania wybranych problemow mechaniki pgkania — naprg¢zenia
w otoczeniu szczeliny, obcigzenia przylozone w nieskonczonej odlegtosci.

Uktady o wymiarach skonczonych — rozktady naprezen w otoczeniu szczelin
niemozliwe w postaci zamknigtej. Przypadki szczeg6lne — rozwiazania w
postaci tabel, wykresow lub funkcji parametru — proporcji wymiardw.

Ponizej — wartosci wspotczynnikow K, w wybranych uktadach szczelin 1
obciazenia, z dwoch podanych wartosci jedna dotyczy probek normowych

1) Szczelina centralna w pasmie rozciaganym

K, = o7l sec__ar(cos_bj‘“

2 3
K, = a\/ﬁ{n 0.128é—0.288(éj + 1.523(%} } )

H -

L

w

-
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2) Dwie szczeliny krawgdziowe w pa$mie rozciaganym t o

K, =1.120/ 7l przy matych ilorazach //b
2 3 ~ .
i {
K, =0l 1.12+0.2£—1.2(£) +1.93(£j iy L >
b b b J

3) Belka trojpunktowo zginana, szczelina krawedziowa

0.5 1.5 2.5 35 4.5
K, =15 2,9(LJ —4.6(L) +21.8(ij —37.6(Lj +38.7(Lj
BW" W W W W W
l P

KX

L1
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	1\) Szczelina centralna w paœmie rozci¹

