Szczegolne przypadki dzwigarow ptytowych — kotowe badz
pierscieniowe — korzystna analiza w uktadzie biegunowym (r,(o).

W dowolnym punkcie PSN stan naprgzenia mozna wyrazi¢
sktadowymi o,,,0,,,0,, = 0,, W ukladzie kartezjanskim Ox,x,

lub sktadowymi o

o

G(M’ ?

., =0, W ukladzie kartezjafiskim (r.9).
Adnotacja: réwnania transformacji naprezen, w obie strony: kartezjanski <» biegunowy.

W uktadzie Ox,x, wypadkowymi naprezen o,,,0,,,0,, plyty sa od-
powiednio momenty ptytowe M,,,M,,,M, oraz sity poprzeczne Q,,Q,.

W uktadzie (r,(o) wypadkowymi naprezen ﬁ\/b v — —r-
0,0 ,,.0,, Plyty sa odpowiednio * momenty )'d | el -
ptytowe zginajace: radialny M, i obwodowy M ' o |
* : _
rr.10ment ptytowy skrecajacy M,, =M , W””@\' |
* sily poprzeczne ptytowe Q,,0, . ty
¥ o
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Uktad (7,¢)

(momenty
przedstawione

wektorowo)
K

Zadanie: wykona¢ w uktadzie biegunowym szkice
rozktadow napre¢zen, analogicznie do powyzszej sytuacji
w uktadzie prostokatnym, zapisujac, jak powyzej,
funkcje rozktadow naprezen migdzy sktadowymi
naprezeniami a momentami o jednakowych

. 12M 12M
wskaznikach, np. o,, = X Ly, = 0, =—="x, oraz

wykresy naprezen o,,,0,; odpowiadajacych O,,0, .
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Zestawienie: sity wewnetrzne (przekrojowe) w biegunowym uktadzie
wspotrzednych sa wypadkowymi naprezen:

* dziatajacych w plaszczyznie ptyty (PSN):

moment zginajacy radialny M, - wypadkowa napr¢zen normalnych o,
moment zginajacy obwodowy M, - wypadkowa naprezen normalnych o,
moment skrecajacy M, , =M , - wypadkowa naprezen stycznych o,, =0,

* dziatajacych w kierunku pionowym - osi x;:

sita poprzeczna Q. - wypadkowa napr¢zen stycznycho ,

sifa poprzeczna Q, - wypadkowa naprezen stycznycho,

Sity wewngtrzne ptytowe w uktadzie biegunowym, podobnie, jak w uktadzie

kartezjanskim, wyrazone zostana w funkcji ugigcia w= w(r,(p) )

Przyjmujac, ze kierunek radialny pokrywa si¢ z osia x, (¢ =0), zachodza

zwiazki (podobienstwo matematyczne do wzord6w na naprezenia w uktadzie

biegunowym z funkcji Airy F:

o*w _low 1 o*w ‘ a(lawj
12 AL

w =—— W = — w =
1] 29 ,22 2 .
= or =0 or\ r or

9=0 2

=0y or oy op
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O*w low 10w
Mrr =M11|§0=0 - _ID(M}’11 +VW’22)L’:0 =_D|: arz +V(;E+V_28(02 j:|

+Vv

low 10w 0w
M(Pq) = M22|(/):0 = _D(W,ZZ + VWall)‘(pzo - _D|:; 87" +7"_28¢2 61/2 :|

o(1ow
M, =M, =My| = —D(1—v)w,12\¢:0 = —D(1—v)5(;£j
2 2
0 =-DLawi0 =-DL Aw, sdzieAw="2 ?+18W+i26 2
or Y r o or* ror rop
q(r.9)

Rownanie rézniczkowe plyty: A (AW) =V*w=

[az-+1g 1 82'}[02%1‘9% 1 azwqu(l’,(o)

_ —_ +_ —_
or* ror r’op’)\or’ ror rop D

, forma rozwinig¢ta:
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W przypadku, gdy parametry geometryczne i materiatowe,
obciazenie 1 warunki brzegowe spelniaja warunek obrotowe;
symetrii, zmienna katowa ¢ nie jest obecna w wyrazeniach —
matematycznie - problem wzgledem jednej zmiennej » . ROwnanie:
Ow low 10( ow
ot ——=——|
or~- ror ror\ or
(od tego momentu mozliwe jest uzycie pochodnej zwyczajnej).

Viw(r)= %, gdzie Aw =

Sity wewnetrzne pltytowe — momenty 1 sity poprzeczne:

2 2
M, =—p| LY 1y p[ Ty g
or r or 7 or* ror Y
0 o(0°w 1ow ,
0 = —DEAWZ —Da[ Py +; o> | 0, =0, sita zastepcza V, = 0, .
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Przeksztalcenie rownania rézniczkowego plyty:

_ vt q(r) _1a( o o
A(AW(V)) =V W(V) D , gdzie A-= 5 (r &J rozwiniete:

1of o(1a( ow q(r)y . .
——|r— = =D . Mozliwe catkowanie, etapami:

ror\ or r@r 8r

* mnozenie przez r i catkowanie: ri li( a—wj = iJ‘rq(l’)dlf + C~'1
or\ror\  or D

1 0 ow 1 ¢1 ~ ~
* dziel tka: ——| r— |=— | — dr*+C Inr+C
z1eenleprzezr1ca a. r@}ﬁ(f’ 8]/~) DJ‘I/J‘VQ(I") r 1 4 b

~

0 ~ ~
* mnozenie: ra—w——j I frq dr +C %(21117‘ 1) +C % C,

_—j jj jrq dr +C 4(lnr 1) (j’z%+é3lnr+é4
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Uporzadkowanie wyrazéw podobnych, dobor innych statych catkowania,
formaw = wO + ws , Wg zapisu

—j jj jrq dr +Cr lnr+Cr +Clnr+C

J

Wo—rozw. ogolnerownama Jednorodnego
Wg—rozw. szczegolne rownania niejedn.

Przyktad: wyprowadzenie rozwiazania w przy obciazeniu q = const :

oL ratr) o
1 1 r
=%I;Irjrdr3 =%J‘;J.r3dr2 =—— j 64D
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Przyktad: ptyta kolowa swobodnie podparta, obcigzona r6wnomiernie

g = const

HE

h s oo e — A

—

2a

F 3
Y

Warunki brzegu swobodnie podpartego: 1) w(a)=0,2) M, (a)=0
Warunki ograniczajace w Srodku: 3) W(O) skonczone, 4) M . (O) skonczone.
Funkcja powierzchni ugigcia plyty: w(r) =W, (r) + Wy (r) :

4

qr

Rozwiazanie szczegolne w przypadku g = const to w, = , zatem

4
rozwigzanie taczne w = 6q4LD +Cr’Inr+C,r* +C,Inr+C,.
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Funkcje momentow ptytowych radialnych i obwodowych zawieraja pochodne

w =209 F(1+21nr)+2C, r+ S oraz
" or 16D r
2
w =0 3qr° +C,(3+2Inr)+2C,- S
’ or 16D r

2
Momenty ptytowe radialne: M, = —D(WW + Kwrj =-D 0 VZV + Ka—w )
oo or- ror

Warunek ograniczajacy 3) skonczonych ugie¢ w srodku plyty:

W(O):é—g+c lim7*Inr+C,-0+C, limInr + C, winno by¢ skoficzone.

r—0* r—0"
Inr r! ) r?
Poniewaz limlnr=—-o0 i limr’Inr = 11m—2—11 3 =lim| — |=0
r—0* r—0* r—0* r_ r—0" 2}/'_ r—0*

zatem w(0) jest skonczone jedynie w przypadku, gdy C, =0.
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Warunek ograniczajacy 3) skonczonych momentéw w §rodku plyty:

M, (0)= —D(wﬂ +KWJ

=—D| C,(3+2Inr)+2C, +vC,(1+2Inr)+2vC, |
r

r—0"

r=0

Oba wyrazenia zawierajace stata C, daza do —oo, stad M, (0)jest skoficzone
jedynie w przypadku C, =0.

2 2 5
Zapis M, (a)=0: 24 +2C2a+vqa +2C,v =0 daje C2=—qa 3+V.
16D 16D 32D 1+v
4 4
. 5
Warunek w(a):O: 94 +C,a*+C, =0 daje C, = qa +v.
64D 64D 1+v

4

2 4
Ostatecznie w(r) L 3tv 2444 StV , lub zmienna r
64D 32D 1+v 64D 1+v a

a | (r * 3+v(r ? 5+v a’ 5+v
w(r): q (—J -2 (—j + _4 (az—rz)[ az—rz]
64D |\ a 1+v\a 1+v 64D 1+v
_S+v qa*
l1+v 64D

Ugiecie maksymalne, w §rodku ptyty: w,, =w(0)
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Funkcje momentow ptytowych, radialnych i obwodowych:

b, ()=o) ) ()]

Momenty w $rodku plyty, jednakowe: M, (0)=M ,(0)= %(3 +v)
2
Momenty na brzegu ptyty: M ( ) 0, M ( ) %(1 — V)
%}:1—1'] %}-{1—1 )
1 Is BRCHEE
(M,, ‘ “l l 0r) L I ”J
S ga: o ga
—(3+v) +v)
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2 2 2
Sita poprzeczna (pomocniczo laplasjan) V>w = 0 VZV + 1ow -42 2(£j _3*v
or- ror 8 a I+v

O vy 2] @) 3+v]|__ar
0.(r)= D@r(vw) 6r[8 [2(51} 1+V}] 2

Na brzegu plyty wartos$¢ ekstremalna ‘ 0. (a)‘ = % - jest to reakcja w postaci

obciazenia rbwnomiernie roztozonego na obwodzie, o wypadkowej réwnej

wypadkowej obciazenia powierzchniowego: W = %27m =qra’.

Kat nachylenia stycznej do powierzchni srodkowej na brzegu plyty

(a)_a_w B qr3_qa23+v .
4 16D 16D 1+v

or 8D(1+v)

r=a r=a

J. Gorski, M. Skowronek, K. Winkelmann e Teoria sprezystosci i plastycznosci ¢ Wyktad 11 2016 « KMB WILIS PG



Uwagi: 1) przedstawiony schemat jest wlasciwy w analizie konstrukeji cylin-
drycznej posadowionej na sztywnym podtozu (zwrot obcigzenia ku gorze)

2a reakcje

w $ciankach

a “ budowli
cylindrycznych
| g = const

EEERE

2) ze wzgledu na niezerowe momenty zginajace obwodowe
w plytach zelbetowych istnieje koniecznos¢ zbrojenia obwodowego

w calym obszarze ptyty. W ograniczonej strefie sSrodkowej kierunki: radialny
1 obwodowy sa w sasiednich punktach zblizone (w $rodku ptyty
nierozroznialne), stad "

w otoczeniu Srodka plyty ' zbrojenie
zbrojenie moze by¢ na ﬂmﬂlﬂlﬂ‘&f
o ortogonalne
ortogonalne. zbrojenie g
1na 1110111&11t}'

radialne
1 obwodowe
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Przyktad: ptyta kolowa utwierdzona, obciazona rownomiernie

q = const
p g
2a
: . .
Warunki brzegu utwierdzonego: 1) W(a) =0, 2) (p(a) -2 = 0
rl,._,

Warunki ograniczajace w Srodku: 3) W(O) skonczone, 4) M . (O) skonczone.

Funkcja powierzchni ugigcia plyty: w(r)=w, (r)+wg(r).

4

qr

Rozwiazanie szczegolne w przypadku g = const to w, = , Zzatem

4
rozwigzanie laczne w= % +C 7’ Inr+C, 7> +C,Inr + C,.

J. Gorski, M. Skowronek, K. Winkelmann e Teoria sprezystosci i plastycznosci ¢ Wyktad 11 2016 ¢ KMB WILIS PG



Wartosci stalych catkowania - do samodzielnego obliczenia,

b 2
rozwiazanie szczegdlne: w(r)= ng {1—(1j } :
a

4
Ugigcie maksymalne, w srodku ptyty: w = w(O) = % , W przypadku
v =0 warto$¢ pigciokrotnie mniejsza, niz w ptycie swobodnie podparte;.

Funkcje momentow ptytowych, radialnych i obwodowych:

M, (r)- —D(er :?:j 4 {lﬂ/ (3+V)(§ﬂ
Mw(r)z—DG%+Z;”):ql‘g {lﬂ/ (1—3v)(£ﬂ.

Momenty w srodku plyty, jednakowe: M (O) =M, (O) = ﬂ(1 + v)

2
Momenty na brzegu plyty: M,r(a)z—% Mw(a):—%v

9
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Problem ptyty utwierdzonej pod obciazeniem ciaglym mozna rozwiaza¢ jako
superpozycj¢ dwoch stanow:

* ptyta swobodnie podparta pod obciazeniem .

* ptyta obcigzona roztozonym rownomiernie na obwodzie momentem M.
W kazdym z przypadkoéw obliczony zostaje kat obrotu u brzegu ptyty.
Warunek zgodnosci katow obrotu: ¢? + ¢*° =0 daje w rezultacie
niewiadoma M ,, rdwna momentowi radialnemu utwierdzenia ptyty
catkowicie utwierdzone;.

M, M,
h® _|.._._._._._._._._._._._._._._.__.,{_)
a8 ] - AN
- c'wl -
—\r=a 2
C L. a
od obciazenia momentem A, //:' o

.
- Ll

(rozlozonym na obwodzie)
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