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1. Wprowadzenie

Analiza deterministyczna wtasciwosci obiektu, konstrukciji,
elementu polega na analizie jednego obiektu, konstrukcji lub
elementu.

Na jej podstawie nie ma podstaw do wnioskowania o innych
obiektach, konstrukcjach czy elementach.

Analiza probabilistyczna wtasciwosci konstrukcji zajmuje sie
metodami wnioskowania o catej zbiorowosci (populacji) na
podstawie statystycznych badan cech pewnej czesci populacji
(proby, prébki) obiektow realizowanych wedhug takich samych
projektow, z takich samych materiatow, spetniajacych t¢ samg
funkcje-

J. GOrski e M. Skowronek e Niezawodnosé e Katedra Mechaniki Budowli i Mostéw



W projektowaniu konstrukcji budowlanych ma si¢ do czynienia z
podejsciem probabilistycznym, polegajacym na przewidywaniu
prawdopodobienstwa a priori - na podstawie znajomosci mechaniki
budowli, parametrow losowych wlasciwo$ci materialow i obcigzen.

Probabilistyczna analiza konstrukcji dotyczy prognozy
wlasciwosci, natomiast statystyczna analiza konstrukcji dotyczy
zbadanych parametrow obiektéw budowlanych.

Statystyka matematyczna jest podstawg metod wnioskowania o
wlasciwosciach wszystkich obiektow populacji ogolnej na
podstawie znajomosci poznanych wtasciwosci obiektow nalezacych
do zbioru proby.
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1.1 Dyskretne zmienne losowe

Wyodregbniona do badan czes¢ populacji ogdlnej, nazwana proba,
powinna przede wszystkim by¢ reprezentatywna — nalezy pobierac
ja z populacji generalnej w sposob losowy.

Z badan eksperymentalnych cech jednostek wchodzacych w sktad
préby otrzymuje si¢ wielkosci - zmienne losowe x(w), wyrazajace
warto$¢ badanej cechy.

Zmienna losowa jest to funkcja okreslona na przestrzeni zdarzen
elementarnych, przyporzadkowujgca tym zdarzeniom wartosci liczb
rzeczywistych

X: Q>R
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sample space £}

random variable X

event E

Odwzorowanie przestrzeni zdarzen elementarnych w zmienne
losowe

Przyklad (Biegus Probabilistyczna analiza konstrukcji 1999)
Statystyczne badanie wtasciwosci granicy plastycznosci stali

W statycznej probie rozciggania n (35 sztuk) probek stalowych
otrzymano zmienne losowe granicy plastycznosci stali f;, ktore

zakwalifikowano do przedzialéw klasowych (klas), o wartos$ciach
od x; do X, (przedziaty klasowe o wartosci 5 MPa).

i+1
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Tablica 1.1. Wyniki badan granicy plastycznosci stali

Granica plastycznoici stali f, [MPa]
[s:‘t 1 X, X, X, X4 *s X¢
290-295 295-300 300-305 305-310 310-315 315-320
12 303,2
11 3049
10 303,5
9 304,1 308,8
8 302,5 306,9
7 301,1 307,3
6 298,8 304,1 309,2
5 295,7 302,7 309,0 3139
4 2979 304,2 3074 3144
3 2990 303,3 309,8 3134
2 2942 296,6 3039 308,5 311,8
1 292.8 2983 302,0 306,6 3129 318,7

Zmienne losowe x. w postaci dyskretnej, ktorych jest m,

uszeregowano wedtug rosngcych wartosci.

X0y Xpy oee X

m

1)
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Liczbe pomiarow otrzymanych w badaniach zdarzen o wartosci X
0ZNnaczono przez

n,n,, ..,N (2)

Sume liczebnoS$ci badanej proby n opisuje wiec WzOr

n :Zni (3)

Rozktad liczebnos$ci zbioru n, wedhug tabl. 1.1, przedstawiony na
rys.1.1 nazywa si¢ histogramem.
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Rys. 1.1. Wyniki badan statystycznych granicy plastycznosci stali: a — histogram szeregu rozdzielczego,
b — rozklad prawdopodobienstw

Whiosek:
Dyskretne wartosci, uzyskane eksperymentalnie, umozliwiaja
scharakteryzowanie badanej wtasciwosci losowej w postaci

parametru probki (statystyki) jako jednoznacznej funkcji wynikow
badania.
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Parametr probki jako funkcja zmiennych losowych jest rowniez
zmienng losowa.

Parametrami probki sa m.in.: warto$¢ Srednia w prébce, wariancja w
probce, odchylenie standardowe i inne momenty.

Moment w probce rzgdu k wzgledem statej ¢ okresla wzor

n

1
Mk(C):HZ(Xi @) (4)
i=1
gdzie:
n — liczebno$¢ probki,
X. — i-ty wynik badania probki (i-ta obserwacja).

Wartosé srednia w probce jest momentem zerowym (dla ¢ = 0)
rzedu pierwszego w probce 1 okresla przecigtng wielkos¢ badane;
zmiennej losowej x.
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Wartos¢ srednig X zmiennej losowej oblicza si¢ ze wzoru:

m

XZEZ(niXi) ()

e

Warto$¢ srednig X spelnia te sama role, jakg spetnia srodek masy
dla uktadu mas skupionych lub srodek ciezkosci przekroju.

Moment centralny w prébce (M, ) rzedu k jest obliczony
wzgledem statej ¢ rownej warto$ci $redniej X w probce.

Wariancja w prébce s* jest momentem centralnym rzedu drugiego
w probce:
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Odchylenie standardowe jest parametrem opisujacym
charakterystyke rozproszenia, ktory informuje o tym ,jak daleko" od
punktu odpowiadajgcego przyjetej charakterystyce potozenia (np.
wartosci Sredniej X) si¢gajg jeszcze punkty odpowiadajace
jednostkom proby.

Odchylenie standardowe wyznacza si¢ je ze wzoru

Sx:\/lzm:[ni(xi_x)z] (6)

N5

W realizacji rozwiazan technicznych zazwyczaj dazy sie, aby
rozrzut badanej cechy byt jak najmniejszy, co wyraza si¢ matym
odchyleniem standardowym.

Duze odchylenie standardowe $wiadczy 0 niejednorodnosci badanej
cechy.
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W celu zobiektywizowania miary rozrzutu obserwacji w probce
oblicza si¢ wspéteczynnik zmiennosci v, badanej cechy:
SX
Ve =
X
Dla zamieszczonych w tabl. 1.1 wynikdéw pomiarOw granicy
plastycznosci stali parametry statystyczne wynoszg:
X =304,49 MPa, s, = 5,63 MPa.

Dystrybuanta empiryczna F(x) jest funkcja, ktéra
przyporzadkowuje kazdej wartosci (klasie) badanej wtasciwosci
sume czestosci wzglednych odpowiadajacych wszystkim
wartosciom wilasciwosci nie wiekszych od tej wartosci (gornej
granicy klasy).

(7)
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(0 dla x< X

F (x)=<|— dlax < x<x,, (8)
n

|1 dla x, <X

a b
) )
F i AF
34/35
29/35 12/35
9/3
20/35 .
6/351+
5/35
8/35
2/35-
2/35 X 1/3 1 X
® 1 2 3 4 5 § 0 1 2 3 4 5§

Rys. 1.2. Dystrybuanta empiryczna (a) oraz przyrosty dystrybuanty empirycznej (b)
Suma dtugosci wszystkich odcinkdw reprezentujacych skoki
dystrybuanty (rys. 1.2b) réwna si¢ jednosci.
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Przyklad
Rozwazmy belke

N A

r/;}zg_ £ _9,7@7
, 8 , 38 ., 3 7

Wartosci sit P; 1 P, przyjmuja wartosci 4,5,6 and 3, 4 [kN]

Przestrzen zdarzen elementarnych:
Q={(4,3),(4,4).(53),(54). (6 3), (6,4}

Ponadto przyjmujemy: P(P,=4)=0.3, P(R, =5)=0.5 oraz
P(P,=6)=0.2.
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Gestos¢ prawdopodobienstwa funkcji p, 1 dystrybuanta B, dla sity
P, przedstawiono na rysunku

kpe, (x) | B (x)
I.OT 10 4o _ ——
U‘% , 0.5 T |_+: ;
L |
o BN
— X e ——— -
0 b 0 5 *

Zwrdéémy uwage, ze punkty — kéteczka nie naleza do dystrybuanty.
Dodatkowo mozna okresli¢ modg rowng 5.

Wartos¢ oczekiwana (alternatywne oznaczenia)
Zmienna dyskretna: E[X]=Y_xpy (%),

éredniaY:%in, Hx :inpx (%), Px (Xi):%
i=1 X
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Zmiennaciggla  E[X]=)xpy (X)

Wartos¢ oczekiwana dla sity P;.
E[X]=4-0.3+5-05+6-0.2=4.9

Wariancja

X

1 n

n-13

(%, —7)2 , o

Z(Xi — Hy )2 Px (Xi)’

Xi

E[XZ] ~=16-0.3+25-0.5+36-0.2 = 24.5.
Mozemy wykazaé, ze o4 = E [X 2}— s

o; =245-4.9°=0,49
Odchylenie standardowe

o, =+/0.49=0.7

Wspotczynnik zmiennosci V, = Ox 19 =0.14

0.7
Hy

Px (%)

= N
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Na podstawie wykonanych badan statystycznych, np. granicy
plastycznosci stali, mozna wnioskowac, jaka jest szansa, iz w
niezbadanej czesci populacji wyrobow stalowych wystapi stal o
granicy plastycznosci X..

Szans¢ takiego zdarzenia okresla si¢ jako prawdopodobienstwo.
Prawdopodobienstwo p, zdarzenia (0 < p, <1), iz w Kolejnych
badaniach otrzyma si¢ pomiar cechy o wartos$ci X. Wynosi

n;
P =—
n

Wiasnosci prawdopodobienstwa:
0< py(x)<1

i Px (X):

P(a<X<b)=2 p(X)= 2 px(X

X <b X <=a

9)
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1.2 Ciagle zmienne losowe

Gdy zmienna losowa x jest ciggta, woweczas histogram (rys. 1.3a)
zamienia si¢ W funkcje gestosci prawdopodobienstwa f(x)
(rys. 1.3a),

f(x)l p=fitx)dx

®
/f(x}dx: 1

X X

Rys. 1.3. Aproksymacja histogramu (a} oraz ciagla funkgja (b) rozkladu prawdopodobienstwa
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Krzywa kumulacyjna (rys. 1.2a) zmienia si¢ w funkcje¢ ciagta
dystrybuanty F(x)

} ix(®)

L

Rozktad gestosci prawdopopodobienstwa i dystrybuanta

fx(x)T

— —

X

Ilustracja zaleznosci pomie;dzy gestoscig i dystrybuantg.
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Funkcja rozkladu prawdopodobienstwa jest to funkcja
okreslajgca prawdopodobienstwo zdarzenia, polegajace na tym, ze
zmienna losowa przyjmie okreslong warto$¢ X. lub wartos$¢ nalezaca

do przedziatu (X, X, ).

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa p(x) zmiennej losowej
(gestos¢ prawdopodobienstwa f (x)) dla zmiennej losowej ciaglej
wyraza zaleznos¢
. N
p(x). _f(x)dx_(!xlin()FAx (10)

Jest to prawdopodobienstwo wystepowania wielkosci X
rozwazanego przedziatu w granicach Ax.

Dystrybuanta jest to funkcja F(x) okreslajaca prawdopodobienstwo
zdarzenia polegajace na tym, ze zmienna losowa przyjmie wartosc¢
mniejsza 0od ustalonej wartosci rzeczywistej X..
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Jesli funkcja gestosci f(x) jest ciggta w punkcie x, to jest ona w tym
punkcie pochodng dystrybuanty F(x).

Przyktad: na rys. 1.4 pokazano gestos¢ prawdopodobienstwa

rozktadu normalnego (Gaussa) — rozktad symetryczny (do opisu
wystarczy wartos¢ oczekiwana 1 odchylenie standardowe).

S. .5
foa} X
0.4

RENETRA

L _>H,_
km x|
TR
— wun

X

P

6 7 8 9 10 " Rys. 14. Gestosé prawdopodobienstwa
rozktadu normalnego

v 4
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Rozklad logarytmo-normalny - rozktad niesymetryczny, ktory
charakteryzuje mediana X oraz wskaznik zmiennoSci v, .

)
fix)

0,4

0,3

0.2

01+4+—
0 1 - Rys. 1.5. Gestoéé prawdopodobienstwa
+ rozkiadu logarytmo-normalnego

Mediang jest warto$¢ dzielaca wykres f (X) na dwie réwne co
do obszaru powierzchnie i spetniajgca rownos¢
F(X) = 0,5 (F(x) - dystrybuanta).
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Moda (warto$¢ modalna, dominanta) zmiennej losowej ciggtej x to
taka warto$¢ X tej zmiennej, ktérej odpowiada najwicksza warto$¢

funkcji gestosci f (x).

Skos$nos¢ liczymy ze wzoru:
E|:(X — Hx )3} - Ii(x_ﬂx )3 fx (x)dx
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Rozklad prawdopodobienstwa Weibulla.

[}
fix) |
0,4 |

03

0,2 4~

0,1

Rys. 1.6. Gestos¢ prawdopodobienistwa
rozkiadu ekstremalnego

Parametrami opisujgcymi ten rozktad jest wartos¢é rowna w
przyblizeniu wartosci modalnej, odpowiadajacej maksimum
wykresu funkcji gestosci f(x) oraz wspotczynnik o,
charakteryzujacy zmienno$¢ (rozrzut) zmiennej losowej X.
W celu identyfikacji typu rozktadu badanej zmiennej losowej
(t). okreslenia ksztattu funkcji dystrybuanty) korzysta sie z
nieparametrycznych testow istotnosci.
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Polegaja one na wstgpnym zatozeniu typu rozktadu i weryfikacji
przyjetej krzywej hipotetycznej dla zatozonego poziomu
doktadnosci opisu badanego zjawiska.

Parametrami probabilistycznymi rozktadow zmiennych losowych sa
state wielkosci charakteryzujace funkcje tego rozktadu.

W przypadku rozktadu normalnego zmiennej losowej, pojgciowo
warto$¢ oczekiwana m w rozktadzie odpowiada sredniej X,

a odchylenie srednie zmiennej losowej o odpowiada odchyleniu
standardowemu s,

Parametry te dla cigglej zmiennej losowej x o funkcji f(x) oblicza si¢
Ze Wzorow
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m:Y:T f (x)xdx (11)

a:sx=\/j f(x)(x—X)dx (12)
Nalezy jednak zauwazy¢, ze funkcja rozktadu prawdopodobienstwa
f (X) nie jest zdeterminowana, gdy dysponuje si¢ tylko parametrami

w postaci wartosci centralnej i odchylenia charakterystycznego.

Zidentyfikowanie to jest mozliwe, gdy dla badanej prébki z
populacji mozna przyjaé¢ rozktad normalny.

Rozktad normalny jest powszechnie stosowany w wielu analizach
statystycznych.

Drugg grupg¢ charakterystyk zmiennej losowej (oprocz momentow)
stanowig parametry pozycyjne.
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Wsréd nich wazng role spetniajg kwantyle zmiennej losowej.
Liczbg X, nazywa si¢ kwantylem p-tego rze¢du (0 <p <1)
zmiennej losowej X, ktora spelnia nierownosci

Prix<x,}=p, Pri{x=x,}=1-p (13)

Kwantyl rzedu p jest to taka warto$¢ zmiennej losowej, ktora nie
jest przewyzszona z prawdopodobienstwem p.

Mediana jest szczegolnym przypadkiem parametru pozycyjnego,
zwanego kwantylem rzedu p = 0,5.

Kwantyle rzedu k/4 (k = 1, 2, 3) nazywa si¢ kwartylami.

Gdy dystrybuanta F (x) jako catka rozktadu f(x) jest ciggla w
punkcie x, wowczas kwantyl X jest pierwiastkiem rownania

F(x,)=p (14)
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