1.1 Rozklad normalny

Rozktad normalny jest najczesciej stosowany w zastosowaniach
technicznych 1 rachunku prawdopodobienstwa.
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Rys. 1.7. Gesto$¢ prawdopodobienstwa rozktadu normalnego N(x, s,) i N(0, 1)
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Wiele zjawisk fizycznych, cho¢ nie podlega Scisle rozktadowi
normalnemu, mozna po odpowiedniej transformacji aproksymowac
Za jego pomocy.

Istotng cechg rozktadu normalnego: kazda liniowa kombinacja
niezaleznych zmiennych losowych o rozkladach normalnych jest
rowniez zmienna losowq o rozkladzie normalnym.

Rozktad normalny o parametrach wartosci $redniej X i odchyleniu
standardowym s, oznacza si¢ N (X,s, ).

Gestos¢ prawdopodobienstwa f(x) zmiennej losowej o rozktadzie
normalnym N (X,s,) jest okreslona wzorem

f (X) _ e—(X—Y)ZIZS)% (1)
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Tablica 1.2. Wartosci funkcji rozktadu normalnego

7
e

.
t ft) F(t) R(1) 2R (1)
0,0 0,398 942 0,500 000 0,500 000 1,000 000
0,1 0,396 952 0,539 827 0,460 173 0,920 344
0,2 0,391 043 0,579 260 0,420 740 0,841 481
0,3 0,381 388 0,617 911 0,382 089 0,764 177
04 0,368 270 0,655422 0,344 578 0,689 156
0,5 0,352 065 0,691 465 0,308 535 0,617075
0,6 0,333 225 0,725 747 0,274 253 0,548 506
0,7 0,312254 0,758 036 0,241 964 0,483 927
0,8 0,289 692 0,788 145 0,211 855 0,423 711
09 0,266 085 0,815 940 0,184 060 0,368 110
1,0 0,241 971 0,841 345 0,158 655 0,317 311
1,1 0,217 852 0,864 334 0,135 666 0,271 332
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1,0 0,241 971 0,841 345 0,158 655 0,317 311
1,1 0,217 852 0,864 334 0,135 666 0,271 332
1,2 0,194 186 0,884 930 0,115070 0,230 139
1,3 0,171 369 0,903 195 0,096 805 0,193 601
1,4 0,149 727 0,919 243 0,080 757 0,161 513
1,5 0,129 518 0,933 193 0,066 807 0,133614
1,6 0,110921 0,945 201 0,054 799 0,109 599
1,7 0,094 049 0,955 435 0,044 565 0,089 131
1,8 0,078 950 0,964 069 0,035931 0,071 861
1,9 0,065 616 0,971 284 0,028 716 0,057 433
20 0,053 991 0,977 250 0,022 750 0,045 500
2,1 0,043 984 0,982 136 0,017 864 0,035 729
2,2 0,035 475 0,986 097 0,013903 0,027 807
23 0,028 327 0,989 276 0,010 724 0,021 548
2,4 0,022 395 0,991 803 0,008 197 0,016 395
2,5 0,017 528 0,993 791 0,006 209 0,012419
2,6 0,013 583 0,995 339 0,004 661 0,009 322
2,7 0,010421 0,996 533 0,003 467 0,006 934
2.8 0,007 915 0,997 495 0,002 505 0,005 110
29 0,005 952 0,998 134 0,001 866 0,003 732
3,0 0,004 432 0,998 650 0,001 350 0,002 700
3,5 0,000 873 0,999 768 0,000 232 0,000 465
4,0 0,000 134 0,999 968 0,000 032 0,000 063
4,5 0,000 016 0,999 996 0,000 004 0,000 008
5,0 0,000 001 5 0,999 9997 0,000 000 3 0,000 000 6
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Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze X < X, otrzymuje si¢ przez
scalkowanie rozktadu normalnego w granicach od —co do X;

F(x)= j f(x)dx= . j%je—(x—x)z/zsidx

Rozwazana funkcja rozktadu normalnego N (X,s, ) nie jest

elementarna, wigc catkowanie nie jest proste.

Dlatego tez korzysta si¢ z tablic rozktadu normalnego — nalezy
dokona¢ standaryzacji zmiennej losowe;.

(2)

Standaryzacja rozkladu normalnego jest transformacja rozktadu
N (X,s, ) narozktad normalny standaryzowany N (0,1) i polega na

przeksztalceniu zmiennej losowej X o wartosci oczekiwanej X oraz

odchyleniu standardowym s, do zmiennej losowej t o wartos$ci
oczekiwanej t =0 oraz odchyleniu standardowym s, =1.
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Przeksztalcenie to nalezy interpretowac jako zmiang punktu
zerowego zmiennej losowej (przez odjecie warto$ci $redniej)

1 zmiang jednostki skali (w wyniku podzielenia przez odchylenie
standardowe).

Gestos¢ prawdopodobienstwa dla standaryzowanej zmiennej
losowej
t= LS (3)
S

X

wyznacza si¢ ze WZoru

f(t)=—r—e @
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Dystrybuanta F(t) rozktadu normalnego standaryzowanego N (0,1)
,dlat=0i s, =1, wynosi

F (t)= %ie‘z’zdt 5)
lub w postaci réwnowazne;j

F(t)=0,5+4(t) (6)
gdzie ¢(t) jest catka bledow (nazywana funkcja Laplace'a), opisana
wzorem

$(t) = % j e 2dt (7)

Tablice wartosci dystrybuanty czy tez gestosci sporzadza si¢ tylko
dla rozktadu zmiennej losowej standaryzowane;.
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Na rys. 1.8 pokazano wykresy funkcji gestosci prawdopodobienstwa

f(x) i f(t) oraz dystrybuanty F(x) i F(t) standaryzowanego rozktadu
normalnego

a [ b i
fix)| f(t) Fix)
0,4/5,1 1,00 §—————
0'3/51.. 0.?5 ) P E——
U,Z/SX-- h 0,50 + ——
01 /Sx 1 0,261 ————

I

x-3s,
X-2s,
S—

X
i
!
0

—
N+
w

-3 -2 1
Rys. 1.8. Gegstos¢ prawdopodobienstwa (a) i dystrybuanta (b) standaryzowanego rozkladu
normalnego
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Wplyw parametru s, - odchylenia standardowego na gestose

prawdopodobienstwa rozktadu normalnego ilustruje rys. 1.9.

A
fix)

0 %

Rys. 1.9. Wplyw odchylenia standardowego na gegstos¢ prawdopodobienstwa rozktadu normalnego
Badane cechy jednostek populacji (na przyktad wytrzymatos¢
materiatu, no$nos¢ elementu) charakteryzujace si¢ duzym rozrzutem
maja "splaszczone" rozktady prawdopodobienstwa.

W przypadku za$ matej wartosci odchylenia standardowego S,

rozktady gestosci prawdopodobienstwa sg "strome".
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1.2 Kombinacja niezaleznych zmiennych losowych normalnych

Modelem populacji ogolnej badanej ze wzgledu na dwie lub wigce;j
cech jest zmienna losowa wielowymiarowa.

4f(NR) wartedé drednia noénodci
03
021
01+
fro
L 1 L o T, (mm]
0 b 5 ?

Rys. 3.16. Dwuwymiarowa funkcja gestosci losowej nosnosci stalowych zbiornikow [13]
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Miegdzy zmiennymi losowymi moze zachodzi¢ zaleznos¢: jedna ze
zmiennych losowych reaguje zmiana swego rozktadu na zmiane
drugiej zmiennej.

Podstawowymi pojeciami stuzgcymi do analizy zalezno$ci miedzy
zmiennymi losowymi sg korelacja i regresja.

Korelacja wyraza stopien zaleznos$ci migdzy zmiennymi losowymi
(site zaleznosci), regresja jest funkcyjnym odzwierciedleniem tej
zaleznosci (jej ksztattem).

Korelacja liniowa to zalezno$¢, przy ktorej statym przyrostom
wartosci jednej zmiennej losowej towarzysza state przyrosty
(dodatnie lub ujemne) wartosci oczekiwanych drugiej zmiennej.

Miara liniowej korelacji zmiennych losowych X, y jest
wspolezynnik korelacji liniowej p,, .
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Wspolezynnik korelacji liniowej proby p,, na podstawie badan
Z n par wynikow

(X Y1 )o (Xar Y2 )oees (% ¥ )1 oo (X0 Vi)
oblicza si¢ wedtug wzoru

n

2 (% =%)(¥%,-V)

i=1

n

Pxy = -
J;m—x)zzwi—vf

=1

gdzie:

X., ¥, — i-te wyniki badania proby,

X, Y —wartosci $rednie zmiennych losowych.

Wspolczynnik korelacji liniowej p,, przyjmuje wartosci

(8)

9)

J. GOrski e M. Skowronek e Niezawodnosé e Katedra Mechaniki Budowli i Mostéw

12



1< p,, <1 (10)

Gdy wspotczynnik korelacji p,, =-1 lub p, =1, wtedy migdzy

zmiennymi losowymi X i1y istnieje $cista zalezno$¢ w postaci
funkcji liniowej.

Jesli wspotezynnik korelacji p,, =0, to migdzy zmiennymi nie
zachodzi korelacja liniowa (sg nieskorelowane).

Im wspotczynnik korelacji ‘ Py
mocniejsza.

jest blizszy 1, tym korelacja jest

Zmienne niezalezne w sensie probabilistycznym sa zawsze
nieskorelowane, natomiast zmienne nieskorelowane nie musza
by¢ niezalezne (chyba ze ich rozktad dwuwymiarowy jest
normalny).
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Rozpatruje si¢ zmienne losowe X(®) oraz y(®) o rozkladach
normalnych, ktdre sa probabilistycznie niezalezne.

Istotna wtasciwosé rozktadu normalnego: kazda liniowa
kombinacja oraz suma i réznica dwoch (a w konsekwencji
dowolnej skonczonej liczby) niezaleznych zmiennych losowych o
rozkladach normalnych ma rowniez rozklad normalny.

Dwusktadnikowa suma lub r6znica niezaleznych zmiennych
losowych o rozktadach normalnych x (@) (o parametrach X i s,)

oraz y(w) (o parametrach ¥, s, ) daje w rezultacie nowa zmienna
losowa Z (@), o rozkladzie normalnym i parametrach warto$ci
sredniej Z i odchylenia standardowego s, .
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Parametry zmiennej losowej z(®) sumy dwoch niezaleznych
zmiennych losowych x(@) i y(@) o rozktadach normalnych
opisujg wzory

z(a)): X(0)+Yy(w) (11)

=X+YV (12)

S, =[S +S) (13)

e (14)
X+V
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Parametry zmiennej losowej z(®) roznicy dwdéch niezaleznych
zmiennych losowych x(@) i y(@) o rozktadach normalnych
opisujg wWzory
z(0)=x(w)-y(o) (15)
Z=X-Yy (16)

S, = /S, +5; (17)
JS: S

z Y _ V
Nalezy zauwazy¢, iz odchylenie standardowe s, zmiennej losowej
z(®), niezaleznie, czy dotyczy to sumowania, czy tez

odejmowania, jest zawsze wigksze od odchylen sktadowych s, i s, .
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W przypadku iloczynu lub ilorazu zmiennych losowych x(«) oraz
y(®), o rozktadach normalnych nowa zmienna losowa z (@) ma

rozktad niesymetryczny.

Aproksymacja za pomoca rozktadu normalnego iloczynu dwoch
niezaleznych zmiennych losowych Xx(@) i y(®) o rozktadach

normalnych:
2(0)=x()y (@)
=Xy

S, = \/ X’S, +5;5; +Y°s;
v, = \/vxz +Veve +V;
gdzie

_ S _3y
Vv, < v, v

(19)
(20)
(21)

(22)

(23)
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lloraz dwoch niezaleznych zmiennych losowych X(a)) [ y(a))

y(@)
X
Z:j
y
. _ 1\/7235+723§
1T o 2.2
y y's,
2 2
o v, Vs,
z 2
\f 1+vy
gdzie
Vx :tx Vy =
X y

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

J. Gorski e M. Skowronek e Niezawodnosé e

Katedra Mechaniki Budowli i Mostow

18



Nalezy nadmienié, ze w przypadku iloczynu oraz ilorazu zmiennych
losowych x(®) i y(@) nalezy w zasadzie rozwazy¢ zastosowanie

lepszych aproksymacji z(@) na przyktad za pomoca rozktadow
logarytmiczno-normalnych.

Odchylenie standardowe s, zmiennej losowej z(w) jest zawsze
wigksze 0d odchylen sktadowych zmiennych losowych s, i's, .

Szacowania wartosci obliczeniowych analizowanych wielkosci X,,
0 parametrach X i s, wyznacza si¢ jako kwantyle dla argumentu t
rozktadu ze wzoru

X, = X £ts, (29)
Argument t rozktadu przyjmuje si¢ w zaleznosci 0d zatozonego

prawdopodobienstwa ryzyka i doktadnosci oceny oszacowania
badanej wielkosci.
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Zadana doktadno$¢ oszacowania analizowanego parametru ma
zwiazek z liczebnoscia proby n.

Eurokod 3 proponuje w przypadku doswiadczalnego wyznaczania
nosnosci charakterystycznej x, konstrukcji stosowac wzory

X, =X—1S,, (30)
gdzie
S, = \/LG:(xi -x)’ (31)
n-143
w ktorych

n — liczebno$¢ proby,
X. — iI-ty wynik badania prébki (i-ta obserwacja),
X — warto$¢ srednia proby.
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Argument rozktadu t nalezy przyjmowa¢ wedtug tabl. 1.3
w zaleznos$ci od liczebnos$ci proby n.

Tablica 1.3. Wartodci argumentu rozkiadu t w zaleznosci od liczebnoéci proby n

n 4 5 6 8 10 20 30 o0
: 2,63 2,33 2,18 2,00 1,92 1,76 1,73 1,64
Przyklad 1.1

Aproksymowac¢ za pomoca rozktadu normalnego parametry
prostokatnego pola przekroju poprzecznego belki drewnianej A i s,

Z badan statystycznych wymiaréw poprzecznych belek
drewnianych otrzymano nast¢pujace parametry

losowej wysokosci: h =100mmi s, =3mm oraz
losowej szerokosci: b =60mm i s, =2mm (zalozono, iz zmienne
losowe h(w) i b(®) maja rozktad normalny).
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Srednie pole przekroju poprzecznego belki i jego odchylenie
standardowe wynosza
A =hb =100-6 =60 cm’
s, =/h2s? +s2s% +b?s? =/10%-0,22 +0,22.0,3? +6-0,3" =
=2,69 cm’

W analizowanym przyktadzie wspdtczynniki zmiennosci
wysokosci, szerokosci I pola przekroju poprzecznego belki wynosza

v, =s,/h=3/100=0,03

v, =5,/b=2/60=0,033

v, =S,/ A=2,69/60=0,0448
Tak wigc wspotczynnik zmiennosci pola przekroju poprzecznego
belki v, > (v, ;).
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Przyklad 1.2
Dla danych z przyktadu 1.1 nalezy wyznaczy¢ obliczeniowe pole
przekroju poprzecznego A,, aby prawdopodobienstwo wystapienia

przekroju mniejszego niz A, nie przekraczato 0,01
(bezpieczenstwo 0,99).

Z tablic rozktadu normalnego (tabl. 1.2) odczytano, ze wartos¢
dystrybuanty 0,99 wystepuje dlat = 2,3.
Kwantyl A, wyznaczony wynosi

A =A-ts, =60-2,3-2,69 = 53,813 cm?
Tak wiec, aby prawdopodobienstwo wystgpienia mniejszego
przekroju poprzecznego analizowanej belki nie przekroczyto 1 %,
nalezy przyja¢ do obliczen A, = 53,813 cm?, to jest pole przekroju
mniejsze od wartos$ci Sredniej 0 10,3%.
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Graficzng ilustracje przyktadu 1.2 pokazano na rys. 1.10.

feA) L T
- .
E
i_
_!
E gwarancja
) . A
0 b T - .
Ay A

Rys. 1.10. Graficzna ilustracja przykladu 1.2
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Przyklad 1.3

Wyznaczy¢ parametry wskaznika zginania W i s, belki o przekroju
prostokatnym, o losowych parametrach wysokosci 1 szerokosci
podanych w przyktadzie 1.1.

Sredni wskaznik zginania oraz odchylenie standardowe wskaznika
zginania przekroju prostokatnego wynosza

W _—Bﬁz :E 6-10° =100 cm?®

s, _\/_ h*s? +4b2h’s :\/i[104-0,22+4-62-102-0,32]=
36

= 6,86 cm®

Nalezy zauwazy¢, ze wspotczynniki zmienno$ci pomierzonych
parametrow geometrycznych przekroju poprzecznego belek
wynosity v, = 0,03, v, = 0,033, a wskaznika zginania przekroju -
v,y = 0,0686.
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Rys. 1.11. Graficzna ilustracja przyktadéow 1.1, 1.2 1 1.3
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1.3 Estymatory zmiennych losowych

Teoria estymacji jest dziatem statystyki matematycznej poswiecone;j

zagadnieniom szacowania (estymacji, oceny) nieznanych
parametrow (np. warto$ci centralnej) badanej populacji generalnej,
estymator zas jest funkcja stuzacg do oceny (estymowania)
nieznanego parametru populacji generalnej.

Estymacja jest wigc procesem wnioskowania o numerycznych
wartosciach nieznanych wielkosci charakteryzujacych populacje
generalng na podstawie niekompletnych danych, takich jak proba.

Podstawowym parametrem szacujgcym zmienng losowa jest
warto$¢ oczekiwana (centralna)

W tabl. 1.4 podano estymatory wartosci centralnych c, tzn. funkcje
stuzace do jej szacowania.
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W tablicy podano tez funkcje gestosci rozktadu oraz estymatory

wartos$ci centralnych dla rozktadéow: N normalnego,

L log-normalnego, G - Gumbela, W - Weibulla.

Tablica 1.4, Parametry zmiennej losowej rozkladow N, L, G 1 W [63]

Parametry rozktadu

Typ rozkladu Wartos¢ Odchylenic . . Gestod¢ prawdopodobicistwa Estymatory wartosei centralnej
1 charaktery- Wspdtezynnik ) A
Pm\'gdf)podo— ?B"c:'% m‘l. styczne Zmiennosci fx)=dF(x)dx e=% %, %, %)
bienstw (8re :lal (standardowe) ! 5
d
N 3 ! ex i X = ix
{ Gausi»a ] E: s =3 s am P o
normalny
L 1 ~In? (x/%) d "
N . —_— - - Inx, ==
:Iog-nm‘ma']ny ’; b} v, Ve \‘x’rZ?t v x o 2w, = exp ,.zl i ,lJ, *t
ogarytmiczny,
G 1 Fox  R-x I 4 R S
Gumbela X u, u, /% u_‘ exp( U, e U ) * =In(;i}le )
(I rodzaju — max)
W 1 X X LI
Weibulla 2 £ %, vy T}ﬁ °""(" }) = (' Lz \/;i)
(ITf rodzaju — min)

! Nazwy uzywane bez zastrzezeti w przypadku rozktadu Gaussa.

I Stosuje sig, gdy wykluczone sa wartosci ujemne (x = 0).
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Parametr x (dla rozktadu normalnego) jest wartoscig oczekiwana,
czyli srednig. Prawdopodobienstwo p nie przewyzsza wartosci
centralnych: X i X, wynosi p = 0,5 w przypadku zmiennych
losowych normalnych (N oraz L).

Parametr X rozktadu Gumbela jest warto$cig modalna, czyli
najbardziej prawdopodobna, przy czym p=e.

Centralne wartosci X w rozktadzie Weibulla sa kwantylami rzedu
1—1le.
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W badaniach statystycznych, oprocz wartosci centralnych, bardzo
cz¢sto nalezy oszacowac wartosci ekstremalne (skrajne).

Czgsto mierzy si¢ wartos¢ X; ekstremalng w zbiorze zmiennych

losowych, na przyktad wytrzymato$¢ minimalng X, uszkodzonych
korozyjnie elementow, lub szczytowa warto§¢ maksymalng Xpax
obcigzen wskazywanych przez urzadzenia pomiarowe w
okreslonym przedziale czasu (obcigzenie wiatrem).

Wartosci skrajne Xmin 0raz Xmax Nie stabilizuja si¢ w kolejnych
probach (wraz ze wzrostem liczebnosci n;), tak jak jest w przypadku
warto$ci centralnych; wrecz przeciwnie sg rozbiezne.

W statystyce ekstremOw zamiast gestosci prawdopodobienstwa lub
dystrybuanty ciagtej zmiennej losowej, wygodniej jest postugiwaé
si¢ innymi charakterystykami prawdopodobienstwa, na przyktad
intensywnoscig r(x) oraz okresem powtarzalnosci t(x).
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W przypadku analizy losowej funkcji, np. obciazenia wiatrem,
nalezy okresli¢ czestos¢ (powtarzalnosc t (X)) wystgpowania
obcigzen wigkszych od warto$ci progowej 0 intensywnosci r(X).

Do oszacowania parametrow ekstremalnych zmiennych losowych
stosuje sie rozktady asymptotyczne, np. rozktady Gumbela,

Frecheta i Weibulla, ktorych wykresy przedstawiono na rys. 1.12,
1.131i1.14.
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Rys. 1.12. Wykresy funkcji rozktadu asymptotycznego maksimoéw Gumbela dla zmiennych parametrow r
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Rys. 1.13. Wykresy funkcji rozkladu asymptotycznego maksiméw Frécheta dla réznych parametrow
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Rys. 1.14. Wykresy funkcji rozkladu asymptotycznego maksimoéw Weibulla dla zmiennych parametrow x
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W tabl. 1.5 zestawiono ekstremalne funkcje rozktadow dotyczace
maksiméw (wazne W badaniach najwiekszych obcigzen) i minimow
(znajduja zastosowanie w zagadnieniach analizy minimalnych
wytrzymatos$ci).

Tablica 1.5. Klasyfikacja asymptotycznych rozkladow ckstremalnych [59]

Rodzaj dystrybuanty Rozklad miniméw Rozklad maksimow
— _ arlx—xy _ aHx—%)
I. Gumbela e [~¢ ] xpEee ]
r>0 r>0
&) [-G=)]
1 —exp| — - exp| —{ =
I1. Frécheta c—X xX—c
x<e, a=—X)r>0 xzc,a=(X—cr>0
x—c\* c—x\*
oo (= ] oo (=]
III. Weibulla i—c c—%
xzc,a=X—-c)r>0 x€c,a=—=X)r>0

Szczegolna przydatnosé asymptotycznych rozktadow ekstremalnych
polega na tym, ze umozliwiajg one prognoze probabilistyczng bez
znajomos$ci macierzystych rozktadow prawdopodobienstw.
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W tabl. 1.5 parametr c, ktéry ogranicza jednostronnie rozktady
ekstremalne Il i 11l rodzaju, wynika zazwyczaj z fizycznej
interpretacji zmiennej losowej.

Gdy rozktady dotycza zmiennej losowej dodatniej (II/max i III/min)
badz ujemnej (I1/min, III/max), czgsto przyjmuje si¢ ¢ = 0.

Wyboru jednej z trzech rodzajow funkcji ekstremalnych dokonuje
si¢ na podstawie rozeznania, czy wartosci ekstremalne sg
nieograniczone, czy ograniczone lewostronnie, czy tez
prawostronnie.

Do szacowania wytrzymatosci materiatow 1 nosnosci systemow
konstrukcyjnych uzywa si¢ na ogét rozktadow normalnych i
logarytmiczno-normalnych.
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Do estymacji losowych parametrow obcigzen zmiennych (np.
pochodzenia klimatycznego: obcigzenie wiatrem, $Sniegiem) stosuje
si¢ rozktady niesymetryczne i ekstremalne.

Do szacowania tych obcigzen uzywa si¢ zazwyczaj
asymptotycznych rozktadéw wartosci skrajnych.

Parametry losowe obcigzen zmieniajg si¢ w czasie 1 muszg by¢
analizowane zgodnie z zasadami teorii procesow stochastycznych.

Teoria procesow stochastycznych zajmuje si¢ uogélnieniem
rachunku prawdopodobienstwa na przypadek zmiennych losowych,
ktorych rozktady zalezg od zmiennych parametrow (np. czasu).

Obciazenia state (pochodzg one zarowno od czesci nosnych
budowli, jak i jej wyposazenia). Opisuje si¢ je zazwyczaj
rozktadami symetrycznymi.
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