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2. Szacowanie bezpieczenstwa konstrukcji metoda
probabilistyczna poziomu 2

Podstawg obliczen probabilistycznych poziomu 2 bezpieczenstwa
konstrukcji sg dwa parametry statystyczne: warto$¢ centralna m,
(W szczegolnosci X — $rednia lub X - mediana) oraz

miara rozrzutu o, (W szczegdlnosci s, — odchylenie standardowe

lub charakterystyczne, v, - logarytmiczny wspotczynnik
Zmiennosci).

Parametry my i o, opisuja W petni rozktad normalny.

Do oceny niezawodnosci W tej metodzie nie jest jednak potrzebna
identyfikacja typu rozktadu prawdopodobienstwa.

Sa to obliczenia "bezrozktadowe", to znaczy nie wymagaja hipotez
0 typie rozktadu prawdopodobienstw.
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Metody probabilistyczne poziomu 2 stuza do kalibrowania
czesciowych wspotczynnikOw bezpieczenstwa wystepujacych w
metodzie probabilistycznej poziomu I (najczesciej w celu
nowelizacji norm obcigzenia i wymiarowania konstrukcji).

Rozpatruje si¢ przypadek analizy niezawodnosci konstrukcji, w
ktorej o bezpieczenstwie decyduja dwa pojedyncze i niezalezne
czynniki losowe: wytrzymato$¢ R(w) i obciazenie S (o).
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Dwuwymiarowa gestos¢ prawdopodobienstwa funkcji
niezawodnosci konstrukcji f(R, S) przedstawiono na rys. 2.9.

A

f(R.S)

Rys. 2.9. Dwuwymiarowa funkcja gegstosci prawdopodobienstwa f (R, §)
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Geometryczng interpretacj¢ bezpieczenstwa w metodzie
probabilistycznej poziomu 2, przy zatozeniu liniowoSci Stanu
granicznego, pokazano na rys. 2.10.

Rys. 2.10. Okreslenie bezawaryjnych i awaryjnych standéw konstrukcji
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W przypadku dwaéch wptywow losowych f (S) i f (W) otrzymuje sie
dwuwymiarowy rozktad prawdopodobienstwa niezawodnosci
konstrukcji w postaci

f(R,S)=f(R)f(S) (1)
Przy zalozeniu liniowosci brzeg stanu granicznego opisuje linia
prosta

R=S (2)

Objetosc gestosci prawdopodobienstwa f(R, S) ponizej tej proste;j
(rys. 2.10) odpowiada obszarowi awaryjnemu (stanom zawodnoSci
konstrukciji).

Dla rozktadow normalnych wytrzymatosci i obcigzenia otrzymuje
si¢ dla przypadku f(R, S)=const warstwice w postaci elips (rys. 2.11)
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A S
R <2
f(R S)=const stany stany
bezpieczne zniszczenia
mi‘?
0 Mg S >

Rys. 2.11. Stany bezawaryjne konstrukcji na plaszczyinie fazowej

Przechodzac do nowego uktadu wspotrzednych S/ o oraz R/ oy,

elipsy narys. 2.11 zmieniajg si¢ W kota (rys. 2.12), przy czym
zmienia si¢ rowniez nachylenie prostej stanu granicznego.
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Rys. 2.12. Stany bezawaryjne konstrukcji na plaszczyznie fazowej we wspolrzednych zredukowanych

Przenoszac dodatkowo poczatek uktadu wspotrzednych na rys. 2.12
do $rodka kota (m / o, m, / o), otrzymuje si¢ nowe wspotrzedne.
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Rownanie stanu granicznego konstrukcji ma wowczas nastepujaca
postac

Ro,+m, —So, —mg =0 (5)
Im blizej poczatku zmienionego uktadu wspotrzednych lezy prosta
stanu granicznego, tym wieksze jest prawdopodobienstwo p, ze
stan graniczny zostanie przekroczony.

Najmniejsza odleglos¢ miedzy srodkiem O przeniesionego uktadu
wspotrzednych a prosta stanu granicznego (w punkcie A) jest miarg
bezpieczenstwa p.

J. GOrski e M. Skowronek e Niezawodnosé e Katedra Mechaniki Budowli i Mostéw 9



Réwnanie (5) mozna przedstawi¢ W nast¢pujacej postaci

+3S - =0 (6)
Joi+o:  \oi+ol \Joi+ol
Wspoétczynniki przy wartosciach RiS sg kosinusami
kierunkowymi (nazywanymi wspotczynnikami wrazliwosci o, o)

wersora prostopadiego do linii stanu granicznego w punkcie A
(rys. 2.13)

(o)
c0s &5| = |org | = ——=— (7)
ORr +(TS
O
008 5| = |ore | = —L— (8)
Oqr +O'S
| dlatego musi zachodzi¢ zwigzek
af +ai =1 (9)
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'A warunki stanu granicznego: —f"*'" —————————— A (S*R¥
/

i liniowe /

S nieliniowe

Rys. 2.13. Okreslenie indeksu niezawodnosci B

Wraz z kosinusami kierunkowymi i odlegtoscia f otrzymuje si¢
wspotrzedne dolnego punktu A (nazywanego punktem kontrolnym),
prostopadiej do prostej stanu granicznego.

Gdy stan graniczny jest forma nieliniowg, otrzymuje si¢
krzywoliniowy brzeg obszaru granicznego (rys. 2.13a).
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Wspétrzedne punktu kontrolnego A na rys. 2.13b sg nastepujace
S" =|cos ;| B = |as| B (10)

R" =|cos di | B jesogjifinnd) (12)

Nalezy zaznaczy¢, ze o | o, jako kosinusy kierunkowe £,
zasadniczo wptywajg na wspotrzedne punktu kontrolnego A
(patrz rys. 2. 13b).

W punkcie kontrolnym A o wspétrzednych (S™,R") istnieje
najwicksze prawdopodobienstwo, ze brzeg obszaru granicznego
zostanie przekroczony.

Miarg bezpieczenstwa konstrukcji jest wskaznik niezawodnos$ci /3
rowny odlegltosci linii standw granicznych R = S w punkcie A, od
poczatku uktadu O (w uktadzie wspotrzednych standaryzowanych
R, S).

Jest to probabilistyczne sprawdzenie bezpieczenstwa konstrukcji
poziomu 2.

J. GOrski e M. Skowronek e Niezawodnosé e Katedra Mechaniki Budowli i Mostéw 12



W uktadzie wspotrzednych S, R wspotrzedne punktu kontrolnego
A(S",R") wyznaczaja wartosci obliczeniowe S,,R, ktére wynosza

~

$* =S, =m, +a.foy (12)
R" =R, =m, +a,fo, (13)
Z réwnania warunku stanu granicznego R” = S™ otrzymuje sie wzor
na probabilistyczny wskaznik niezawodnosci konstrukcji
My — Mg

p= (14)
OR0R + 00y
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Praktyczne zastosowania probabilistycznych obliczen poziomu 2 sg
tatwiejsze, gdy zrezygnuje si¢ z jednolitej miary niezawodnosci S |
osobno sprawdza si¢ rozdzielone wskazniki odnoszace si¢ do
nosnosci [, 1obcigzen S (rys. 2.13b) w nastepujacej postaci

Pr=orf (15)
Bs =asf (16)

Wdweczas réwnanie podstawowe sprzezonej teorii niezawodnosci
(rys. 2.14) ma postac

B = o g + o By (17)
gdzie
m, — R
Br = RG wskaznik no$nos$ci (18)
R
Sy —M . .
Bs = > wskaznik skutkow dziatan (19)
S
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Rys. 2.14. Okreslenie punktu obliczeniowego zapewnienia niezawodnosci konstrukcji w metodzie
probabilistyczne] poziomu 2

WartoS$ci obliczeniowe efektow dziatan obciazen S, 1 no$nosci R,

wyznacza si¢ tak, aby prawdopodobienstwo wystapienia bardziej
niekorzystnych wedtug Eurokodu 1 wynosito

Pr(S >S4) = p(+as ) = p(-0,75) (20)
Pr(R <Sy) = (-0 5) = ¢(-0,8) (21)
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Zazwyczaj dla budowli tej samej klasy bezpieczenstwa przyjmuje
si¢ [ = const.

Wedhug Eurokodu | dla stanu granicznego nosnosci zaleca si¢
przyjmowac¢ [ =3,8.

J. Murzewski zaproponowal modyfikacje wzoru na wskaznik
niezawodnosci, uwzgledniajgc oprécz losowej nosnosci R i efektu
dziatan S btad modelu obliczeniowego C.

Wdweczas wskaznik niezawodnosci opisuje zaleznosé¢

P =0 +asfs +ac fe (22)
gdzie:
a. — wspotczynnik wrazliwosci modelu obliczeniowego
S — Cczesciowy wspotczynnik bezpieczenstwa btedu projektowania.
W ten sposob proponuje sie uwzglednic¢ trzy zakresy
odpowiedzialnosci w budownictwie, jakie ponosza wykonawca (R),
uzytkownik (S) i projektant (C).
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Sposob szacowania bezpieczenstwa metoda probabilistyczng
poziomu 2 przy trzech i wiecej niezaleznych wptywach losowych
jest podobny.

W przypadku na przyktad trzech czynnikow losowych w miejsce
kota na rys. 2.12 otrzymuje si¢ kulg, w miejsce zas prostej na rys.
2.13 otrzymuje si¢ ptaszczyzne graniczng.

Prosta wyprowadzona ze srodka kuli, prostopadta do powierzchni
granicznej, jest wowczas miarg bezpieczenstwa f3.
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2. Szacowanie bezpieczenstwa konstrukcji
metoda probabilistyczng poziomu 3

Warunki bezpieczenstwa budowli (wylaczajac przypadki niezalezne
od cztowieka, np. eksplozje, ruchy tektoniczne, powddz lub inne
kleski zywiotowe) mozna sformutowac, wprowadzajac postulat
warunkowej pewnosci.

Gwarancja bezpieczenstwa wymaga takze zachowania zasady
rozgraniczenia odpowiedzialnosci polegajacej na ustaleniu dla
kazdej strony (projektanta, wykonawcy i uzytkownika)
nieprzekraczalnych (gwarantowanych) granicznych wartosci
parametrow bezpieczenstwa, za ktore dana jednostka odpowiada.
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Przez parametry bezpieczenstwa ustroju rozumie si¢ wszelkie
wielkos$ci, ktore majg wptyw na bezpieczenstwo konstrukcji, tj.
nosnos$¢ budowli R (gwarantowana przez wykonawce), obcigzenie S
(dopuszczone w trakcie eksploatacji przez uzytkownika), btad
modelu obliczeniowego C (niedoskonatosci w modelu analizy
wytezenia UStroju zastosowanym przez projektanta).

Wielkosci R(@), S(®), C(w) sa losowe i wspélnie generuja
bezpieczenstwo ustrojul.

Optymalng sytuacja jest, gdy kazda ze stron (R, S, C) gwarantuje
podobne bezpieczenstwo przez okreslenie nieprzekraczalnych
parametréw R,,S, 1 C, .

Rozwigzanie tak postawionego zadania optymalizacyjnego
niezawodnosci konstrukcji podat prof. Janusz Murzewski.
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Zaktada si¢, ze zmienna losowa X, o funkcji rozktadu f(X) i
dystrybuancie F(x) przedstawia parametr bezpieczenstwa (R, S, C).

Nieograniczone krzywe rozktadu f (X) uwaza si¢ za bezwzgledne
charakterystyki rozktadow — linie przerywane na rys. 2.15.

Rys. 2.15, Warunkowe krzywe rozkladu prawdopodobienstw
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Warunkowe charakterystyki rozktadow f'(x), dla ktérych zakres
zmiennosci X lezy po jednej stronie zmienno$ci X, 0znaczone na
rys. 2.15 liniami ciggtymi.

Warunkowa charakterystyka rozktadu f'(x) (rys. 2.15a) jest
ograniczona prawostronnie wartos$cig graniczng Xq 1 opisujg ja
zaleznosci

oy ()
f (X)_F(Xd) dla x<x, (23)
f'(x)=0 dla x2x, (24)

Warunkowa charakterystyke rozktadu f'(x) pokazang na rys. 2.15b
ograniczong lewostronnie wartoscig graniczng X4 opisujg wzory

f'(x)=0 dla x<x, (25)

f’(x):& dla x> x, (26)

1-F (%)
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Skorygowane funkcje f'(x) zostaty dobrane tak, aby pola pod
krzywymi gestosci f (x) i f' (X) byty sobie réwne i wynosity 1.

Potozenie wartosci granicznych x4 z lewej lub prawej strony
wykresow pokazanych na rys. 2.15 zalezy od tego, czy dany
parametr bezpieczenstwa powinien by¢ - tak jak nosnos¢ - wiekszy
od granicznego Ry, czy tez jak dla obcigzen - mniejszy od
granicznego Sy co pokazano narys. 2.16.
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Rys. 2.16. Warunkowe krzywe rozktadu prawdopodobienstw obciazenia (a) i nosnosci (b)

Ograniczone rozktady prawdopodobienstwa nosnosci, (R)
I obcigzen, (S) sa warunkowane kontrola ze strony jednostek za nie

odpowiedzialnych.
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W probabilistycznej metodzie poziomu 3 zaproponowanej przez
J. Murzewskiego wprowadza si¢ miary bezpieczenstwa W postaci
funkcji ryzyka przekroczenia h(x) (hazard function) i skali
zagrozenia /K.

Funkcja ryzyka h(x) bywa nazywana intensywnoscig
prawdopodobienstwa i jest ona rowna rzednej granicznej (progowe))
rozktadu prawdopodobienstwa ucigtego W punkcie Xq

(patrz rys. 2.15).

W przypadku analizy bezpieczenstwa konstrukcji ryzyka h dotycza
przekroczenia wartosci Ry W dot (wystgpienia mniejszej nosnosci
budowli), a h' warto$ci Sq w gore (dziatania wigkszych obcigzen na
konstrukcje).

Ryzyka te sg zwigzane z g¢stoscig prawdopodobienstwa f i
dystrybuanty F nastepujaco
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h(R;)= 1_f IEI?T?Z ) (zanizenie)
h'(Sy)= ;Eid; (przekroczenie)
gdzie:

R4 — wartos¢ obliczeniowa nos$nosci,
Sq — wartos$¢ obliczeniowa obcigzenia.

Ryzyko h( . ) wyraza si¢ funkcja:

— Millsa w przypadku rozktadow normalnych;

— wyktadnicza dla rozktadow Gumbela;

— potegowa, gdy R ma rozktad Weibulla, a S Frecheta.

(27)

(28)
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Skale zagrozenia 1/k; wspotrzednej stanu konstrukcji okreslono w
nastepujacy sposob

1

k_:Rdh(Rd) (29)
L =S, (S,) (30)

Wartosci obliczeniowe Sgy, Ry interpretuje si¢ jako kresy ucietych
rozktadow prawdopodobienstw.

Z warunku minimalnej zawodnosci uzyskuje sie zasade rownej skali
zagrozenia.
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Przyjmujac jako kryterium optymalizacji stalg skale zagrozenia
I/k = const, otrzymuje sie rownania

Rf(R,) _S,f(S,)_1

= —=const 31

1-F(R,) F(R,) K .
lub postaci rownowazne;j
1

Ra(Ry)=S4h(Ss) =+ (32)

Krzywe rozktadu prawdopodobienstw obcigzen i nosnosci dla stalej
skali zagrozenia I/k oraz Sy = Ry = X (tj. graficzng interpretacje
rownan (31) i (32) pokazano narys. 2.17.
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Rys. 2.17. Krzywe rozkladu prawdopodobienstw obcigzenia i nosnosci dla stalej skali zagrozenia 1/k

Wodwczas prawdopodobienstwo niebezpiecznego stanu konstrukcji

WYNOSi
pr =1-[1-F (X)]F (X) (33)

gdzie Fr(X), Fs(X) oznaczajg dystrybuant¢ nosnosci i obcigzenia.

28
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Z rownania (32) wynika zasada, ze iloczyny optymalnych warto$ci
obliczeniowych i ryzyka ich przekroczenia sa sobie rowne.

Ta metoda oceny bezpieczenstwa wymaga tylko arbitralnego
ustalenia jednego parametru, jakim jest skala zagrozenia 1/k.

W metodzie probabilistycznej poziomu 2 globalny wskaznik
niezawodnos$ci S zastepuja wskazniki rozdzielone S, i f; wedtug

zalezno$ci (17) lub zgodnie z propozycja J. Murzewskiego S, fs
| f. odpowiednio do trzech zakresow odpowiedzialnosci, czyli
nosnosci R, obcigzen S i bledow projektowych C wedtug wzoru (22)

B =agfrt+asfs +acfe

Wspolczynniki wrazliwosci o, o | o sa proporcjonalne do
odchylen standardowych.
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Zasadnicza r6znica miedzy podejsciem w metodzie
probabilistycznej poziomu 2 i poziomu 3 polega na inaczej
roztozonych elementach (miarach) bezpieczenstwa, a takze sposobie
ich kalibrowania.

Wskaznik globalny niezawodnosci £ oblicza si¢ ze wzoru (22) dla

zadanego prawdopodobienstwa przekroczenia stanu granicznego i
przyjmuje si¢ jako wartosc¢ stala.

Prawdopodobienstwo zawodnosci konstrukcji ps jest miarg
bezpieczenstwa w metodzie poziomu 2, ktéra bez regut
optymalizacji jest miarg arbitralng.

W prezentowanej metodzie probabilistycznej poziomu 3
zaproponowanej przez J. Murzewskiego postuluje si¢ jednakowe i
stale ryzyka przekroczenia warto$ci granicznych.

J. GOrski e M. Skowronek e Niezawodnosé e Katedra Mechaniki Budowli i Mostéw 30



Optymalng miarg bezpieczenstwa w omawianej metodzie
probabilistycznej poziomu 3, polegajacg na minimalizacji
zawodnos$ci ps = min dla trzech parametréw: nosnos$ci R, obcigzen S

i btedu modelu obliczen C wprowadzit J. Murzewski formutujac w
postaci wzoru

Rdf(Rd) — Cdf(cd) S 1:(Sd) ——COHSt (34)
1_F(Rd) 1_F(Cd) (Sd) K
lub w réwnowaznej postaci
1
Rdh(Rd):Sdh(Sd):th(Cd):E (35)

gdzie:
— C4 warto$¢ obliczeniowa niepewnos$ci modelu obliczeniowego,
— I/k skala zagrozenia.

J. GOrski e M. Skowronek e Niezawodnosé e Katedra Mechaniki Budowli i Mostéw 31



Ze wzorow (34) i (35) wynika, ze wzgledne ryzyko zagrozenia,
czyli skala zagrozenia I/k powinna by¢ taka sama dla no$nosci
konstrukcji, efektu dziatania obcigzen I niepewnosSci zastosowanego
modelu obliczeniowego.

Wzér (34) odpowiada lepiej podziatowi odpowiedzialno$ci za
bezpieczenstwo konstrukcji budowlanych niz wczesniej
analizowane dwa (R i S) zakresy odpowiedzialnos$ci za
niezawodnos¢ budowli,

W budownictwie sg bowiem trzy gtdwne jednostki odpowiedzialne:
projektant - C, wykonawca - R i uzytkownik - S.

Probabilistyczna ocena obcigzenia budowli stuzy do ustalenia
wartosci ekstremalnych charakteryzujacych si¢ matym
prawdopodobienstwem ich wystapienia.
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