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¢) Model procesu stochastycznego z czasem ciagtym

Modelowanie matematyczne zmiennosci obciagzen w czasie wymaga
w szczegOlnosci zastosowania teorii procesow stochastycznych
F (t) z czasem ciggtym.

Dla okreslonego j-tego obiektu budowlanego, obcigzenie jest j-ta
realizacja F;(t) (czyli nielosowa funkcja czasu) funkcji losowej F (t)

Z kolei dla ustalonej chwili czasu t = const otrzymujemy przekroj
procesu stochastycznego, bedacy zmienna losowa F (t) okreslong

na odpowiednim zbiorze budowili.

Wazng i cze¢sto wykorzystywang cecha procesu stochastycznego jest
stacjonarnosé.
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Najczesciej rozpatruje si¢ tylko skaba stacjonarnosé, czyli
stacjonarnosé w szerszym sensie, polegajaca na spetnieniu przez
proces trzech warunkow:

1) statej w czasie wartosci sredniej F(t) = F = const,

2) statej w czasie wariancji ) 7 (t) = u2 = const,

3) momentu korelacyjnego pomiedzy przekrojami procesu F(t) i
F(t + At) odleglymi od siebie 0 At, zaleznego tylko od odstepu
czasu At, lecz nie od chwili czasu t - czyli:

He 1), F(t+at) = cov{F (t), F(t + At)} = (u¢ )* p(At).

Funkcja p(At) nazywa si¢ unormowang funkcjg autokorelacyjng
procesu F(t) i ma interpretacje i wlasciwosci wspotczynnika
korelacji.

Stacjonarnos¢ w wezszym sensie (stacjonarnosé scista) polega na
"mocnym"™ wymaganiu niezaleznosci od wartosci t
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jednowymiarowego rozktadu prawdopodobienstwa w chwili t i
rozktadu dwuwymiarowego w chwilach tit + At niezaleznego
takze od t.

Przyktady odchylen od stacjonarnosci zilustrowano na rys. 4.23 a, b.

Niestacjonarnosé Nieergodycznosé

(a) ze wzgledu na srednig (c) ze wzgledu na Srednig
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(b) ze wzgledu na wariancje (d) ze wzgledu na wariancje
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Rys. 4.23. Przyklady realizacji F(r) procesow stochastycznych: niestacjonamych (a), (b);
nieergodycznych (c), (d)
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Wariant teorii procesow stacjonarnych w szerszym sensie, ktory nie
zajmuje sie rozktadami prawdopodobienstwa lecz charakteryzuje

proces dwiema statymi: F i zZ oraz jedng unormowang funkcja
autokorelacyjna p. (At) nazywa si¢ teoria korelacyjna.

Charakterystyka rownowazna unormowanej funkcji
autokorelacyjnej jest unormowana gestos¢ widmowa s_ (w), ktora

jest zwigzana z funkcja p. (w) przeksztatceniem Fouriera:
s () == oy (At)cos(@- At)dAt 1)
T 0

Funkcja autokorelacyjna p. (At) wyrazona poprzez gegstose
widmowa s(w) ma postac:

ISF )Jcos(w-At)dAw (2)
0
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Unormowana gestosé widmowa s(w) opisuje strukture
czestotliwosciowa procesu stochastycznego F(t) jako losowego
szeregu Fouriera — przyporzadkowujac poszczegolnym
czestotliwosciom kolowym o =27z / t, odpowiadajace im cze¢sci

wariancji procesu (. )°.

Symbol ty 0znacza okres mierzony w jednostkach czasu, czyli
diugos¢ fali odpowiedniej cosinusoidy.

Podstawa estymacji charakterystyk stacjonarnych procesow
stochastycznych (momentow i funkcji rozktadu) sg zbiory
pomiarow F* w przekrojach t = const, a takze pojedyncze,
dostatecznie dtugie (T — ) realizacje Fj* ;(J = const).

Przypadek drugi dotyczy tylko tzw. procesow ergodycznych ze
wzgledu na estymowang charakterystyke.
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W szczegdblnosci dla wartosci sredniej F warunkiem koniecznym
ergodycznosci jest skonczona skala korelacji, czyli:

®=Tp(At)At<oo (3)

natomiast warunkiem dostatecznym jest skonczony moment
bezwzgledny:

n:T\At\p(At)At@o (4)

Przyktady odchylen od ergodycznosci ilustruja zbiory realizacji
przedstawione na rys. 4.23 (c) i (d).

Na rys. 4.24 przedstawiono estymacje charakterystyk procesu
ergodycznego przeprowadzona na podstawie pomiardw jednej
dostatecznie dtugiej realizacji (a) oraz estymatory: funkcji gestosci
(b), unormowanej funkcji autokorelacyjnej (c) oraz momentow (d).
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(@) (b)
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Rys. 4.24. Estymacja charakterystyk na podstawie pomiarow jednej realizacji F; (i = R S
ergodycznego procesu stochastycznego F(r)
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Wiasciwosci unormowanej funkcji autokorelacyjnej p(AT) i
unormowanej gestosci widmowej s(w) zestawiono w tablicy 4.16.
Tablica 4.16

Wihasciwoscei unormowanych funkeji: autokorelacyjnej p(Af) i gestosci widmowej s(w)

Funkcja autokorelacyjna Gestos¢ widmowa
unormowana unormowana
b s(w)
1 -
w
5 -
1) wz0
2) p(-At) = p(At) 2) s(w)=0
3) OI p(At)cos(wAt) dAt = 0 3) OI s(w) dw = 1
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Podstawg matematyczna ustalenia wartosci charakterystycznej
obciazenia F, jest rozwigzanie zadania o prawdopodobienstwie g
przewyzszenia przez dodatni proces obcigzenia F(t) poziomu Fy, w

zaktadanym okresie eksploatacji budowli tj.

Zadanie to ma dla procesow stacjonarnych w szerszym sensie proste
rozwiazanie tylko wowczas, gdy proces spetnia dodatkowo
warunki: normalnosci i dwukrotnej rozniczkowalnosci funkcji
o(AT) w punkcie AT =0 - co jest rownowazne warunkowi

rozniczkowalnosci procesu stochastycznego F(t) (por. tablica
4.17).
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Tablica 4.17

Przyklady unormowanych funkcji autokorelacyjnych p(Af)

i unormowanych gestosci widmowych s(w)

proces rézniczkowalny

proces nier6zniczkowalny

p(At)

s(m)

p(At)

s(w)

a) p(At

TN
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Proste rozwigzanie omawianego zagadnienia opiera sie na
zatozeniu, ze liczba przewyzszen poziomu obciazenia F, w czasie
t, przy matym prawdopodobienstwie przewyzszenia ¢, stanowi
proces Poissona N(t).

W takim przypadku prawdopodobienstwo co najmniej jednego
przewyzszenia w czasie t ma postac:

q=P(N(t)21)=1-exp(-het) ()

gdzie h_[t™] - ryzyko przewyzszenia poziomu obciazenia F.
Zaproponowane rozwigzanie, ktére nie wymaga zatozenia o
procesie Poissona ma postac:

q=(D[Fk_Fj 1—exp mla! (6)

He
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Ryzyko hg przewyzszenia przez normalny i rézniczkowalny proces
F(t) (0 $redniej F i wariancji zZ poziomu F, mozna wyznaczyé ze
wzoru Rice'a:

he =h, exp(—(lz"z;f)J (7)
He

w ktérym hy - to ryzyko przewyzszenia wartosci Sredniej F wg
WzZOru:

= —y=5: (0) =T, ©)

Pe (0) - druga pochodna funkcji autokorelacyjnej procesu losowego
F(t), w punkcie poczatkowym At = 0;

I,(0) - moment poczgtkowy 2 stopnia unormowanej gestosci
widmowej s(w) (por. interpretacje wg tablicy 4.16).
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Model z czasem ciaglym obciazen zmiennych konstrukcji
budowlanych umozliwia zdefiniowanie wartosci reprezentatywnych
F. =¥, F (dlaj=1, 2) wprowadzonych do normy europejskiej EC

rep

1990.

Sa to obcigzenia o zredukowanej wartosci charakterystycznej,
okreslanej jako:
- czesta F ., =y, F albo

- prawie stata F =y, F,.

Obciazenia zredukowane y;F,_mozna przyjmowac w obliczeniach

stanu granicznego uzytkowalnosci w dwoch przypadkach:
- uszkodzen miejscowych, np. zarysowania elementu zelbetowego,
- komfortu uzytkowego, np. drgan komunikacyjnych budynku.

Wartosci obcigzen w obu wymienionych przypadkach sa roézne.
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W przypadku zarysowan konstrukcji miarodajne sa maksima

lokalne procesu

obcigzenia, ktOre wystepuj czesciej niz

obciazenia charakterystyczne F,.
Obciazenia czeste wyznacza sie dla zatozonej liczby ny (rys. 4.25)

przekroczen pozi

omu y,F_ W czasie T= tj, i przy wykorzystaniu

formuty (5):
__\2 2
h. =T =hexp| —~———" |=h,exp| —= 9)
I:rep T 0 2 2 0 2
He
A F(t)
F, [
_lwF AN {\\2 | | __nr
i NS anrs—ain =l S
|| I N
|1 NN
|| I L
_ || I Y I
0 ty ts t T
Rys. 4.25. Realizacja procesu stochastycznego obciazenia z czasem ciaglym
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stad B, = ZIn(f?—TTj (10)
0

oraz y,F =F+ B pe (11)

rep

Dla przypadku komfortu uzytkowania budowli, obcigzenia

mozna zredukowac bardziej anizeli dla uszkodzen miejscowych

- do poziomu obciazen prawie stalych y,F, .

Dopuszcza si¢ przewyzszenia poziomu ., F, , ale pod warunkiem,

ze sumaryczny czas przekroczen Xt; jest maty w stosunku do catego

czasu eksploatacji T, por. rys. 4.25.

Czas uzytkowania bez przewyzszen mozna przedstawi¢ w postaci:
T.=T-%t =cT (12)

gdzie c=T, /T <1 - wspofczynnik gotowosci, ktory powinien by¢
wystarczajaco wysoki dla zapewnienia funkcjonalnosci budynku.
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Wobec zatozenia o stacjonarnosci procesu F(t) wspotczynnik

gotowaosci jest rowny prawdopodobienstwu nieprzewyzszenia przez
obciazenie F(t) wartosci y,F,, czyli:

C=P(E(t)<W2Fk)=FF(l//2Fk) (13)

Gdy obcigzenia maja rozktad normalny, a okres powtarzalnosci
obcigzenia charakterystycznego wynosi H, to wspotczynnik
redukcyjny wyznacza sie z relacji:

WZ(IE+IBF1uk):IE+ﬁCIUF (14)
gdzie B. =—®*(1/ H) oraz B, =-d(c).

Wartosci liczbowe wspotczynnikow redukeyjnych w, 1 v, wg

normy PN-EN 1990, dla roznych kategorii uzytkowania
powierzchni budynkoéw, zestawiono w kolumnach (3) i (4) w tablicy
4.18.
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W kolumnie (2) zamieszczono ponadto wartosci liczbowe
wspotczynnika jednoczesnosci dziatania obcigzen zmiennych .

Tablica 4.18
Zalecane wartosci wspotczynnikow y; dla budynkéw wg PN-EN 1990
| Obciazenia zmienne, kategoria Yo L Y
(1 (2) (3) 4
Kategoria A: powierzchnie mieszkalne 0,7 0,5 0,3
Kategoria B: powierzchnie biurowe 0,7 0,5 0,3
Kategona C: miejsca zebran 0,7 0,7 0,6
Kategoria D: powierzchnie handlowe 0,7 0,7 0,6
Kategoria E: powierzchnie magazynowe 1,0 0,9 0,8
Kategoria F: powierzchnie ruchu pojazdow < 30 kN 0,7 0,7 0,6
Kategoria G: powierzchnie ruchu pojazdéw < 160 kN 0,7 0,5 0,3
Obciazenie $niegiem < 1000 mn.p.m. 0,5 0,2 0,2
Obciazenie wiatrem 0,6 0,2 0
Temperatura (nie pozarowa) w budynku 0,6 0,5 0
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Innym obszarem zastosowania teorii procesOw stochastycznych jest

model losowej predkosci wiatru.
Mozna zatozy¢, ze jest to proces stacjonarny, poniewaz klimat nie
zmienia sie w czasie kilkunastu lat.

Ponadto, przyjmuje si¢ zatozenie procesu gaussowskiego, opisanego
typows dla predkosci wiatru gestoscig widmowa pokazang
schematycznie na rys. 4.26.

[} S(w) { aerodynamika )
{ meteorologia ) porywy
wichury
B O PN—— -
1'i 107 m*i w1 10 100 | w[h™
s B =1 4
8760 oy 90N 105

Rys. 4.26. Gestosé widmowa losowej predkosci wiatru wg badan Davenporta [11]
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Analiza gestosci widmowej prowadzi do wyréznienia dwoch
zakresdw czestotliwosci: ponizej pasma czestotliwosci matej mocy,
0 wartosci co w <1-10 [1/ h] i powyzej tej wartosci.

Proces stochastyczny predkosci wiatru mozna zatem przedstawic¢ w
postaci sumy: v(t) = v, (t) + Vv, (t).

Sktadnik v,,(t) przedstawia zmiennos¢ losowa odpowiadajaca
cyklom meteorologicznym, a jego maksima roczne moga by¢

prognozowane na podstawie dyskretnego modelu losowego sit w
rownych odstepach czasu.

Skiadnik v, (t) opisuje porywy, czyli losowe zmiany predkosci
wiatru w stosunku do wartosci srednich w czasie wichury.
Do opisu porywOw wiatru stosuje sie model ciaggty, zaktadajac, ze w

czasie jednej wichury wiatr jest stacjonarnym procesem
stochastycznym.
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Rozkiad prawdopodobienstwa v, (t) nie ma wptywu na wartosci

charakterystyczne v, (t) = v, , jednak porywy wiatru generuja

zjawiska aerodynamiczne.
Predkos¢ porywu opisujemy procesem stochastycznym
scentralizowanym, stacjonarnym, normalnym i ergodycznym.

Przy takich zatozeniach do opisu procesu podaje sie zwykle widmo
nieunormowane S(w) (np. widmo zaproponowane w normie

europejskiej PN-EN 1991-1-4).
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d) Model ztozony ciaglego obciazenia uzytkowego na stropach
budynku wielokondygnacyjnego

Model ten nawigzuje do koncepcji regularnego ciggu sit losowych
wg rys. 4.18, wymaga jedynie zastapienia wielkosci liniowych | i
Al wielkosciami powierzchniowymi A i AA oraz odpowiednich
modyfikacji wspotczynnikow wptywu.

Przyktad ztozonego modelu obcigzenia zmiennego losowo w
przestrzeni przedstawiono na rys. 4.27.
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(a) (b) (c) (d)
strop kondygnagji k [budynek jako zbiér | jednorodny sita osiowa w stupie
stropow, k=1,2,3...n.| zbior kondygnacjik o
budynkow
q_(xy) i
1
y o .
y k=2 .
> X K:'T b,
k=1,2,3,..n. .

Rys. 4.27. Charakterystyka kontynualnego modelu obcigzenia uzytkowego na stropach budynku

Jest to schemat, dla ktorego intensywnos¢ chwilowga obcigzenia

wielokondygnacyjnego: (a), (b) i (¢) oraz schemat obciazenia stupa (d)

uzytkowego na jednostke powierzchni w punkcie (x, y) ptaszczyzny
stropu w budynku wielokondygnacyjnym traktuje sie jako
dwuwymiarowe pole losowe g(x,y).
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W rozpatrywanym przypadku mamy do czynienia z nieergodyczng
funkcja losowa, ktorej zbior realizacji jest "rozwarstwiony™ (por.
rys. 4.23(c)).

Oznacza to, ze w podzbiorach odpowiadajacych stropom na réznych
kondygnacjach budynku i roznym budynkom tego same go typu,
wartosci srednie losowego obciazenia sa istotnie rozne.

Estymacji parametrow q(x, y) w zbiorze obiektow nie mozna
zastapi¢ estymacja dla zbioru punktow (x, y) lezacych na jednym,
nawet bardzo rozlegtym stropie.

Zaproponowany przez Cornella odpowiedni model pola losowego
obcigzen ma posta¢ sumy:

g(X,y)=g0(x,y)+Ak+éb+c_| (15)
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Pole losowe q,(x,y), 0 wartosci §redniej rownej zeru

(dwuwymiarowy szum losowy) przedstawiajace losowe lokalne
wahania obcigzenia w stosunku do wartosci sredniej dla jednego
stropu jest w (15) sumowane ze zmiennymi losowymi A, i A, O
wartosciach srednich rownych zeru.

Te zmienne losowe przedstawiajg wahania wartosci srednich
pomig¢dzy kondygnacjami i pomiedzy budynkami tego samego typu
- odpowiednio.

Ostatni sktadnik g przedstawia $rednig ogdlna (nielosowa)
obciazenia uzytkowego na stropach w populacji budynkdw tego
samego typu.

Przyjecie w (15) wahan wartosci srednich w postaci sumy dwaéch
wzajemnie losowo niezaleznych sktadnikow A, i A, , ma utatwic

gromadzenie danych statystycznych i interpretacje wynikow.
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Z twierdzen o sredniej i wariancji sumy zmiennych losowych, z
uwzglednieniem ich rozszerzenia na stacjonarne funkcje losowe,
otrzymuje si¢ przy pominieciu sktadnikow o wartosci zerowej,
srednig wariancje pola los owego q(x, y):

q(xy)=4a (16)
1Y) = o + 1 + 4y (17)
gdzie g, u7 i u? przedstawiajg wariancje zmiennych losowych:

q, A 1A,

Losowy efekt E obciazenia q(x,y) (uogolnione naprezenie lub
przemieszczenie) w konstrukcji budynku, traktowanej jako ustroj
liniowy fizycznie i geometrycznie, mozna otrzymac z zaleznosci:

E= j L. (x,y)a(x,y)dxdy (18)
Ae
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gdzie L. (x,y) - nielosowa funkcja wpfywu, przedstawiajaca
zaleznos¢ wartosci efektu E od sity jednostkowej przytozonej w
punkcie (X, y),

A. - obszar wptywu obciazenia q(x,y) na efekt E, dla ktorego

L. (x,y)=0.

W przypadku rygli ram, A. zawiera si¢ w obszarze jednego stropu,

zas w przypadku stupow obejmuje obszar wszystkich stropow
lezacych powyzej rozpatrywanej kondygnaciji.

Nawigzujac do praktycznego uproszczonego sposobu zestawienia
obcigzen z zastosowaniem "powierzchni przyporzadkowanych",
ktorych granice odpowiednio potowig odlegtosci pomiedzy
elementami ram, otrzymujemy dla sity osiowej w stupie
kondygnacji k = kg (rys. 4.27(d)) budynku n-kondygnacyjnego, z
obcigzeniem stropow wg (16) i (18):
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N, =(T+4,)A, + Y AA +3Y [ 6 (x y)dicly (19)
A

gdzie: A = Zm:Ad, A = Zn: A - odpowiednie dla obliczanego stupa
i=1

k=ko

powierzchnie przyporzadkowane A, z pomieszczeni=1,2,.., m
na kondygnacji k oraz ich sumy dla k-tej kondygnacji (Ay) - dla
wszystkich kondygnacji od ko do n (Ay).

Stosujac do (19) wspomniane wczesniej twierdzenia, otrzymujemy
(traktujac konce stupow jako przeguby) dla srednich wariancji sity
osiowej w slupie kondygnac;ji Ko:
Ni, =0A, i, = oA+t 2 A+ L D AT (A)  (20)
k=ky k=ky i=1
Wystepujaca w (20) funkcja wariancyjna T'*(A) = 6/ A wyraza sie
za pomoca skali fluktuacji @ i zmierza do zera gdy A — .
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Jesli w budynku szkieletowym, kazdy stup przenosi obciagzenie
uzytkowe z n stropow o jednakowej powierzchni A = mA na

kondygnacji, to powierzchnia catkowita stropow wynosi A= mnA,.

Oczekiwane obcigzenie stupa i wariancja (dla I'*(A,) =1) wynoszg
odpowiednio:

N=mngA, wuy =M A’ + M A’ + gomnA (21)
Dla parametrow wg relacji (21), obciazenie charakterystyczne
stropu:

2 2
qk=q+ﬂFJu§+%+% (22)

maleje wraz z rosnacg liczba pomieszczen m i liczba kondygnaciji n.
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