Ciagi liczbowe

Definicja 1 Ciggiem liczbowym nazywamy funkcje odwzorowujgcq zbior liczb naturalnych w zbior liczb
rzeczywistych. Wartosé tej funkcji dla liczby naturalnej n nazywamy n-tym wyrazem ciggu i oznaczamy
np. przez a,.Cigg o takich wyrazach oznaczmy przez (a,). Zbior wyrazéw ciggu (ay,), tj. {a, : n € N},
oznaczamy krotko przez {a,}.

Definicja 2 Cligg (a,) jest ograniczony z dotu, jezeli zbior {a,} jest ograniczony z dotu, tzn.
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Definicja 3 Cligg (a,) jest ograniczony z gory, jezeli zbior {a,} jest ograniczony z gory, tzn.
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Definicja 4 Cligg (a,) jest ograniczony, jezeli zbior {a,} jest ograniczony, tzn.
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Definicja 5 Cigg (a,) jest rosngcy (niemalejgcy), jezeli

/\ Ay < Ap+1 ( /\ ap < an-i—l)
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Uwaga. Analogicznie definiuje sie ciag malejacy i nierosnacy.
Uwaga. Monotonicznosé dowolnego ciagu (a,) mozemy ustali¢ badajac znak réznicy a,41 — a, a ciagu
(b,) o wyrazach dodatnich poréwnujac iloraz 2+ 7z 1. Korzystamy wtedy z tabeli:

bn
Apt1 — G, bzzl ciag
>0 >1 rosnacy
<0 <1 malejacy
>0 > 1 | niemalejacy
<0 < 1 | nierosnacy

Definicja 6 (granica wlasciwa ciggu)
Cigg (ay) jest zbiezny do granicy wlasciwej a € R, co zapisujemy

lim a, = a,

n—oo

wtedy 1 tylko wtedy, gdy

/\ \/ /\ [(n > ng) = (la, —a| <e)].

e>0nogeN neN
Obrazowo: ciag jest zbiezny do granicy a, gdy jego dostatecznie dalekie wyrazy leza dowolnie blisko

punktu a.

Twierdzenie 1 (o jednoznacznosci granicy ciggu)
Kazdy cigg zbiezny ma dokladnie jedng granice.



Definicja 7 (granice niewlasciwe ciggu)
Cigg (ay) jest zbiezny do granicy niewlasciwej co (—o0), co zapisujemy

lim a, = oo, (lim a, =—00)

n—oo n—oo

wtedy 1 tylko wtedy, gdy

AV A l(n>no) = (a, >e)] (/\ VA (n>n) (an<5)]).
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Obrazowo: ciag jest zbiezny do oo (—o0), gdy dostatecznie dalekie wyrazy tego ciagu sa wieksze od
dowolnie duzej liczby (sa mniejsze od dowolnie matej liczby).
Fakt (granice ciagu geometrycznego)

=0 dla |g| < 1,
..l =1 dla ¢ =1,
nh—>noloq =00 dla ¢ > 1,

nie istnieje dla ¢ < —1.

Twierdzenie 2 (o0 ograniczonosci ciggu zbieznego)
Jezeli cigq jest zbiezny do granicy wlasciwej, to jest ograniczony.

Twierdzenie 3 (o arytmetyce granic ciggow)
Jezeli ciggi (ay) i (by) sq zbieine do granic wilasciwych, to

1. lim (a, £b,) = lim a, £ lim b,,
n—oo n—oo n—oo

2. lim (ca,) =c lim a,, gdzie c € R,

n—oo

3. lim (ay, - b,) = (lim an) : (lim bn>,
lim an

4. lim §» = "= o ile lim b, # 0,

n—oo bn 1 n n—0o00
n— 00

P
5. lim (a,)? = (7}1_{210 an> , gdzie p € Z \ {0},

0. lim {/a, = ¢ lim ay, gdzie k € N \ {1}.
Twierdzenie 4 (o trzech ciggach)
Jezeli ciqgi (ay), (by), (cn) spelniajg warunki:
1. a, < b, < ¢, dla kazdego n > ny,

2. lim a, = nhm c, =0,

n—oo

to lim b,, = b.

n—oo

Twierdzenie 5 (o ciggu monotonicznym i ograniczonym)
Jezeli cigg (ay) jest niemalejgcy (nierosngcy) dlan > ng oraz ograniczony z gory (z dotu), to jest zbieiny
do granicy wilasciwej sup{a, : n = ng}(inf{a, : n > ne}).

Twierdzenie 6 (okreslenie liczby e)
Cigg e, = (1 + %) jest rosnqcy i ograniczony z gory, a zatem jest zbiezny. Granice tego ciggu oznaczamy

przez e:
1 n
e = lim (1 + ) .
n—oo n



Fakt (o ciagach z granica e)
Jezeli ciag (a,) o wyrazach dodatnich jest zbiezny do granicy niewtasciwej oo, to

) 1\
lim (1 + > =e.
n—oo an

Uwaga. Fakt powyzszy jest rowniez prawdziwy, gdy ciag (a,) o wyrazach ujemnych jest zbiezny do
granicy niewtadciwej —oo.

Twierdzenie 7 (o dwdch ciggach)

1. a, < by, dla kaZdego n > ng (a, > b, dla kazdego n > ng),

2. lim a, = oo (lim a, = —00),
to lim b, = oo (nh_)rgo b, = —0).

Twierdzenie 8 (o granicach niewlasciwych ciggéw)

I.a+oco=00 dla —o0<a<
2.a-00=00 dla 0<a<o0
3. =0 dla —oo<a<oo

4. gg =00 dla 0<a<o

5. a°=0 dla 0"<a<l

6. a* =00 dla 1<a< o0

7. 00* =0 dla —oco<b<0

8. 0" =00 dla 0<b< oo

Podobnie wyglada tabelka ,dziatan” z symbolem —oo:

l.a—oco=—-00 dla —oco<a<ox
2. a-(—00)=—00 dla 0<a< o0
3. =0 dla —-oco<a<oo
4. L =—00 dla 0O<a< o0

0

5. a7 =0 dla 1<a<o
6. a=* =00 dla O<a<l1
7. (—0)=0 dla —-oc0<b<0
Symbole nieoznaczone

0
00 — 00 0-0c0 - i 1= oo? 0°
0 00

Zrédlo: ”Analiza matematyczna 17, M. Gewert, Z. Skoczylas.



